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第 十 一 章 “” 无 穷 级 数 


无 穷 级 数 的 理论 ， 不 仅 是 数学 分 析 的 重要 组 成 部 分 ， 而 且 
也 是 整个 高 等 数学 必 不 可 少 的 内 容 。 饥 如， 有 些微 分 方程 的 解 
个 能 用 初等 函数 表示 ， 但 却 可 以 用 无 穷 级 数 表 示 ， 这 说 明 无 穷 
级 数 是 表示 非 官 等 函数 的 一 种 方法 。 此 外 ， 死 穷 级 数 又 是 近似 
计算 初等 超越 函数 或 基 些 非 初 等 画 数 在 给 定点 的 函数 信 的 有 力 
工具 ， 

无 穷 级 数 分 为 数值 级 数 和 范 数 级 数 两 大 区 ， 从 本 章 起 至 第 
二 下 章 我 们 讨论 无 穷 级 数 。 


$11.1 ”基本 概念 
pe 


dy ay May sg dy + (11. 1 
a en 


Ce (11. 27 


或 简写 为 了 4,， 称 为 无 窍 数值 级 数 ， 或 简称 为 级 数 , 其 中 4， 


F=} 


ar，94 my … 分 别称 为 级 数 (11,2》〉 的 第 一 项 ， 第 二 项 ， 
第 三 项 ，…, 第 2 项 ，…。 第 * 项 4 也 称 为 级 数 (11,2) 的 一 般 
项 或 通 项 

级 数 〈11.2)》 的 前 * 项 和 


$= ta 二 = 六 a 


称 为 该 级 数 的 部 分 和 或 3 项 部 分 和 。 令 #= ],， 2，… 得 列 册 级 效 
部 分 和 构成 的 数列 《5,} 


$= 4, 
:一 好 十 他 
JJ 一 十 4 十 机 C11. 3) 


站 二 人 十 十 
定义 ”如果 级 数 (11.2) ”的 部 分 和 数列 【7 收 伍 ， 设 
lim 5,=$ 《有 限 数 ) ， 则 称 级 数 〈11, 2) 收敛 ， 芳 称 :为 级 


数 〈11,2) 的 和 ， 记 作 
di+ es 十 十 2 十 “= ds=5 


如 果 部 分 和 数列 {4} 发 散 ， 即 数列 {3,} 没有 极限 ， 则 称 
级 数 《11. 2) 发 散 。 发 散 级 数 没 有 和 |， | 
例 1 研究 首 项 为 as 0 ， 公 比 为 ”的 几何 级 数 《〈 或 等 比 
级 数 ) 
G+ A ar Ar i. (11. 4) 
的 剑 散 性 包 ， 
解 ” 它 的 部 分 和 为 


Sn =4+ ar+ e+ Ar"! 


当 ”所 1 时 ， Ju =4 工 二 一 


1 一 和 
当 | ”|j< 1 时 ， 有 
1 -limr”" 
一 1i = ]! 1 ee > 
人 


级 数 《11.4) 收 伍 ， 其 和 5 = 一 


也 效 数 性 指 级 数 收 食性 与 发 散 性 。 
2 


当 ir|> 1 时 ， 有 limy,= co， 级 数 11.4) 发 散 ， 
当 += 1 时 ，5,.=4 +a+…+a=78， 同样 有 
lim =ce， 级 数 (11.4) 世 发 散 。 
当 + 二 一 1 时 ， 由 于 $, = 下 #， 当 # 为 奇数 时 ， 
【 0 ， 当 # 为 偶数 时 ， 
六 此 ， 部 分 和 数列 {93 发 散 ， 即 级 数 (11. 4) 发 散 。 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 ， 几何 级 数 当 | r+ [< 1 时， 收敛 ， 其 


和 为 一 ， 当 17 | 之 1 时 ， 发 散 ， 
利用 几何 级 数 的 敛 散 性 ， 可 将 任何 一 个 无 限 特 环 小 数 化 为 


分 数 。 例 如， 循环 小 数 0.235， 先 把 它 改 写成 
0.235 = 日 .2353535… 


[5 35 1 
二 1000 100000 


等 式 有 端 方 括号 内 是 首 项 “= 86， 公 比 += 二 的 几何 级 


1000 
数 。 因 为 公 比 的 绝对 值 小 于 工 ， 所 以 它 收 化 ， 其 和 是 
35 
-2 -、1000 _ 35 .100 . 35 
1—r 4 区 1000 99 990 
100 
于 是 ， 
2 135 35 2 ， 35 
二 -十 :一 | 二 一 十 一 
0.235= 16 + 13 + 00005 | 10 990 
_ .99X2+35 
990 


再 如 ， 循 环 小 数 5.041736， 有 
5.041736= 5.041736736… 
[9 


= 3 + 和 00+Lio TO 


等 式 右边 方 括号 内 是 首 项 a= -336 ， 公 比 -二 - 的 几何 级 数 ， 其 


10% Bo 
和 为 3 
a en 9 T7306 
1_ .1 998000 
10» 
于 是 ， 


5.041736= 5 +-4 4 [ 王 736 + -| 


i000 [i975 107 


- | 
.41x 999 +736 
999000 
出 些 可 以 看 出 ， 把 循环 小 数 化 为 分 数 的 规律 是 ， 小 数 的 整 
数 部 分 邑 为 分 数 的 整数 部 分 ， 分 数 的 分 母 是 由 几 个 相同 数字 9 
和 0 由 左 向 右 排列 而 成 (9 在 前 ，0 在 后 ) ， 9 的 个 数 是 循环 
六 中 所 含 数字 的 个 数 ，0 的 合 数 是 小 数 点 后 至 第 一 个 循环 节 前 
的 位 数 《第 一 个 例子 是 两 个 9 一 个 0 ， 第 二 个 例子 是 三 个 9 三 
个 0) ， 分 数 的 分 子 是 第 一 个 循环 节 前 的 有 效 数字 所 组 成 的 整 
数 〈 第 一 个 例子 是 2 ， 第 二 个 例子 是 41) 与 若干 个 9 的 乘积 ， 
其 个 数 是 循环 节 中 所 含 数字 的 个 数 ， 再 加 上 振 环 节 所 组 成 的 整 
人 


例 2 研究 级 政司 一 的 施 敬 性 。 
解 ”因为 ， 
NT 二 2) 到 (二 3) 
所 以 
i re ro 


+3(5 


a wi 1 _ 1 1 .3 
有 $s = lim ,=lim [1 二 ] -3 


看 CD 者 一 DC 


于 是 ， 该 级 数 收 化 ， 其 和 为 了 。 
例 5 判别 级 数 
ln(1+1)+ln (1+ 1)+ om +ln(1 + 了 于) t+ we 


的 敛 散 性 ， 
解 因为 


In(1 + 工 ) = In(z+1) -iny 
所 以 ， 号 
5, = ln(1+1)+ In( 1 + +. +In( 1 + | 

~1ln92 -la t+ln3 -1n2 于 十 ln(z 十 1) 一 In 多 

=]n (n+1) 
有 lim 了 .= Himln (x + 1) = + co 
于 是 ， 该 级 数 发 散 ， 

例 4 证明， 调和 级 数 

1 + 二 + 二 + ++ 训 二 ow (11. 5) 

是 发 散 的 ， 

分 析 根据 定理 2. 23 的 等 价 委 述 ， 只 须 证 明 {3*} 的 某 一 个 


证 明 取 部 分 和 数列 ($5,} 的 一 个 子 列 ($2"), 即 
2y Ju day “ 本 = 
因为 ， 
二 了 
和 in = 1 er 


+ (3 十 91“l + 9 + + Dm A 


其 中 每 个 括号 的 和 数 党 大 于 -事实 上 ， 


1 1 UL 
机 
下 1 _ 
< 一 -十 -一 -十 一 -十 -一 人 一 十 一 一 十 一 十 一 -一 -一 .一 一 < 
Tro hs gs 3 
1 1 1 -1. 1 1 
i 于 = 请 i 
2m-! 十 并 十 om!+9 + pad >2 oa 2 
所 以 ， 
| 1 1 侯 
用 “> Pe as 一 ez 
$1 十 5 es 1 十 本 
于 个 


对 上 式 取 极 限 ， 令 w+ce 有 


lim ylim (1 + 可) = 5 
从 而 ， lim an 二 十 92， 根据 定理 2. 23， 部 分 和 数列 好 发 散 ， 
于 是 调和 级 数 《〈11,5) 发 散 ， 口 
$11.2 基本 性 质 


定理 11.1 如 果 级 数 》 zx 收敛 ， 其 和 为 9， 则 将 级 数 


a=*h 


》 2, 各 项 乘 以 常数 * 所 得 到 的 级 数 》 co。 也 收敛 ， 其 和 


5 二 用 二 上 


PY 


证 明 ” 设 级 数 》 4. 与 co, 的 4 项 部 分 利 分 别 为 5. 与 


二 | gs 二 上 
和 


5,。 有 
StAateadtrmt ea tatad tr +) = hs 
已 知 级 数 六 “, 收 化 ， 则 limy9.= $5， 有 
m1 


lim $= lim cy = cs 


于 是 ， 级 数 了 exe 收敛， 其 和 为 “3。 D 


推论 ”如 果 常 数 * 失 0 ， 则 级 数 4 与 级 数 》 ca。 有 相 
同 的 伍 获 性 。 


证 明 一 方面 ， 根 据 定理 ， 如 果 级 数 》 zx 收敛 ， 则 级 数 


月 二 外 


| 64 也 收敛 ， 


是 二 芋 


另 一 方面 ， 如 果 级 数 》 4 发 散 ， 则 级 数 ca, 也 必 发 


散 ， 用 反 证 法 ， 假 设 级 数 》 cu 收敛 ， 根 据 定理 11. 1， 各 项 冬 


p= 


以 常数 二 (cs 0 所 得 到 的 级 数 》 工 (co) = 多 也 收敛 ， 


二 人 是 二 和 


.9 


这 与 假设 级 数 》 4 发散 矛 居 。 


3 二 


这 就 证 明了 级 数 久 4, 与 ce。 (所 0》 有 相同 的 钱 贡 
性 ， 用 二 中 并 二 品 
此 定理 及 推论 可 以 概括 为 ， 将 级 数 各 项 乘 以 非 零 常 数 ， 级 


数 的 伍 散 性 不 变 。 若 级 数 少 4, 收 敏 ， 则 有 等 式 


自 一 二 


定理 11.2 ”如 果 级 数 》 4. 与 5, 曾 收 仑 ， 其 和 分 别 为 5 
与 T， 则 级 数 》 (4, 也 收 敏 ， 其 和 为 了 土 了 ， 即 


ey 


4 
DP th) = Dt 0 


重工 | 


证 明 设 级 数 ww 、》 4 及》(z 土 5》 的 部 分 和 分 别 为 


站 二 上 a 二 E 二 和 


S$, T, 及 U,, 旭 


UD ibd Da + b= 5+T, 
二 ] =i 


已 知 lim 5,=$，lim T,=T， 有 
liimU,=lim ($+7T,) =S$+T 


于 是 ， 级 数 放 〈4, 土 4》 收敛 ， 其 和 为 ? 土 T， 即 


推论 ”如 果 级 数 》 <, 收敛 ， 而 级 数 轴 6. 发散 ， 则 级 数 


s=} 各 三 


2 (z, 士 沁 ) 发 散 。 


证 明 ”用 反 证 法 。 假 设 级 数 放 〈4, 土 5) 收敛 ， 根据 定理 


B=l 


11.2 知 ， 级 数 


DE (tbh) -a y 人 
” 也 收敛 ， 这 与 题 设 级 数 》| 5 发散 矛盾 ， 0O 


定义 ”从 级 数 人 2, 中 去 掉 前 4 项 所 得 到 的 级 数 
Gt +Ga4z 十 …… 十 Oo (11. 6) 
称 为 级 数 》 4. 的 第 项 余 式 或 余 式 ， 记 作 R,， 即 


R= d+ dts "Arpt 


如 果 级 数 》 4 收敛 ， 其 和 为 5， 称 余 式 


A. drt= $5- 4 


十 一 四 十 


为 级 数 》| za 的 余 和 。 


单一 于 


发 散 级 数 没 有 和 ， 从 而 也 没有 余 和 。  . 
由 级 数 收 敛 及 余 和 的 定义 不 难 推出 ， 级 数 收 化 的 充 必 条 件 
是 
lim R,= 0 (11.7) 


有 


2 ai pe i da 
eh OA pr ee mm me rr or ms 


事实 上 ， 级 数 》 xz 收敛 所 >lim 5,=lim 》 at< 了 了 <> 
n= R= on a 


lim($ -~ $y)= 1im 六 ar=lim R,= 10， 
a ee 上 二 x+1 I 


定理 11.5 级 数 》 4, 与 它 的 任 一 余 式 》 a, 同时 收 伍 ， 


二 上 时 一 站 十 上 


同时 发 散 ，。 
证 明 ”对 任意 画 定 的 4 和 m>>A&， 设 级 数 》 a, 的 ?项 部 分 


和 与 疝 。4. 的 mw 项 部 分 和 分 别 为 9 与 Wi+e。， 有 
出 二 上 十 半 
Soin= (a+ Hast rr Aa) + Ary t Aatst+ -+ drm) 
= Sr+ Satw 
即 re — J CFs 为 常数 ) 。 
不 难看 出 ， 对 人 当 ~>oo 时 ， e490 与 tm 同时 


收敛 ， 同 时 发 散 ， 即 级 数 。 ,与 它 的 任 一 余 式 a。 同时 收 


Lsi | 用 二 具 十 上 


人 敏 ， 辣 时 发 散 ， i 口 
推论 ”在 级 数 》 4. 前 面 去 掉 、 增添 或 改变 有 限 项 ， 不 改 


二 一 】 


变 原 级 数 的 敛 散 性 〈 如 果 收 敛 ， 其 和 一 般 是 要 变 的 ) 。 
证 明 ”因为 在 级 数 4a。 前 面 去 掉 、 增 添 或 改变 有 限 项 之 


后 ， 当 = 充分 大 时 ， 所 得 到 的 新 级 数 与 原 级 数 有 相同 的 余 式 

R,， 所 以 ， 和 根据 定理 11. 3， 变 化 后 的 新 级 数 与 原 级 数 有 相同 的 

伊 散 性 ， D 
定理 11.4 如果 级 数 训 4, 收 你 ， 则 lim = 0 。 


a4 二} 


证 明 ” 设 级 数 > 4, 的 部 分 和 为 9.， 和 为 了 ， 有 


二。 一 好; i 
Si 4+ Rd 
于 是 ， 
d= S$ 
从 而 ， 
lim a,=1lim(s,.—-$.)=5-$=0 如 
该 定理 指出 ， 如 果 级 数 收 敛 ， 则 它 前 一 般 项 必 收 和 伍 于 0 
换言之 ， 一 般 项 收敛 于 0 是 级 数 收 敛 的 必要 条 件 。， 定 理 11. 4 的 


等 价 命题 〈 首 否定 理 ) 是 ， 如 果 lima, 闪 0， 则 级 数 2 发 


由 芝 1 


散 。 利 用 lima 记 0 来 判别 某 些 级 数 的 发 散 性 是 很 方便 的 。 


lim ass 0 有 两 种 情形 ， 一 万 ， lim 4,=4 夺 0， 例如 级 数 


-一 一 


2 元 刀 ， 因 为 lim 4,=lim 3 和 二 = 吉他 0， 所 以 级 数 


2 十 ] 


人 nT 发散， 二 是 ，{o 不 存在 极限 ， 各 级 数 (- Ey 


二 | 


4 (- 1)"， 国 为 {( 一 1)"* 不 存在 极限 ,所 以 加 (一 1) 
发 散 。 z 
由 于 级 数 》 ww 的 敛 散 性 就 是 用 级 数 > a。 的 部 分 和 数列 


{5.} 的 敛 散 性 定义 的 ， 而 (3。) 的 化 散人 性 可 用 数列 的 柯 西 收 敏 准 
则 来 判别 ， 因 此 ， 把 数列 的 柯 西 收 伍 准则 转移 到 级 数 上 来 就 有 
判别 级 数 敛 散 性 的 柯 西 收 竹 准 则 。 我 们 知道 数列 {。} 的 柯 西 收 
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敏 准 则 是 ， 数 列 {8.} 收 敛 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 e>> 0， 
闪 宪 x EN， 党 # 7 时 ， 对 任意 的 pEN， 有 | $4 一 5。 I 


如 果 数 列 {9,} 就 是 级 数 》 4 的 部 分 和 数列 ， 则 有 


rn 十 pp e 


>, ax 一 Plas | = 


二 二 1 大 一 生 


t 十 声 


入 a 


上 上 二 十] 


= dantatrs +t" +ars| <e 


由 此 ， 我 们 得 到 下 面 关 于 级 数 的 柯 西 站 和 敛 准则 ， 


ese = 


定理 11.5 〈 柯 西 收敛 准则 ) 级 数 》 za， 收敛 的 充 要 条 件 


是 ， 对 尾 意 给 定 的 se> 0 ， 存 在 EN， 当 z>>m 时 ， 对 任意 的 
ppPEN, 有 


RR 二 让 
上 =] ai | 好 让 < 


是 二 有 二 让 


该 准则 表明 ， 级 数 a. 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ，。 它 的 充 


十 上 "+p 
分 远 的 任意 片断 ?ws 的 绝对 值 | 六 


贞 二 十 1 是 一 3 十 上 


显然 ， 定 理 11. 3 定理 11. 4 都 是 柯 西 收敛 准则 的 推论 。 


可 以 任意 小 。 


事实 上 ， 由 于 级 数 “。 和 它 的 余 式 儿 x, 有 共同 的 充分 


# 二 | 到 二 去 十 1 


远 的 片断 ， 因 此 ， 它 们 就 同时 满足 或 同时 不 满足 柯 西 收敛 准则 
的 条 件 ， 故 级 数 》| 4。， 与 它 的 余 式 》， x。 有 相同 的 伍 散 性 ， 这 


x 二 | 看 二 由 十 了 


就 证 明了 定理 11. 3。 
至 于 定理 11.4， 已 知 级 数 》， < 收敛 ， 根 据 柯 西 收 伍 准 则 ， 


a=} 
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a 


对 任意 给 定 的 e 盖 0 ， 存在 #, EN， 当 > 和 时 ， 特别 是 下 2 
1， 有 

| 3: 一 .| =1cs {<e 
即 lim srt= 0 或 lim 4 人 


| med 


上 面 用 柯 西 收敛 准则 证 明定 理 11. 3 时 ， 曾 提 到 级 数 和 as 


下 二 1 


与 它 的 余 式 邹 “。 可 同时 满足 或 同时 不 满足 柯 西 收敛 准则 条 


自 三 点 十 上 


件 。 那 么 什么 叫 级 数 不 满 足 柯 西 收 伍 准 则 呢 ?Y 即 柯 西 收敛 准则 
的 否定 叙述 ， 否 定 的 方法 是 ， 将 柯 西 收 伍 准则 中 的 “ 收 伍 ” 改 
为 “发 散 ”，“ 任 意 ” 改 为 “ 某 个 ”，“ 某 个 ” 改 为 “任意 ”， 


不 等 号 "<? 改 为 “>”。 这 时 我 们 得 到 : 级 数 》 a. 发 散 的 充 要 


Da | 


条 件 是 ， 丰 在 某 个 ea 0 ， 对 任意 的 xEN 存 在 某 个 之 # 和 
某 个 彤 EN， 有 ee 
Lian 一 -| 了》 # | 2 


=pa+i 


为 了 更 好 地 掌握 两 种 形式 的 叙述 ， 现 列表 对 比如 下 : 


所 站 >》 cas 的 柯 西 收银 准则 柯 西 收 仿 准 则 的 可 定 八 述 
于 一 】 


人 站 as 收 黎 < 后 注 公交 yv。 发 灿 专 -> 
FEF 用 二 下 

对 任意 给 定 的 e>> 1 | 。 存在 某 个 ee>> 0 

存在 某 个 hs EN | 。 对 任意 的 nEN 

当 ( 芷 避 的 )9>>%#e 时 | 存在 类 个 n> 

对 任意 PEN | | 。 和 基 个 peEA 
s+p A 

和 Sr -Bl ml<e| ls, -3,1=1) ol>e, 
二 二 # 十 1 上 二 0 十 1 
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例 1 判 列 级 数 福 (3 + 著 ) 的 伍 散 性 。 


解 因为 2 i 2 都 是 几何 级 数 ， 而 公 比 分 别 是 


于 与 芋 ， 它们 的 绝对 什 篆 小 于 1， 所 以 都 收敛 〈 见 3L1.1 例 


1》。 根据 定理 11.2 知 ， 及 站 > (+ 十) 收 钱 。 

例 2 ”证明 ， 级 数 起 是 发 散 的 。 

证 明 根据 定理 11.3 推 论 知 ， a 与 > 二 具有 相 
闻 的 敛 散 性 。 忆 知 调和 级 数 》 二 发 散 ， 刚 级 到 2 也 发 散 。 


例 3 利用 柯 西 收敛 准则 ， 判别 级 数 y 一 一 的 敛 散 性 ， 
解 ” 对 任意 给 定 的 e> 0 和 任意 的 上 EN， 有 


‘COS +1)xw CoOS(#+ 2)x COS(# + PY 
eT el, 
lcos(#+ 1)x 人 展 +| COs(x+b)x 
et et 一 
2 2 2 
1 I 
1 1 1 . D+t1l +p+l 1 | 
A rr PE es ortp™ 1 - a ~ 
2 全 


i- 


Eg 


I n 
即 2'> 训 ， 或 ?> -75-， 取 = | 元 二 ]， 于 是 对 任意 给 定 的 
2>>0， 存 在 EN， 当 zw 汪 加 有时， 对 任意 的 PEN， 有 


14 


CDS(# 十 1)x Ost Os CoOS(#+p)x < 


ptil 二 D2+% Ne 中 ?十 上 
即 该 级 数 收 人 敏 。 

例 4 利用 柯 西 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 证 明 级 数 
S 1 
六 7 发表， 


证 明 存在 某 个 ms= 这 9， 对 任意 的 *E N， 存 在 某 个 
#0 之 # 各 某 个 p= 如， 有 


人 
| 0 十 六 | [ Ze0 Sa, | re 


十 1 本 1 [> Ld 
-一 一 一 一 一 nti 2 
#0 十 台 十 #0 2 加 十 280 2+ 2 7 


+2 
Ne 于 > 下 = 2, 


§]1.3 同 号 级 数 
定义 ”如 果 4, 之 0 (z= 1,2,…)， 则 称 级 数 


a (11. 8) 


为 正 项 级 数 实际 上 是 非 负 级 数 )。 
如 果 5. 志 0 《x=1,2,…) ， 则 称 级 数 5 为 负 项 级 数 。 


| 


还 项 级 数 与 负 项 级 数 统称 为 同 号 级 数 ， 
将 负 项 级 数 各 项 乘 以 -1 就 变 成 正 项 级 数 ， 且 敛 散 性 不 变 
《定理 11.1)》 。 因 此 ， 本 书 主要 讨论 正 项 级 数 。 
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对 于 正 项 级 数 
gitaste ta t+ ers (11. 8) 
因为 4 之 9 z= 1,2,…》， 所 以 
< +4 = $4 (x#= 1,2,.:) 
于 是 ， 正 项 级 数 (11.8) 的 部 分 和 数列 {5,} 是 递增 数列 ， 如 
果 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 (5,} 有 上 界 ， 根 据 单调 有 界定 理 知 ， 
部 分 和 数列 {5,》 收 僵 ， 即 级 数 收 禾 。 反 之 ， 如 时 部 分 和 数列 
全 ,} 元 上 界 ， 则 部 分 各 数列 5 ,一 +co(w>c0), 从 而 级 数 发 散 。 
综 上 所 述 有 如 下 定理 ; 
定理 11.6 ( 正 项 级 数 收 敛 原理 ) (i) 如 果 正 项 级 数 
(11.8) 的 部 分 和 数列 {53,} 有 上 界 ， 则 此 级 数 收 敛 。 《iD 如 
果 正 项 级 数 《11.8) 的 部 分 和 数列 45,} 无 上 界 ， 则 此 级 数 发 
散 。 
例 1 研究 广义 调和 级 数 (又 称 了 级 数 ) 


1 十 到 十 二 11. 9) 


“(其 中 了 为 任意 实数 】 的 敛 散 性 。 

解 1” 当 了 = 1 时 级 数 (11. 9) 就 是 调和 级 数 (11.5) ， 
故 发 散 ， 

2” 当 P 之 1 时 ， 因 为 丫 > 汪 ， 所 以 ， 


1 1 1 ,1 工 _ er 
人 1 rr 二 5， 


7 2 
(1) 

由 于 调和 级 数 的 部 分 和 数列 {5,} 发 散 到 +oo《 见 $11.1 例 4》， 
因此 ， 调 和 级 数 的 部 分 和 数列 {5.} 无 上 界 ， 故 由 《1) 式 知 
如 ,也 无 上 界 ， 于 是 根据 正 项 级 收 敏 原理 知 ， 当 愉 扩 工时 广义 
调和 级 数 发 散 . 

3” 当 了 沁 1 时 ， 对 任意 xE 玉 ， 取 充分 大 的 月 然 数 ,使 
得 2* 汪 x， 有 


hs RY RD Ue A A | 1 
$= 1 oratertor rreort a 


a + + 


168 


<17 r+ 


ms) < ti 1 2) 可 工 
+ 就 人 (区 + 玉 A I+ r+) 


1 1 
+ 
Ee 2 4 8 Dl 
= 1 1 1 
= 1 + gp + 7 Tg7™ t 《32817381 


这 说 明 级 数 〈11.9) 的 部 分 和 数列 {5,} 有 上 界 ， 根 据 正 项 级 数 
收敛 原理 知 ， 该 级 数 收 敛 ， 

总 之 ， 广 义 调和 级 数 当 P< 生 工时 发 散 ; 当 P> 工 时 收敛 ， 

判别 某 些 正 项 级 数 敛 散 人 性， 常常 要 与 广义 调和 级 数 进行 比 
较 ， 因 些 ， 广 义 调 和 级 数 处 于 一 个 重要 的 地 位 , 

正 项 级 数 收 敏 原理 是 判别 正 项 级 数 伍 散 性 的 基本 定理 ， 由 
此 定理 出 发 ， 可 以 导出 一 个 比较 判别 法 ， 再 根据 比较 判别 法 ， 
又 可 导出 几 个 简便 的 合 散 人 狂 判 别 法 ， 


定理 11.7 《比较 判别 法 ) 设 有 二 正 项 级 数 》 a, 与 5， 


存在 自然 数 N， 当 wz>N 时 ， 有 
4 信心 ，{(5 为 正 的 和 常数) 
1? 


1” 车 级 数 记 4, 妆 伍 ， 则 级 数 多 “, 收 伍 ; 


2” 若 级 效 》 =, 发 散 ， 则 级 数 》 5 发散 . 


证 明 1” 根据 定理 11.,3 挫 沦 ， 不妨 设 对 任意 EN， 有 
wj 委 沙 * 这 社 ， 并 不 失去 证 明 的 一 般 性 。 


单一】 


设 级 数 ?， a， 与 了 5, 的 部 分 和 分 别 是 4, 与 B,， 有 


.过 -y i cbs=eB, (n=1,2,.) (C2) 


十 一 上 | 


著 》 5, 收 化 ， 则 3 有 上 界 ， 设 为 对 ， 即 B, < M (r= 


sa} 


1,2,…)， 由 不 等 式 (2 ) ”得 级 数 》 4, 的 部 分 和 4。 有 上 界 


cM。 根据 正 项 级 数 收 敛 原 理 知 ， 级 数 祖 ax 收敛， 
= 


2” 用 反 证 法 。 假 设 级 数 汪 5. 收敛 ， 由 1” 可 推 得 级 数 


及 “, 也 收敛， 这 与 厦 设 多 <, 发散 矛盾 。 .0 
推论 设 有 二 正 项 级 数 信 4, 与 5 (5,> 0，#=1, 2 
…) ， 如 果 有 极限 ee 
ee 
则 1” 当 0 <e 之 +oo 时 ， 级 数 六 a. 与 5, 同时 收敛 ， 或 
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到 时 发 散 ! 
2” 当 。= 0 时 ， 由 级 数 Y4 ,收敛 , 可 推 得 级 数 》 4 ,也 收 


省 二 了 雪 于 上 


敛 ， 
3” 当 c= +oo 时 ， 由 级 数 4 发 散 ， 可 推 得 级 数 2 4， 


有 二 上 


也 发 散 ， 


证 明 1” 设 lim 六 =*， 且 0<*<<+co， 根 据 极 腿 


定义 ， 对 = 了 >>0， 存在 No 蕊 WN， 当 8 人 Neo 时， 有 


< 或 5，<4 < 2 (3) 


2 
bp， 2 


由 不 等 式 〈3 ) 的 右 端 和 级 数 罗 5。 收敛， 根据 比较 判别 法 之 


1" 知 ， 级 数 户 “收敛 ， 而 由 不 等 式 〈3 ) 的 左 端 和 级 数 襄 6。 


用 二 上 as 二} 


发 散 ， 根 据 比较 判别 尘 之 2* 知 ， 级 数 》 <， 发散。 
2” 当 c= 0 时 ， 有 lim $5: = 0, 即 对 se=1, 存 在 WEN， 


当 zt 时 ， 有 0 < 天 < 1， 即 
qa,<b, (Ys >a END) 


根据 比较 判别 法 之 1 "， 由 级 数 》 0. 收敛 推 得 级 数 》 4, 收 化 。 


# 二 i 


3” 当 *= +coe 了 时， 有 1im p= +eo， d 宇 ] 为 正 无 穷 
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大 量 ) 根据 正 无 穷 大 的 定义 ， 对 六 = 1， 存 在 %,EN， 当 # 一 
#u 时 ， 有 52> 1 ， 有 即 


,a, 


《 当 (x 半 加 万 入 时 》 


根据 比较 判别 法 之 2°， 级 娄 罗 .发散 ， 人 和 级 数 2 。 a, 也 发 


散 。 0D 
例 2 3 5 二 的 敛 散 性 。 
ee, ok 1 
解 ”因为 pr (#=1, 2,""*) ， 而 级 数 入 2 
收 化 《了 级 歼 ，P = 地 > 1) ， 所 以 ， 根据 比较 判别 法 之 1 
知 ， as 5 二 二 收敛 。 
例 3 因 别 级 到 了 -的 仇敌 性 。 
NE 
(1€6#~ 1 1 
i i 到 收 伐 《P 
ns 
级 数 ，P = 闻 >> 1) ， 所 以 ， 根据 比较 判别 法 推论 知 。 级 数 


二 
1 《16z 一 工 )1 


比较 判别 法 不 但 可 用 来 直接 判别 某 些 给 定 的 正 项 级 数 的 伍 


散 性 ， 而 且 可 导出 许多 婚 简 单 又 实用 的 判别 法 ， 下 面 就 用 比较 
20 


判别 法 推导 出 著名 的 柯 西 及 达 兰 贝尔 @ 两 个 判别 法 ， 
定理 11.8 。〈 柯 西 判 别 法 ) 设 有 正 项 级 数 》 4,， 


和 有” 如 果 存 在 正 数 + 之 i 和 加 EE 有， 当 % 产 加 时 ， 有 
Ro 


则 级 数 》 < 收敛; 


2” 如 果 有 无 穷 多 个 *， 使 得 
Ya 1 


则 级 数 》 4. 发散。 
证 明 1" 设 当 # 守 nm 时，Ya,<r 二 1， 即 


pp BE 


而 几何 级 数 》 "" 收 化 《 公 出 17 | 之 1)， 根据 比较 判别 法 知 , 级 


数 “, 收 钱 。 


= 


23” 设 有 无 穷 多 个 x， 使 得 Va, 之 1 ， 即 有 无 窃 多 个 4 使 
得 4, 之 1， 因 此 lim 4, 志 0， 根据 级 数 收敛 的 必要 性 知 ， 级 


数 》 “发 散 。 0D 


推论 (又 称 根 值 判别 法 ) 设 有 正 项 级 数 2 a,。 如 果 


自 二 2 
lim Va, = 
直达 兰 贝 尔 ，DIAlemhbert， 可. 工 ,了 及. 法国 数学 家 ,1717 一 1983。 
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则 1° 当 ?< 1 时 ， 级 数 》 <, 收敛 


2。 当 /> 工时， 级 数 罗 ,发 散 
3” 当 /= 1 时 ， 人 和 令 散 性 不 能 确定 。 
证 明 1" 设 lim%/a, =7, 且 /< 之 1。 存在 e, 0 ， 俯 得 
+e< ll。 于 是 存在 NoEN, 过 #2 po 时 ， 有 
Vas<lte<l 


根据 柯 西 判别 法 1" 知 ， 级 数 》 a, 收敛 ， 


2” 设 lim was=1 且 及 1 ， 存 在 se 六 0， 使 得 
/一 ci 人 > 下 于 是 ， 存在 mEN, 当 x 之 zs 时， 有 
Ya,>i-e>1 


根据 柯 西 判别 法 之 2° 知 ， 级 数 》 “ ,发散 。 


二 1 


3 例如 级 数 罗 汪 与 二， 虽然 都 有 


如。 -人 
{= 1im s 2 =lim vy 人 =1 名， 但 前 者 发 散 ， 后 考 收 效 ， 


故 当 /= 1 时 ， 级 的 数 散 性 不 能 确定 ， 这 时 不 能 用 此 判别 法 判 


别 级 煞 的 伍 散 性 。 品 
工 1 
他 因为 lim hy ,所 以， lm Yh lim x"=1im 
ba w+ 1 oD ee 
rctrci, 
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例 4 浏 别 级 数 为 二 于 的 伊 散 性 。 


解 “ 因 为， 
站 
Ys 3 3 3 


所 以 ， 根 据 柯 西 判别 法 推论 知 ， 级 数 了 和 收 化 。 


定理 11,9( 达 兰 贝尔 判别 法 ) 设 有 正 项 级 数 》) a，(4,> 0， 


#=1,2,"…》, 
1” 如 果 存 在 正 数 ? 之 1 和 为 E 人 ， 使 得 当 # 之 m 时 ， 有 


Hcr< 1 
fs 


则 级 数 》 4 收敛; 


2” 如 果 存 在 E 访 ， 使 得 当 z* 产 za 硅 ， 有 
> 1 


则 级 数 》) <“ 发散。 
证 明 i” 根据 定理 11L.3， 不 妨 设 = 1， 郊 当 # 之 1 
时 ， 有 
4 (4 =1,2,.") 
从 而 有 
Ca < dh 


da Rar 


本 忆 由 站 看 时 
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A 


即 dr ar’! | 
由 于 几何 级 数 》 dr 《jzj < 1》 收 你 ， 于 是 ， 根据 比较 判 


# 三 | 


别 法 知 ， 级 数 4, 收敛 


时 二 


4 


2” 由 于 当 # 产 加 时 ， ee 之 1， 即 


di (n> 0) 


于 是 {4,} 为 递增 的 正 数列 ， 故 limz, 关 0 ， 根 据 定理 11.4 (级 


数 收敛 的 必要 性 ) 知 ， 级 数 少 4 ,发散 . D 


由 三 | 


推论 (比值 判别 法 ) 设 有 正 项 级 数 仿 4。(4,>> 0， 


s=} 
xEN) 。 如 果 
lim “s+ =/ 


ro fs 


则 4" 当 /<<1 时 ， 级 数 4 收敛 


s 二 | 


2” 当 / 汪 1 时 ， 级 数 2. 发散， 

3” 当 /= 1 时 ， 伍 散 性 不 能 确定 ， 

证 明 1” 设 lim sh 且 / 和 1。 存 在 a>> 6 ， 使 得 
7+s< 1 ， 于 是 存在 mW.EN， 当 xz 关 mm 时 ， 有 


cteicd 
A 
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根据 达 兰 贝尔 判别 法 1" 知 ， 级 数 》 a, 收敛， 


2” 当 1> 1 时 ， 存 在 as， 使 得 1- s%>>。 于 是 ， 存 
在 自然 数 z,， 当 * 关 时 ， 有 


> >1 


根据 达 兰 贝尔 判别 法 2* 知 ， 级 数 》 2, 发 散 。 


加 本 1 
3” 例如 ， 级 数 》 二 与 站， 虽然 都 有 /= lim- 了 一 
二 
=lim 一 一 一 = 工 ， 但 前 者 发 散 ， 后 者 收敛， 故 当 /= 1 
时 ， 级 教 的 伍 散 性 不 能 确定 . 0 


例 5 “判别 级 数 所 的 敛 散人 性 。 


解 ” 因 为 ， 
{z+ 1)1! ; 
《2 十 让 ) 1 ys 十 和)" 
im Selim a DT 
时 xy 
1 1 


所 以 ， 根 据 达 兰 贝 尔 判别 法 知 ， 级 数 》 弛 收敛 。 


兰 别 级 数 的 伍 散 性 ， 经 常 使 用 的 是 柯 西 判别 法 和 达 兰 贝尔 
判别 法 的 推论 ， 一 般 说 来 ， 级 数 的 通 项 s ,的 表达 式 含有 # 次 方 
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的 因子 时 ， 应 用 柯 西 判别 法 较为 方便 ， 而 含 杂 因子 时 ， 则 应 用 
达 兰 贝尔 判别 法 较为 适宜 ， 

。 最 后 ， 我 们 再 介绍 一 种 比 柯 西 判 别 法 和 达 兰 贝尔 判别 法 更 
精确 的 判别 法 一 一 拉 阿 伯 @ 判别 法 ， 在 第 十 三 章 中 ， 我 们 村上 用 
拉 阿 伯 判 别 法 判别 某 些 函 数 的 马克 劳 林 级 数 在 收敛 区 间 庙 点 上 
的 收敛 性 。 但 其 ， 由 于 用 的 不 多 ， 因 此 在 本 章 只 给 出 判别 法 内 
容 ， 而 不 加 证 明 钨 ， 


拉 阿 伯 判 别 法 ” 设 有 正 项 级 数 》 a。 (4:> 0,*€N).， 


sn 二} 


如 果 


| 
则 1” 当 /> 1 时 ， 级 站 4 4, 政 化 

9" Ls 级 下 ax 发散; 

3” 当 7= 1 时 ， 级 六 4 ,的 敛 散 性 不 能 确定 ， 


用 达 兰 贝尔 判别 法 不 能 


K (‘2x 1)11 
例如 ， 级 数 访 (Coal(2xz+ 1) 


判定 它 的 伍 获 性 ， 得 用 拉 阿 伯 郑 别 法 能 判定 它 是 收 伍 的 ， 
事实 上 ， 因 为 


2 LE ， 
三 机 | (22)10C(28+ 1) 有 5 
Ce | Cant 1 中 lim Torr ds+1 
《237 十 3) 1 (2x#+ 3) 


四 拉 阿 伯 ， 忆 awbe,J 了 . 荆 瑞士 数 学 家 ，1801 一 1868. 
因 证 胃 见 若 积 分 学 教程 沉 二 着 第 二 分 册 (T. 伯 弟 筷 会 哥 尔 获 著 ) 第 36) 页 。 
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2 
= 六 一 


所 以 ， 根 据 拉 阿 伯 判 别 法 知 ， 豚 数 罗 ca 
收 徐 ， 


有 二 站 


$11.4 变 号 级 数 


上 池 我 们 讨论 了 数值 级 数 中 一 类 比较 特殊 的 级 
级 数 〈 主 要 是 正 项 级 数 ) ， 这 一 节 将 讨论 一 般 的 数值 
变 号 级 数 。 所 谓 变 号 级 数 是 指 在 级 数 中 ， 妹 有 无 限 多 个 正 项 ， 
又 有 无 限 多 个 负 项 的 级 数 。 具有 有 限 个 负 项 (或 正 项 ) 的 级 
数 ， 实 际 上 就 是 从 茶 一 项 ew 起 ， 它 后 面 的 所 有 项 皆 为 正 项 (或 
负 项 ) 的 级 数 。 这 类 级 数 的 伍 获 性 实质 上 可 化 为 正 项 级 数 去 讨 
论 ， 我 们 先 讨论 一 种 特殊 的 变 号 级 数 一 交错 级 数 ， 然 后 再 转 
向 研究 一 般 的 变 号 级 数 。 


一 交错 级 数 收 化 判别 法 
定义 ”如 果 级 数 各 项 是 正 负 相 间 的 ， 即 
1 一 和 十 和 一 后 十 十 (一 1) a+. (11.10) 
其 中 a,>0，x=12…， 则 称 此 级 数 是 交错 级 数 。 
下 着 给 出 药 布 尼 茨 关于 交错 级 数 收 化 的 判别 法 ， 


定理 11. 10 (二 布 尼 判别 法 ) 如 果 交 错 级 下 及 (1 ts 


《2 > 0 人 二 1] ,2， " 满足 条 件 : 
(1) Gat (8 一 1 2 7 
(2) 4a.>0 (zco) 。 


中 荣 布 尼 芯 : Leibnizs G,W， 德 国 数学 家 ，1646 一 1719。 
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旭 1” 交错 级 数 人 (一 1) "+ 收敛， 


a 二 | 


2” 余 和 | R,|<a,n (r=1,2,.…)。 

分 析 根据 级 数 收 仿 定义， 证明 交 铺 级 数 部 分 和 数列 他 ,} 
存在 极限 。 为 此 ,只 人 须 证 明 {3,.} 的 偶 子 询 (5;,} 与 奇 子 列 52,+1} 
丝 收 敛 ， 且 收 训 于 同一 极限 了 即 可 ( 见 第 二 章 学 习 指 导 例 11)， 


证 明 1” 设 级 数 》(-1"1a, 的 部 分 和 为 5,。 讨论 


{5 的 侦 子 列 {5 ,,} 
Sze = (4 042) + (Ads~ 4) + rt Aan 一 zs) 

一 方面 ， 因 为 4 ,之 4 ,4 ， 即 4 ,一 at 之 0， 所 以 az- 一 
dug 之 (= 1 2 …) ， 故 数列 {9:。} 为 递增 数列 ; 另 一 方面 
因为 41,-.- 4 > 和 (xz=2.3…) ， 所 以 

人 =A (Gs 0 一 … 一 (az ~ ler) ~ has SA 
故 数列 {5., } 又 是 有 上 界 的 。 于 是 ，{5; ,} 为 递增 有 上 界 的 数 
列 。 根 据 单 调 有 界定 理 (定理 2.8》 知 ， 偶 子 询 {5;, } 存在 极 
有 限 ， 设 极限 为 S$， 即 


lim $§,, = 《1) 
讨论 {,} 的 奇 子 列 {5;.+41: 我 们 有 
S20+1 = 2 Aes+l 


对 上 式 取 极 限 ， 出 a, 一 0 (zx 习 co) 和 “(1) 式 有 


lim $0 =lim $0, +lim ar =+0=3(2) 


由 《1) 与 (3)》 有 lim ,= 5, 即 交错 级 数 ( 一 1) "1! 4， 


s=l 
(2Z,D0，82= 112》 收 人 钱 ，。 
2” 因为 a, 0 和 4, 之 4p (= 1 2 …) ， 所 以 
| 
=|assr — Astat Grrs— detst "| 
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= (a ra— det) + (dsts— ds te 
= — (Gta— Hr) — (dr ds) — A 

女 | 及 ,| 委 a + 日 
2” 指出 :收敛 的 交错 级 数 ， 其 余 和 的 绝对 值 不 超过 余 式 


中 第 一 项 的 绝对 值 ， 它 给 出 用 > 项 部 分 和 了, 近似 代替 和 3 所 
产生 的 误差 的 简便 估算 公式 。 


例 1 证明， 级 数 
> 
Ld 
条 二 上 
2 1 


Tt 11 11) 


证 明 显然 ， 给 定 级 数 满足 条 件 ， 


(1) a (# =1, 2,.…) 


(2) jim 2, = lim 二 = 0 


根据 菜 布 尼 芯 判 别 法 知 ， 级 数 站 二 一 收敛 . 


现在 我 们 来 研究 一 般 的 变 号 级 数 的 化 散 性 判别 法 。 


二 ”绝对 收敛 级 数 收敛 判别 法 


定理 11.11( 绝 对 收 敏 定理) 如果 变 号 级 数 》 4a, 的 每 一 项 


的 绝对 值 所 组 成 的 级 数 》 14, | 收 黎 ， 则 级 数 》 <, 也 收 伍 。 


s=| = 


证 明 ”因为 了 14. | 收 贫 ， 所 以 。 根据 柯 西 收敛 准则 有 ， 


办 一 


对 任意 给 定 的 :> 0 ,存在 mwE 人 , 当 ?>>z 加 时 ， 对 任意 PE 下 ,有 
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||asrnltlarlt +larsll= (an |t} elt + 
| 他 十 上 ) <e 
而 


| ai + Zoo+z 十 “+d,rs l<(le.n [+| a4.+: 1+ .+ 


二 lz) < 


根据 柯 西 收敛 准则 知 ， 级 数 儿 4, 收敛 。 0 


3 二 1 


例 2 判别 总 所 加 -于 的 傅 散 性， 


nn) ” 


解 ” 考 典 给 定 级 数 的 绝对 值 级 数 了 | 和 才 
n= 


< (5) 

= 加 ~ 和 一。 因为 

有 二】 
5 
| , (3 (n+ T1031 wy 
人 
喜 
= lim ( -71 


所 以 ， 根 据 达 兰 员 尔 判别 法 知 ， 级 数 》 | 乞 呈 -型 | 收 人 证， 出 


C28)” 


绝对 收敛 定理 知 ， 级 数 “ 史 - 红 收 伍 ， 


定理 11.31 指出 : 凡是 级 数 儿 | 4,| 收敛 ， 那 么 ， 级 数 


4， 一定 收 伍 。 从 而 ， 我 们 有 如 下 定义 ， 
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定义 如 果 变 号 级 数 记 “， 的 每 一 项 绝对 信 所 构成 的 《 正 


项 ) 5 14, | 收敛 ， 则 称 变 呈 级 <, 是 绝对 收敛 的 。 


a 


定义 如果 变 号 级 数 4 收敛 ， 而 其 绝对 值 级 数 宛 1z | 


利 一 工 二 上 


是 发 散 的 ， 则 称 此 变 号 级 效 “ ,是 条 件 收敛 的 。 


二 1 


例如 ， 上 述 的 例 2 给 定 的 级 和 全 是 绝对 收敛 
的 .而 例 1 中 的 级 近 二 一 ， 由 于 它 本 身 收 敏 ， 而 其 
绝对 信和 级 数 是 词 和 级 吾 过 ， 是 发 散 的 ， 根 据 条 件 收 化 定 


义 知 , 级 数 甩 。 一 一 一 是 条 件 收 全 的 ， 


三 一 般 变 号 级 数 收 敛 判 别 法 
绝对 收敛 定理 只 能 判别 级 数 的 绝对 收敛 性 ， 而 不 能 判别 级 
数 的 条 件 收 敛 性 .为 了 讨论 级 数 的 条 件 收 敛 性 ,本 段 将 给 出 两 个 
常用 的 一 般 变 号 级 数 收 敛 判 别 法 ， 狄 利克 莱 判 别 法 与 阿 贝尔 中 
ee 为 此 ， 先 给 出 阿 贝 尔 变 换 和 阿 贝 尔 引 理 。 
贝尔 变换 设 有 两 组 实数 


4 92s""'*, 4 和 b., 8, ， 上， 
如 果 了 = 妨 十 Ps 十 … 二 Sn (k= 1 2 …9 
至 一 1 )， 则 


中 阿 贝 尔 ,Abel, NN. 本 ,挪威 数学 家 ，1802 一 1829。 
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PE OE PEA RT A re “» Tm 1 


> HRP = Bisfaxri+B,a, (11. 12) 
=1 t=! 
证 明 y darbr 一 GD 二 28 十 十 
4 一 ! 
由 于 = 了 加 = 了 -Bo = 一 Bi 因此， 有 

5 axbi= B+a(B,—B)++a,.(B,.—B,.-,) 

业 二 
=B(ae— a) + Ba — ad) + +B, (dn 


—4.) +B,a, 
n=l 
人 Briart+B,a, 口 
£1 


引 理 〈 阿 贝尔 》 加 果 两 组 实数 
4 do A bb bs 
满足 条 件 ， 
(1) sazy…，24 是 单调 的 
《2 ) 存在 正 数 4， 对 任 一 自然 数 (1 <#) 有 
{Br|=| 816+ +b | 
则 


D> 人 <4d a|+2ia,|) (11.183) 
点 一 上 
证 明 因为 gogr…py2v 是 单调 的 ,所 以 ,oa - aa- 2 


…，24。-1 -4 是 同 号 的 。 根 据 阿 员 尔 变换 及 | Bi | 和 4 (6=1， 
7 y» 有 


D> rb - | 
出 二 上 


4a) Bs ta.B, lla—a|l 1B.)+]a,—a, | 8: | 十 十 
ja-—a, |{B.., |+| fe (8, | 
(aa |+las ma)t :+I 4,.|)Atla,. lA 


32 


Se 


=|a,-a+2 一 dt 十 Zi 一 04+z| 人 4 

(|altla.)Atla.l 4 

= (lal+ 21a,.l) A 门 

特别 地 ， 当 阿 贝尔 引 理 中 的 数组 ay at， …9 满足 条 件 
dA 0 


有 时， 不 等 式 (11.13) 化 为 


她 


Dy anbt [<a4 (11. 14) 
下 面 利用 阿 贝 尔 引 理 ， 来 证 明 狗 利克 莱 判 别 法 . 
定理 11.12 ”( 狄 利克 莱 判 别 法 ; 如 果 级 数 》 “6 。 满足 条 
s 二 | 


件 ， 
{1) oa,ry= 2, 4.—> 0 (4—>00), 
《2) 存在 与 ?无 关 的 正 数 飞 ,使 得 
1B,1= {6 + + bo, [SAE Cx= 2,.) 


则 级 数 放 “6 收敛 ， 


证 明 由 (1 有 
4 (3) 
由 《2) ， 对 任意 的 x€ 入 和 二 EX， 有 
Tortodrt' + =| 了 3 一 卫 。| 
委 ( 人 | 了 BA 二 了)s2A (4) 


出 《3) 和 《4) ， 根 据 隔 页 尔 引 理 有 
| Ge+I 1 十 全 of 记 rtz te tarrsbs t+, | < 2 3 {5 ) 
由 (1) at 0 一 co)， 即 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 辐 EN， 


当 #> 加 时 ， 有 | 4 | 由 《3》 有 i arr jj=2z+， 疏 
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-XP 7 "i ee pi te te NT 


将 (6) 代入 (5) 中 得 
] end ottartgit "iat; [<e 
总 之 ， 对 任意 给 定 的 2 沁 > 0，。 存 在 WE 及， 当 # 六 加 时 ， 对 
任意 PE 和， 有 


| dunt 十 A,r bi Te tarp? 四 二 上 [<e 


很 据 柯 西 收敛 准则 知 ， 级 数 》 “8， 收 敛 ， 0O 


仔细 观察 狄 利克 莱 判 别 法 ， 不 难 发 现 ， 当 级 数 急 4.5 .中 


的 5,= (一 1) "tt 时， 犹 利克 莱 判 别 法 就 变 成 了 莱 布 尼 次 判别 
法 ， 因 此 可 以 说 ， 狄 利克 荣 判 别 法 是 莱 布 尼 艾 判别 法 的 推广 ， 
而 莱 布 尼 茨 判别 法 是 狄 利 克 菜 判别 法 的 特 丈 局 形 。 


COS 4 
例 5 判别 级 数 的 敛 散 性 。 


帮 


解 、 令 4,= 二 ，5,= cos 35 ， 容易 验证 给 定 级 数 满足 条 


4 
件 : 
1 
《ti) a,= 二 > 二 I = tly pe 
区 x AT 
人 于 小 瑟 | 写 | Cos 本 二 co32 本 十 +cosae| 


3& 


《十 T)、 一 2 
COs Si1in —— 
之 2 2 < 之 1 (#= 1, 
如 TT 
hd S11 —— 
sin 生 8 2,…) 
| 2 
nT 


COS 
4 


由 (1》 和 《2》， 根 据 犹 利克 莱 判 别 法 知 ， 弘 数 依 | 一 一 一 
收敛 。 
定理 11.15 “〈 阿 贝尔 判别 法 ) 如 果 级 数 > 4《,b, 满 中 条件: 


名 这 里 我 们 给 出 源 沾 常用 的 三 角 公 式 ， 


{ 训 十 3) 工 委 江 
G08 7 Bi 2 a a ) 
ER mm et Tn 三 二 鞍 机 
下 cogskT = i 本 
Si 一 - 
A 二 | 2 
Sin s+ 1 in 一 
2 in 二 = (ri 2 jn =0， 土 1， 土 2 
Sin—- 
A 二} 2 
只 证 1",2" 留 给 读者 ， 


事实 上 ， 由 三 角 耿 数 的 积 化 和 益 公 式 存 


BinT cogkr Ea pin Lar ] 
2 2 2 2 


对 上 式 从 k= 1 到 # 作 和 得 ， 


了 We ,al = 
Sin 和 Ce9gp = 3 > | anem +1) 2 SINn C2K 5 中 
直 二 上 二 ] 


1f ， 站 
= 冯 [ sinC2n+31D 训 Bi 可] 


2 

LM 工 

王 十 -一 ~ 一 

cogs( 外 十 1) 2 sin 

各 (+1)% ， nw 
008~————8in 一 一 i 
四 cosks 2 2 0 + 1 1) 

4 in 地 
dn 


.Ps , oe -8 : Re 
” i 1 于 1 RY 和 EA mE 


《1) 数列 {a,} 单 调 、 有 界 * 


(2) 级 数 洛 5， 收敛 ， 


三 二 上 


则 级 数 全 4,8， 收敛 ， 


zs=! 
证 明 由 (1) ， 不 妨 设 4 之 4 之 之 4 4 字 * 字 导 ， 从 
而 ， 对 任意 固定 的 *E 站 和 任意 的 m 二 人 ， 有 
WA tn 
根据 单调 有 界定 型 (定理 2.8) 令 ww 一 +o20， 对 上 式 取 极限 得 
a lim dtm= et (F= 1,2,.'*) 
于 是 有 
di tA 且 
limia,—¢)}= 0 (7) 


由 (2) ，2 56， 收 伍 ， 即 部 分 和 数列 {B,} 收 化 根据 
定理 2.1 知 ， 部 分 和 数列 {8,} 有 界 。 即 存在 天 二 0， 有 

1B, |=| Ot + 4+2, |<K (x= 1,2, °°*) (8) 

由 (7) 与 《8) 式 ， 根据 犹 利克 莱 判 别 法 知 ， 级 数 


» (a, 一 002, 收 证 。 
由 (2) ， 再 根据 定理 11 .1 知 ， 级 数 少 必 . 收 敛 ， 


四 区 


最 后 ， 根 据 定理 11.2 知 ， 二 收敛 级 数 2 (ea,-“)5。 与 


》 c5, 的 和 级 数 


村 到 
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> 了 5K(zs-e)5 二 5= (4 一 9)D， 


1 # 二 } 和 二 站 


必 收 化 。 0 
例 4 判别 变 号 级 数 办 一 一 25t& 是 绝对 收 伍 
还 是 条 件 收 全 ， 
解 令 a,=arctg1， 5,= 一 一 ,容易 验证 给 定 级 


数 满足 条 件 ， 
《1) ea,=arctgz<arc tg(n+1)= 4 (4=1, 2,°"), 


且 有 1 <arctgn < (#=1,2,…)》， 即 {a。} 严格 递增 且 有 
界 。 


(2) 级 数 六 5,= 四 全 工 :一 - 收敛 (多 本 节 例 1 )。 


由 (1》 和 和 (2) ， 根据 阿 贝 尔 判 别 法 知 ， 级 数 


st 
> ‘— 11> - ArCtR’» 收敛 。 


3 二 直 


但 其 绝对 值 级 数 | < 一 工 二 srt82 


然 发 散 . 
事实 上 ， 我 们 有 


atctg# 


_ Warctgs 
- 放 二 显 


$7 


而 级 数 》 工 发 散 《调和 级 数 ) ， 根 据 比 较 判 别 法 推论 知 ， 级 


二 1 


数 放 -arStgY 发 散 ， 即 级 数 久 全 上 一 ac:g -是 条 件 收 
化 的 。 


§11.5 级 数 的 运算 


在 $11.2 中 ， 我 们 已 经 研究 了 级 数 的 一 些 简 单 运算 性 质 ， 
加 数 与 级 数 相 乘 ， 两 个 收敛 级 数 的 代数 和 运算 等 。、 现 在 继续 讨 
论 级 数 的 运算 性 质 ， 

我 们 知道 ， 有 限 个 数 相 加 满足 加 法 的 结合 律 和 交换 律 ， 两 
个 含有 限 项 的 代数 和 的 乘法 满 呈 乘法 对 加 减法 的 分 配 律 ， 即 有 
限 和 具有 结合 律 、 交 换 律 与 分 配 律 ， 但 对 无 限 和 一 一 级 数 ， 这 
些 性 质 , 除 结合 律 外 , 都 未 必 成 立 。 这 是 因为 ， 从 有 眼 到 无 限 ， 
不 是 简单 的 数量 上 的 增加 ， 而 是 经 过 了 从 量变 到 有 质变 的 极限 
过 程 . 


定理 11.14 《〈 结 合 律 》 如果 级 数 》 z, 收 仇 ， 其 和 为 了 ，, 则 


名 二 1 


不 变更 级 数 中 每 一 项 的 位 置 ， 而 任意 将 其 车 干 项 结合 在 一 起 ， 
所 得 到 的 新 级 数 
+ At t ARt = (dt a t "+ dn) 
EE ET ee ee de (Cant! 
二 An_tit "十 Gn) tee 


也 收 贫 ， 其 和 仍 为 3 。 


证 明 设 9,= 多 4, 结合 后 的 新 级 数 的 项 部 分 和 是 Tu 


¢ =} 
有 
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是 
Ti=D = (atarte ter) + ast dant 


de hl (Re RR dE 
即 结合 后 的 新 级 数 的 部 分 和 数列 {Ti} 是 原 级 数 的 部 分 和 数列 
好 ,的 子 数列 。 因 为 im ,= 8, 所 以 ， lim Tr= lim 了 ok = 5$, 


即 结合 后 的 新 级 数 也 收敛 ， 其 和 仍 为 了， 0 
定理 11.15 《交换 律 》 如 果 级 数 》 z, 绝对 收敛 ， 其 和 为 


z=1 


3 ， 则 将 级 数 》 4。 中 的 各 项 交换 位 置 所 得 到 的 新 级 数 为 


二} 


六 <,@ 也 收敛， 其 和 仍 为 了 


证 明 首先 证 明 新 级 数 》 ax. 绝 对 收敛 。 


设 级 数 》| 4a. 与 1 4, | 的 项 部 分 和 分 别 为 3, 与",， 县 


争 一 上 二 


14.1= 了 ， 又 设 级 数 a, 与 级 数 》| | ,| 的 # 项 部 分 和 分 


由 二】 [ 下 -| p= 


别 为 了 ,与 了 ,. 
因为 对 任意 的 自然 数 ”， 恒 有 不 等 式 


T=io|+|a|+ +la, |<ls|+| 4+ +| a,| 


十 二 


@@ 一 方面 ， 级 数 》 av 中 每 一 项 攻 在 新 级 数 》， wy 中 出 更 ; 另 一 方面 ， 新 
有 二 上 和 二 1 


3y Ca 中 的 每 一 项 者 是 原 级 数 兴 aa 中 的 项 ， 
=1 


和 一 下 
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所 以 ， 级 数 | av | 的 部 分 和 数列 代 ,) 有 上 界 了 。 根据 正 项 级 


Bs 二 1 


数 收 伍 原 理 知 ， 级 数 | a 收 贷 ， 即 新 级 数 2 “绝对 收 伍 。 


二 上 


其 次 ， 证 明 级 数 》 4a, 的 和 仍 为 了. 


因为 ，3= lim 3,= 局 | 4, 上， 所 以 ,根据 数列 极限 定义 有 ， 


gm 二 1 


对 任意 给 定 的 2 汪 > 0， 存 在 n,€ NN， 当 #5 守 w 时 ， 


951= D1! Biel=D lal<e 
二 二 让 二 一 上 i 二 十 ] 


(1) 
令 HO 2 


ms, = TD2XT fay "sis0 Fa 湖人 庚 盖 雪 ,。 时 ， 由 于 在 新 级 
数 》 ,的 mw 项 的 部 分 和 


自 三 | 


Ts = y Ck 
省 二 1 


中 ， 除 了 包含 a, 4;， “pg 外， 还 含有 思 一 六 个 下 标 下 > 名 的 项 
ax。 因 上 比 ， 如 果 用 有 表示 这 -次 的 和 ， 则 


0 
T<= art/A=$,,+A 


点 二 


出 (1 ) 知 


14I< 2 1atl<e (2) 


于 是 ， 当 夫人 8 时 ， 由 1» 式 与 《2) 式 有 
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1re-Sl=139+4-3SI<l5 -SItlAl =| 3 a 


二 二 #6 二 1 
ws 


+[4I< 2 3 {arl<2e 


= 时 和 十 二 


即 
lim T。=5， 这 就 证 明了 交换 各 项 位 置 的 新 级 数 


| as 的 和 仍 为 了 。 0 


二 1 


注意 ， 如 果 把 级 数 》 4 .的 绝对 收 化 改 为 条 件 收 傻 ， 则 结 


和 二 了 


论 不 成 立 。 例 如 级 数 (一 1 "+! 二 是 条 件 收 化 的 ， 设 其 和 为 


证 二 


5， 即 


5 = >, (— 1) "= 1 Rh 


imi | 


1 
x 二 1 pu LLL 
二 (一 工 ) 十 


现 将 它 的 项 的 位 置 作 如 下 的 交换 ， 得 到 新 级 数 
ee | 1 1 1 


1 一 二 一 一 十 记 一 雪 一 


er re 
再 将 (3) 中 每 个 正 项 与 右边 紧 跟 随 它 的 第 一 负 项 结合 (根据 
定理 11.14 知 ， 这 样 作 不 影响 (3) 的 和 》 得 级 数 


(二 全 - 圾 二 全 - 吉 - 二 > 


这 说 明 交 换 项 后 的 新 级 数 《3 ) 的 和 已 经 变 了 。 甚至 交换 
后 的 新 级 数 可 能 没有 和 即 新 级 数 发 散 。 总 之 ,条件 收敛 级 数 不 
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其 有 交换 性 ， 
事实 上 ，、 关 于 条 件 收 合 级 数 ， 我 们 有 如 下 的 一 般 定理 一 一 
黎 曼 定理: 


定理 11.16 〈 歼 蜡 定 理 ) 如 果 级 数 ) 4。 条件 收敛 ， 则 适 
当地 交换 各 项 的 位 置 ， 可 以 作成 发 散 级 数 ， 也 可 以 作成 收敛 于 
事先 任意 给 定 的 数 c 的 收敛 级 数 ， 

证 明 从 略 . 

最 后 来 研究 级 数 的 彩 法 运算 ， 讨 论 在 什么 条 件 下 两 个 级 数 
相 秋 可 以 象 有 限 项 和 一 样 的 逐 项 相 乘 。 


设 有 二 级 数 》 ax。, 和 >》 4， 仿照 有 限 项 和 数 相 乘 积 的 规 
则 ， 同 样 可 作出 在 每 个 级 数 中 任 取 一 项 的 所 有 可 能 的 乘积 oz 
(i= 1, 2， i | 下 二 1， 2 …) 9 把 这 些 乘 积 列 碟 下 表 ， 


awb,, asb, asbis ab “yy 汪汪 各 
4,, dd, db Abs 40, 
qbys db db db a .by 


rs a:b,, dsbis dab,, a a .bs 


dab,, 4a.b ,， A ,, Aad ,s "yg 本 


} 


这 些 项 a18, 可 以 按照 不 同 的 哎 序 排 成 一 个 级 数 。 通 第 的 有 
按 对 第 线 顺 序 或 按 正 方形 顺序 相 加 ， 按 对 角 线 顺序 排 成 的 级 数 
是 ， 
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Ab ab CBN ; Ab ab ad abl 
A 7 
dbs qb, dd, deb, ado—r Add dds dds 
A Pa 
qibs Ca aby aby Ti8 > db rasb, ab 
pa zi 
6 Ad, ab ad, a ad ad > ad 
7 
| 
对 角 线 顺序 正方 形 顺 序 
ddr ad, + abt a by t+ ad, tit ad t abt abst ab,+ 
+ d+ (11. 15) 
按 正 方形 顺序 排 成 的 级 数 是 ; 
GT 下 十 ade t Abort GZ: tabat abst asbst Ad, + Aasby te 


‘11.16) 


定义 ” 设 有 二 级 数 》 4, 和 》) 5,.， 在 每 个 级 数 中 任 取 一 项 


为 二 有 二 二 1 


的 所 有 可 能 的 乘积 ab = 12,.… 上 = 1，2,…), 按照 菜 种 
顺序 排 成 的 级 数 》; “7@ ， 称 为 级 数 》 4. 与 站 5, 的 冬 积 ， 


i ， =$ 一 :二 


级 数 (11.15) 与 (11.16) 缘 是 级 数 ,与 2 5 的 乘积 。 特 


s 一] Ld 


别 是 把 按 对 角 线 顺序 排 成 的 级 数 ， 并 将 


dab, + Hdd t+ a 
结合 在 一 起 的 级 数 
2 Fe 其 中 ‘c,= ab, 十 Re 下 4 


© > 44051 中 的 i 与 ;各自 独 立 的 取 包 一切 自 然 数 。 


ie 二 上 


《3 


称 为 级 数 ,与 2 4. 的 柯 西 乘积 。 


看 一 了 用 一 和 


定理 11.17 《〈 柯 西 定理 ) 各 时 级 政 罗 a .和 级 天 5. 皆 绝 


对 收敛 ， 其 和 分 别 为 4 和 也 9 则 它 它们 乘积 各 珊 aib) G17- 1,2，, 
…) 接任 何方 式 顺序) 所 构成 的 级 数 也 绝对 收敛 ， 其 和 为 
-vB 

证 明 ”首先 证 骨 飞 积 级 数 的 绝对 收敛 性 ， 

用 w,， Ws 3g "Ws … 表 示 按 基 种 顺 岩 排列 2， 六 《35 了 = 1,2, 
…) 所 构成 的 一 个 数列 ， 考 虑 级 数 


PD) w= ab (11. 17) 


及 其 绝对 值 级 数 


y EF Dl, 本 (11.18) 


单一 上 
征 


了 二 人 


必 


P= ee Py sks Wk} 
A*,=|a |+|as|+'+!a,| 
B*,=|6. 1+| 5,1+. +|6, | 


各 业 设 男 |a, 和 1 5 | 前 收敛 ， 令 其 和 分 别 是 4* 与 B* 


放 二 上 
显然 有 
A*, <A*, B*,<<B* 


@ 级 数 》 GriDe, 中 的 {mi} 与 {mm} 这 为 正 整数 列 ，, 且 当 i57 时 ,ns y 
二 1 


Hf 产 Trj- 此 着 41071 与 12041} 的 看 域 曾 为 各 然 数 挫 太 ， 
用 


加 为 对 任意 的 自然 数 &， 有 
S*r= ia ba |+ | a 5,, [t+ |aradn, | 
<(] sj+|]e9:| + 82 十 | ao DOB 1s |S } + + | 6, 1) 
A*B* 
所 以 ， 级 数 (11.18) 的 部 分 和 数列 {9t*} 有 上 上 界 。 从 而 ， 根 据 正 


项 级 数 收 全 原理 知 ， 级 数 (11.18》 收 敛 ， 即 级 数 》) >, 绝对 收 


敛 。 
其 次 证 明 级 数 (11.17) 收 敛 于 A:B. 
把 级 数 (11.17) 按 正方 形 顺 序 重 新 排 成 级 数 
abit abst Ads tab) + (abyt abst qdbst dd, t+ 4d)) 
+ (11. 19) 
根据 定理 11.15 《交换 律 ) 其 和 不 变 ， 即 级 数 (11,19) 的 和 等 于 
级 数 (11.17) 的 和 .。 


设 级 数 》 “, 与 > 5 ,的 部 分 和 分 别 为 4, 与 3-， 即 


自 二 上 
A,=4+4+ +a B=b+b+.+S, 
则 级 数 (11.19) 的 前 # 项 和 
$= a6 + (abst ab tad) +t abyt ab tab t avd, 
十 CI》 trt Cab, ab, te ad, tard, 
十 十 GZ 十) 
= 《ai+Tdz 十 … 十 Zn)(5 二 D 十 十 六 = 了 


因此 ， 有 
lim $,=lim (A,.B,.)= AB 
这 就 证 明了 级 数 》 4 与 5, 的 加 积 级 数 入 4,,5， 收 敛 
可 污 各 La | ¢ = 
于 4.B,， 口 


通常 级 数 乘法 ， 其 项 多 采用 对 角 线 上 顺序 排 列 ， 并 把 在 同一 
对 角 线 上 的 项 加 在 一 起 (根据 定理 卉 .14 和 不 变 ) ， 邯 
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re FG Be TT PAR A A … 


ds 2 Bo 4 十 《可 可 tt ab) + (abdyt AB, + ab,) 
Lh LE | 


tt abd, + Ad tr +a, b+tab) +t 
便 如 已 知 级 数 1 +g +g 二 于 … ep |<1) 
是 绝对 收 和 伍 前 。 将 此 级 数 自 死 ， 得 


TE ={(1 +g+4g + + tI 二 8 十 92 十 
十 9 二 
= 1 +(1'g+9°1) + (1.g*+ gg+ 9°1) + 
Cl ta 
+4"! 1) + 
1+24¢+ 3 :++ HG 1 + eee 


4 一] 


学 习 指导 


一 ”内容 概要 


1 重点 及 要 求 

这 一 和 蕴 主 要 是 讨论 无 穷 级 数 的 敛 散 性 及 其 判别 法 。 要 理解 
和 掌握 级 数 的 收敛 和 发 散 概 念 。 要 会 直接 应 用 收敛 定义 ， 判 别 
某 些 级 数 的 伍 散 性 。 对 各 种 不 同 的 级 数 ， 庄 会 选择 相应 的 判别 
法 ， 判 别 它 们 的 收敛 性 。 

正 项 级 数 收敛 原理 是 直接 从 定义 出 发 ， 利 用 单调 有 界定 理 
建立 起 来 的 判别 法 ， 是 正 项 级 数 一 系 列 别 判 法 的 基础 。 比 较 判 
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眉 锌 举 区 


第 二 种 方法 较 笛 单 ， 但 不 能 求 和 。 选用 比较 的 几何 级 煞 站 
公 比 = 二 并 不 唯一 ， 实 际 上 ， 满 尽 不 等 式 于 <r< 1 的 任何 


实数 r+ 皆 可 作为 公 比 。 
例 2 ”试用 收敛 定义 ， 证 明 级 数 罗 TE 
LE! 


敛 ， 关 求 它 的 和 ， 
甫 ”因为 


| 
ACAt1) +2) 2t (n+1) (z+1) (n+ 2) 


es | 1 1 


Ns 
1°*2*3 2°*3°*4 3°4.:5 4.65:6 
1 1 


”~ 十 一 ~ 一 一 一 一 
于 (xX— 1)r(xt+ 1 N(CH+1) (s+ 2) 
1| 1 1 1 1 i 1 
三 一 | 一 一 二 一 二 和 
a Bd Bl 8 


十 


| 
n(n+1) (x+1) (s+2) 


=- 
2 2 (n+ 1) n+ 2) J 


于 是 ， 有 


i rl 
$=lim 5,=lim [和 (n+ I)(znt2) 1 4 


S 1 1 
We 
例 5 判别 下 面 二 级 数 的 发 散 性 ， 


ys A 


和 二 t=4 


地 


解 (1 因为 <Y 1<3yF (x=1 2 …) 而 
im xV2 = 1， 所 以 ,根据 两 边 夹 法 则 施 


和 ~ CD 


lim Vl 1 


于 是 ， 根 据 级 数 收 敛 的 必要 条 件 知 ， 级 数 久 忌 ” 二 ! 发 散 。 
另 解 因为 
tl 1 G1,2,.) 


所 以 ， 根 据 比 较 判 别 法 知 ， 给 定 级 数 发 散 。 
_《2) 因为 


ia(1- 动 ”-ia[1- 蕊 】- 记 < 


所 以 该 级 数 不 满足 收敛 的 必要 条 件 ， 故 级 数 【1 - 击 ) 发 
做 . 


一 例 4 ”证 明 级 数 > 收敛 ， 


Me 


解法 一 “因为 ( 1 + 元 ) < (#=1,2,…) ,所 以 ， 对 任意 


的 人 peEN, 有 
f n+ ( 和 1 )™ 
(Ea Ci i tp 
i 7 
[4 召 
< TT 十 证 
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TS 
站 


全 一 


oo 了 1 Ne 
从 而 ， 根 据 柯 西 收敛 准则 知 ， 级 数 》) a7 收敛 


自 二 上 


解法 二 ”由 不 等 式 


1\” 
(s=1 2 


有 


和 几何 级 数 了 二 二 ( 公 比 += 志 < 之 1) 的 收敛 性 ， 根据 比 


“~ {1 + 
较 判 别 法 立即 推 得 级 数 一 一 ;二 一 - 收 敦 。 


解法 三 ”因为 ， 


而 级 数 ;收敛 ， 所 以 ， 根 据 比较 判别 法 的 推论 知 ， 级 数 


i 
ee 

例 5 应 用 柯 西 收敛 准则 ， 判 别 级 数 加 。 二 zy 的 族 
散人 性 . 加 

解 因为 
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人 
《28 一 TS (24 一 TI) 20- 2 -二 一 2, 3， 
oo 
所 以 ， 对 任意 的 wm pEN， 有 


1 1 1 
一 -全 二 一 一 -一 小 二 一 -一 
Cont1): 7023 (27+2p—1): 


1 I 1 
ss 
(DF +1) AD + 3 (2a2+2p —1)° 


RE, EE 
2 27 十 二 2787+2 27 二 3 


人 
2#+ 2p~—2 2x+2p—1 


= -人 { 1 人 二 
2 D7 二 生 Dg 二 2 28 十 3 2x+4 
rN 

和 22+ 2p—3 多 十 2p—2 28# 十 2 一 工 


于 是 ， 根 据 柯 西 收 伍 准则 知 ， 级 数 > 收 化。 


显然 ， 用 比较 判别 法 及 其 推论 也 可 以 判别 它 的 收 全 性 ， 且 
更 简单 些 。 事 实 上 ， 由 不 等 式 
1 让 1 i 
Cn I) dadstl H+3n:— ri (12, 2 
1 
或 。 iim 人 <+oo 


md 


又 已 知 级 数 3 3 去 收敛 ， 并 到 级 数 记 
敛 - 
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= 


例 4 与 例 5 除了 可 用 柯 西 收敛 准则 来 判别 其 收敛 性 外 ， 还 
可 以 用 比较 判别 法 及 其 推论 去 判别 ， 而 且 往往 更 简单 ， 而 例 3 
还 可 以 用 柯 西 与 达 兰 贝尔 判别 法 去 作 ， 这 里 不 一 一 介绍 了 。 
例 6 利用 稳 西 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 证 明 级 数 


i 


发 散 。 
证 明 事实 上 ， 存 在 6,= 计 > 0 ， 对 任意 的 zE N, 存在 某 
个 #, = 4d 现下 及 而 = 4 有 
| Gt Atst tarot | 
1 1 1 1 1 


三 + i 
dm 十 1] 4 志和 十 2 dM 二 33 4d 谣 十 4 4 说 十 
1 1 1 1 
十 一 一 一 一 一 十 -~ 一 一 一 二 十 一 ~ 
mi mi? damit gm-3 


1 1 | 


十 一 -一 -一 
8 坊 一 2 8 要 一 1 8 粮 


A RR 
4 形 十 芋 4 人 十 2 4 十 3 4 术士 4 4 罗 十 5 


EB 
Am+6 dMm+7 4 炉 十 8 8 太一 3 


1 ( i 1 ) 
+ 一 -一 一 十 {一 一 一 一 一 一 
BM 2 8m~1 8 
1 1 i 1 4 
mti 人 mo dm te mi6! Tam -3 
1 1 1 1 _ 2m _ 1 a 
Bm 一 人 8 8 8 太 8 人 塘 和 4 8 y 
2 如 项 


根据 柯 西 准则 的 否定 叙述 知 ， 给 定 级 数 发 散 。 
用 宰 症 准则 判别 级 数 的 敛 散 性 ， 通 常情 况 是 比较 麻烦 的 ， 
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但 这 丝毫 不 能 降下 它 的 作用 ， 例 6 就 充分 说 明了 这 个 事实 ， 因 
为 对 例 6 的 这 种 级 数 其 它 判别 法 都 无 能 为 力 了 。 


例 7 证明， 如 果 数 列 {4,} 促 减 ， 且 级 数 > 4a。 收 敏 ， 
则 lim #4a,= 0, 

基本 思路 证 明 数 列 {zz,} 的 个 、 奇 子 列 {2xar, } 与 
{(C224+1)eazo+i 峭 收敛 于 0 。 

证 明 ”因为 级 数 4, 收 第 ， 所 以 lim a,= 0 (必要 
性 ) ， 又 因 (1 是 遵 跨 的 ， 故 必 有 


0 (3) 


由 于 级 数 》| *， 收敛 ， 因 此 ， 根 据 柯 西 收敛 准则 有 ， 对 任意 


二} 


给 定 的 了 >> 0 ， 存在 wEN， 当 # 汪 wn 时， 对 p= 注意 (3) 
式 有 


#: 
”| drt tt Astet et dz {= ant+ Art Wie 


Pa 2 0 


基 0 所 2 #4,,<E。 这 研 证 扫 了 lim 2pary= 0 (4) 
再 由 (4》 式 ， 有 


0 CDH+ 1 Art < » 2 Asa (4—>00) 
这 样 又 证 明了 
lim {2nt+1) qr= 0 《5) 


(4》 式 (与 5 ) 式 就 证 明了 lim wa,= 0。 


例 8 利用 比较 判别 法 判别 级 数 总 In( 1 + -二 -的 外 
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散 性 。 
解 因为 人 所 议 有 
{1+ 上 十- rr) < Tr (# =1,2,.……) 


而 级 数 5 可 丰收 化 (“了 级 数 ” P=- 了 > 1) ， 于 是 ， 根 据 


eM 


比较 判别 法 知 ， 级 数 了 In( + 可 二 ) 收 人 


站 二 了 


例 9 证明， 如 果 级 数 2 ， "没有 & 沽 收 伊 ， 则 级 数 


y 1a.5, | 也 收敛 
3 二 4 
证 明 因为 
[a +16. as+s 
bl 


根据 定理 11. 2 及 定理 11.1 知 ， 级 数 -2 了 收敛， 所 以 ， 


根据 比较 判别 法 知 ， 级 数 > | 42， | 收敛 (而 代数 ap 


绝对 收敛 ) 。 
和 ， SS 5 “好 
例 10 利用 达 兰 贝 尔 判别 法 ， 判别 级 效力 Co) 的 敛 散 
性 ， 


解 ” 因 为 
: 2 5 
lim < 了 "=lim 9" a+t Cz +1) 站 十 5"#| 
=lim 35. 1 -5 
Sn 到 1 + 2e ~1 
”4 
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所以， 根据 达 兰 员 尔 判别 法 的 推论 知 ， 级 数 办 二 收 化 


例 11 利用 柯 本 淹 别 法 ， 判 别 级 数 男子 二 《= 1 的 人 
散 性 , | 
解 ” 因 为 


lim wa. =lim im Y 3 17) 


fo Ee 


心 
和 
= 本 < 


所 以 ， 根 据 柯 西 判 别 法 推论 知 ， 级 数 思 一 * 二 收 钱 。 


此 级 数 也 可 以 用 比较 判别 法 ， 它 的 推论 及 达 兰 贝尔 判别 法 
去 羯 别 ， 甫 实 上 ， 
3 二 (一 1 )》 < 和 


二 (7 = 1;,2,.…) 
3 
tim 一 一 = lim 二) cs+(-1)=0 
也 
一 1 $+(- 1)’” ,3 
a -3 3+(-1)" 1 ("lL, 
3 


不 难 分 别 根据 上 述 三 个 判别 法 ， 推 得 级 数 》 + 二 一 是 收 


吕 一 上 


人 Fv EYIt DCHE n=1,2, …)* 且 im 有 2 = im 4 = 1 
根据 两 边 光 法 则 知 ，lim W3 + ~) = 3 。 
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伍 的 。 
例 12 讨论 下 列 级 数 ， 当 x 为 何 值 时 收敛 ， 和 何 值 时 发 散 ， 


GD 了 (1 -cos>) (2) 3， ( 芝 ) (x>0). 


一 人 一】 


解 〈1) 因为 对 任意 *E (~-o20, +co) ， 有 


~ 
1— cos— 2 SiN— ，  ， 
lim -lim 7 + oo 
00 一 oo <) 4 村 < 
x 2 


而 级 数 》 二 收 伍 ， 所 以 ， 根 据 比 较 判 别 法 推论 知 ， 对 任意 


xE(~co,+co) ， 级 数 y (1 ~ cos 兰 ) 收 伊 。 


香 二 J 


《2 ) 因为 
. La 
(z+ TI) 

lim St+1— 1inn NV" 

Fo 站 0 i! (人才 

_ 1 草 1; _* __”X 
i 

_ 蕉 


所 以 ， 根 据 达 兰 贝尔 判别 法 推论 知 ， 
(1 ) 当 之 < 工时 ， 即 当 0 尺 x<<( 时 ， 该 级 数 收 全， 


(2) 当 二 之 1 时 ， 即 当 > 时 ， 该 级 数 发 散 


(3》 当 二 = 1 时 ， 即 当 x=: 时 ， 敛 散 性 不 能 确定 ， 


例 15 判别 下 列 变 号 级 数 的 敏 敬 性 ， 
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(1) Y (一 54 (+t), 


3 灰 士 2 
n=l 


9°4 
男 小 『 
(2) Dei 1) i 


解 (1) 时 论 级 数 | (- 1)"" (+ | 
a 
-2 可 +2) 。 因 为 


”“ 4 22z+1 _ 多 
lim Yl elin VC) “lm S23<1 


所 以 ， 根据 村西 浏 刚 法 推论 知 ， 弘 数 罗 | (- DG) | 


收敛 ， 即 级 小 罗 (一 1)" (2 二 二 ) 绝对 收 化 


有 一 上 


(2) 讨论 绝对 值 级 数 》 ] a ge 


— 7)1! 
r=} 


ee 


(2#— 1)!11 
302+0 (28 一 1)11 
“9 十 1_ 一 
lim | 2 lm (29x+ 1)11! 3 
音 叶 | 
2 se 


= +co> 
ee +1 2 


了 下。 视 所 过 兰 贝 尔 关 法 知 ， 级 类 2 《- DT 


32"+1 = im 37 -lim 了 In +oo>1l。 
| -十 矶 必 名 一 十 59 1 


2m 
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发 散 ， 由 学 习 指 导 第 二 段 几 点 说 明之 4 知 ， 级 数 


< SR * 十 1 3 £ 
2 1)” -本 -TI 人 做 


例 14 判别 变 号 级 数 


的 绝对 或 条 件 收 敛 性 ， 
基本 思路 ”因为 级 数 


(DD 


, SS s+l 4 已 | 
是 两 个 收敛 的 交 销 级 数 信 (一 1) DD 


2 名 


天 二 1 


的 和 ， 所 以 收 贫 ， 即 lim 3, = 了 。 证 明 给 定 级 数 的 部 分 和 数列 


{5,} 的 奇 、 偶 子 列 {5 .4 与 人 9 } 结 收 施 于 5( 见 第 二 章 学 习 措 
导 例 题 选 讲 之 例 11) 。 
解 显然， 交错 级 数 


es de 
一 可 
1 1 1 1 
1+- 上 + 
及 2 4 6 8 . 


丝 收 全 ， 故 根据 定理 11.2 知 ， 级 数 


(D(C 
也 收 敛 ， 
设 级 数 (7 ) 的 部 分 和 为 5,，、 和 为 了， 级 数 (6》 的 部 分 


各 为 Dy 划 $24 = Jo 一。 + 于 是 ， 
lim ys =lim §.=5 
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lim 了 zt =lim (3, + -) 


a 


因此 ，Jim 3,= 9， 即 级 数 6》 收敛 
因为 ， 给 定 级 数 《6) 的 各 项 绝对 值 级 数 是 调和 级 数 


了》 二， 所 以 是 发 数 的 ， 大 给 定 的 级 数 《6》 为 条 件 收敛 级 


数 . 
例 15 ”讨论 变 号 级 数 久 (- 1)，-SQ_2 的 绝对 收敛 或 条 
件 收 化 I 
基本 思路 “首先 利用 公式 sin*# = 二 = 08 24， 把 给 定 级 


2 


数 化 为 地 入 Bea -cos 2 | 此 级 数 可 以 看 作 两 个 


履 全 级 数 罗 i Cs 和 了 -cos 2 之 差 ， 故 给 定 级 数 收 


化， 其 次 考 记 其 绝对 信 级 数 的 旬 散 性 
解 由 公式 sin = 二 -S04 得 


» SNen 1 
Fy 3 


a 二 1 


[S-Dicos zn] 
A 


全 


下 


由 于 级 数 了 Es 于 是 ， 只 须 讨论 


二 | 


对 二 cos 2 y 的 收 伍 性 即 可 ， 


名 


，b =(- 1)"cos2m， 根据 35 页 注 中 给 出 的 


两 

只 

| 
| 
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三 角 生 等 式 ， 不 难 验证 级 数 多” 全 了 -co828# 满足 条 件 ， 


音 二 】 


(1) ea ,= 二 > 一 工 - =asn (n=1,，2,，…) , 且 
pp: =1 —» 站 (xX->o0) 
a 四 


《2) 1B,|=| 一 cos2 +cos4 -cos6+ ou 
+ (~ 1)"cos2%| 
=| Cos(T—- 2) +cos 2 (x20) +cos 3(r-2) 
十 .… +CoOsn(r— 2) | 


cos (n+1)(x~2) ,s(x— 2) 
2 2 


J 
Be 


TC— 2 < 


2 t 


sin 


1 


et (# = 1,2, "**) 


根据 狄 利克 莱 判 别 法 知 ， 级 数 》 一世 9228 收 全 。 
下 面 进一步 考虑 绝对 值 级 数 


D1 1: sin 2 2 0 


的 仇 散 性 。 
级 数 9 二 cos 24 收敛 。 


事实 上 ， 它 满足 犹 利克 莱 判 别 法 条 件 ， 


| 
Cl12 好 8 一 2 


1 
0 (z->co)3 
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(2) 1B,|=|cos2 +cos4 二，… 十 COSr*2 | 


#2 cos_*+1)2 
-es 2 I We 
=| Oo 1 


:人 2 
sin 
Ep 2 ) 


而 级 数 》 二 发 散 ， 故 根据 定理 11. 2 推论 知 ， 级 数 -< 二 


发 散 ， 
综 上 所 述 。 级 数 久 〈- 1)'-s0 寻 条 件 收 伍 ， 


(1 


为 何 值 时 发 散 ? 何 值 时 条 件 收 化 何 值 时 绝对 收 伍 ? 


C-D" (1 + 
解 1” 当 P 和 0 时 ， 级 数 入 一 一 一 7 一 一 一 发 


散 ， 
分 两 种 情形 讨论 ， 


例 16 ”讨论 变 号 级 数 > (1) 


当 P< 之 0 时 ， i 
(00) 3 


当 了 = 0 时 ，(2.) =[(- 1 小 (1+ 广 ) ] 极 限 不 存在 


《一 1)"(1 + 二 ) 


EE 


总 之 ， 当 了 这 0 时 ，4 ,= > 0 (n>0°), 


故此 时 级 数 发 散 。 
C3 


o (4 
2。 当 0 < 了 <1 时 ， 级 数 站 (-1D 141、 7 条件 
收敛 
事实 上 , 设 4.= (1 + 工 ) ,5,= (一 有 


(1) 4.=(1+1) <(1+—1) =en 有 0< 


天 十 下 


(1 + 了) <s，， 即 数列 (cj={(1 和 "| 为 递增 且 有 上 界 
的 数列 ， 
(2) 不 难 验证 ， 级 数 久 《- 1 一 满足 业 布 尼 区 判别 


法 条 件 ， 帮 收敛 。 


Ce 


由 阿 贝 尔 判别 法 知 ， 级 数 3 (= 


+ 
但 是 其 绝对 值 级 数 和 (a 


祭 二 4 


事实 上 ， 由 于 


Ce 


lim 一 二 一 -tm (1 +1)" = (8) 


-on 


ps 


而 级 数 》 地 发 散 ， (0 < 了 万 1)， 于 是 ， 根 据 比 较 判别 法 


本 人 


推论 知 ， 级 数 》 | 一 一 27 一 发 散 。 
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本 1 
即 当 0 < 了 < 孝 1 时 ,级 数 四 《- 1) "一 了 一 为 条 


件 收敛 。 | 
= (1 + 二 
3” 当 了 > 1 时 ， 绝 对 信和 级 数 》 一 一 -一 


丰 二 上 


收 伊 ， 


事实 上 ， 由 (8) 芭 和 级 数 》 上 > 收敛 〈P > 1) ,根据 


比较 判别 法 推论 知 ， us 下 收敛 。 即 当 屯 > 工时 
绝对 收敛 ， 


es 1 
综 上 所 述 ， 级 数 《一 1) "一 一 六 一 当 了 < 必 0 时 发 


m=) 


0 
例 17 ”判别 变 号 级 数 > -二 了 二 二 的 仇 散 性 


基本 思路 久久 级 数 ， 但 由 于 { 一] 


是 递减 的 ， 因 此 不 能 应 用 菜 布 尼 欧 判别 法 判别 它 的 收 侣 性 、 将 
级 数 的 一 般 项 分 母 有 理化 ， 分 解 为 两 项 差 。 从 而 给 定 级 数 可 以 
看 作 一 个 收敛 的 交错 级 数 与 一 个 发 散 的 级 数 之 差 ， 于 是 ， 根 据 
定理 11.2 的 推论 知 ， 给 定 级 数 发 散 。 

解 因为 

C1 - (=-1)Cwa- (~ 全 

WAT 3)” Crt lo 1) wz-( -了 工 )5 
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1 
2 1 


= 1) V+ 
2 一 十 


而 交错 级 数 六 〈- 1) ”xz 收 做， 事实 上 ， 它 满足 莱 布 尼 获 


判别 法 条 件 : 


1) a, = 7 这 zl = + (x =2,3,°.) : 这 是 
A 一 1] +1~1 


六 a x 2 A 1 
因为 ， 令 f(x) 二 (COx》 (~ 下 
RE 
下 之 0 (x 之 2), 根据 定理 6.2 知 ， 
f(x) 是 严格 北三 的， 部 
a =f(n) >f (a+ 1)=4ad,4 (n=2,3,..") 


A 下 一 ep S 1 
(2) a= 一 0 (co) 。 但 是 级 数 es 


= 了 二 发 散 ， 记 以 ， 根 据 定理 11,2 推 论 知 ， 级 数 


一 二 发散。 
2 并 十 《一 1 ) ” 


例 18 证 明 ， 如 果 将 收敛 级 数 和 “， 的 各 项 重新 排列 ， 使 


得 每 一 项 离开 原 有 的 位 置 不 超过 个 位 置 (m 为 任 一 给 定 的 自 
然 数 ) ， 则 重 排 的 新 级 数 仍 收 敛 ， 且 和 不 变 ， 

基本 思路 ” 重 排 级 数 的 x + mw 项 部 分 和 0 ,+。 为 原 级 数 的 前 
# 项 和 与 原 级 数 的 第 z+ 1 项 至 第 4+ 2 丸 项 中 的 办 项 的 和 ， 考 
虑 极限 lim Cu+nw 即 可 ， 


证 明 设 已 知 收敛 级 数 轨 4 ,的 s 项 部 分 和 为 5,， 和 为 了 ， 


了 


lim $§,=5 《9) 
lim 4:0 《10) 


由 《9》、 (10) 二 式 有 ， 对 任意 给 定 的 s>> 0 ， 存 在 内 EN， 
| > 时 ， 有 


15.-$1 <5， an [< atl < 


(11) 
设 重 排 的 级 数 # 项 和 为 o, 。 由 题 设 知 ， 


Trtn= eth +h + +s, 
其 中 Boss 为 原 级 数 王 “的 第 ?+ 1 项 至 第 x+ 2 和 中 


的 某 区 项 ， 从 而 ， 由 (11) 知 ， 当 # 盖 8 时 ， 有 
£ 一 一 dr 
| Bx | < (€=1,2,..……,m) 


于 是 ， 
[oa -S|=| 5 + +b, + 4+5,.— ?| 


| 5.51+lb rib lt t | bl + t+ 


一 中 | 好 项 
荐 lim cy = | 


这 就 证 明了 按照 此 题 的 要 求 重 排 的 级 数 收敛 , 且 和 地 不 变 ， 


习 题 


§11.1 
1 利用 几何 级 数 敛 散 性 ， 判别 下 列 几 何 级 数 的 钱 散 性 ， 如 上 收 襄 ， 


> (a HL) 
5 自 三 吉 


二 | 
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cy sin ss 3 er 
rt =| 二 | 


利用 级 数 皮 敛 定义 ， 渔 别 下 列 级 数 的 伍 散 性 ， 如 收 仇 ， 并 有 求 其 


2 
和 ， 


2 3/ \2 37 
(2)》 可 + 起 + 机 + + 2 
(3》 开 证 + 证 
(5) Tot ti Ry 


(5) 》 (Vnra~2vnrl tv 
= 


$1152 

3 ”利用 级 数 的 蕉 本 人 性质， 判别 下 列 级 数 的 你 散 考 ， 

2 (3 二- 计 -》 (2) > (st) 
/11,1 2 

NW (Cm (4) 2 2 

Cb) 3+2+) i (6) 32+22+ 了 总 ， 

单一 上 一 | 

(7) 2 ， (8) 》 Tr 
自 二 时 | 

2 Go (I) 
于 一 上 i 


4 ”利用 柯 西 收 合 准则 ， 淹 别 下 列 级 数 的 敛 敬 性 ; 


(DD <0 nb 2 (2) 南 。 
三 4 筑 二 二 
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(3) 》 二 Te 二 ， 
二 上 


| 


5 利用 柯 西 收 雍 准 刘 证 明 ， 潜 
li nL=i 顽 0 


m 
四 一 5 


则 级 将 “发散 。 


6 证明， 若 级 数 和 rc。(4) 及 号 5。( 有 ) 篆 收 你 ， 用 ea 过 ce 委 5。 
和 二 上 a 三 上 


(=1,2，…》， 则 级 数 ”名 c。(C) 也 收 敦 ， 若 级 数 《4) 与 (38) 
二 | 


连 发 散 ， 问 级 数 (C) 的 全 散 性 如 何 ? 
7 证 明 级 歼 》 sinx#? 发散。 


和 二 ! 
§11.3 
8 刊 用 各 种 判别 法 ， 判 别 下 列 级 数 的 伍 散 性 ， 
om n2 四 1 

(1) po (2) ln( 1+—=), 

pe 之 Vm 

+a 1 
2 es 
LE 4) ,NM lan 

(3) 2, FT 

0 一 上 地 


1 
5) sin 二 (ec>0)，, (6) 》 (nn 
:1 


-= 四 二 


0 从 
1 We 
一 (8) -人 
7) 包 Tn z 和 ntrl’ 
| 2 
《9 ) > ts (10) 《2 1 
二 1 # 二 1 


Ve 


个 -8 


Se "751 
。 i 
(13) > msin - (14) 2 Erm 


(15) » Farc sin :二 


二 | 


9 ”证 明 ， 册 等 差 级 数 各 项 倒数 所 组 成 的 级 数 发 散 ， 
10 证明， 如果 正 项 级 数 写 a, 收 仇 ， 骨 


(1》 级 数 三 a,: 收 伍 。 反 之 ， 不 真 ， 举 例 说 明 


《2) 当 1lim as =0 时 ， 必 有 = 0 
11 讨论 下 列 级 数 ， 当 x 为 何 什 时 收 侣 ， 何 值 时 发 散 ， 


由 
3) * 


(1) 》 下 (2) 》 -ke>0)， 
二 上 


单一 1 


(3 ) 机 nx*~i (xD0) 。 


12 如 果 级 至 a2 及 中 bs 篆 收 敛 ， 则 级 数 了 (ar+ba)* 及 


全 二 ] 四 二) 二 LL 
2 也 都 收敛。 
S11.4 
15 判别 下 列 变 号 级 数 收 率 (绝对 、 和 条件) 性 和 发 敬 性 ， 
(#1) 
= 《1D = a i 
se _ 0) "tin+ 100 
(1) Dy i (2) 全 (= i 
， Hecos 一 一 
(3) 》 i 
日 二 上 s# 二 站 
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OE " 1 
Co CD (6) 》 ( D rare tg 


了 二 1 


《7) (— 1) *arc 说 广 ， 
"=| 
14 研究 下 列 变 号 级 数 ， 当 和 参数 了 为何 信 时 绝对 收 放 ， 知 值 寺 条 件 
政 伐 ， 何 值 时 发 散 ? 


CD (Dt 
(1) > 一 2 (2) > i 
级 三 入 二 1 * 


15 如 果 数 列 {mas》 收 化 ， 且 级 数 宇 (es ~ ev- 也 收 化 出 级 


数 3S On 也 收敛 。 
单一 上 


§11.5 


18 已 知 》 全 汪 =In 2，, 求 把 已 知 级 数 各 项 重 排 后 所 成 的 级 数 
用 二 1 


草 和 。 
17 如 果 级 数 》 a， 满 足下 列 条 件 ， 
让 二 划 


Ww 


(1) G0 (coy j 


(2 》 不 变更 原 有 级 数 项 的 顺序 所 作 前 某 一 组 合 级 数 》 4。 政 分 


多 王 ] 
b+-! 
(3) 4,= >》 0 (1 =PI<Pa<…34= 1 2…) 中 相 加 的 项 
t=Pe 
Qi 的 数目 是 有 界 的 。 


由 级 数 4, 收 全 
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18 证 明 等 式 》 二 》 -二 = 1。 
单 二 间 r= 


19 生 友 收 估 级 政 全 和 一 -的 平方 是 发 散人 级 数 。 


20 已 如 ww i 证 明 Be 村 4 
自 二 自 时 二 


?7 


第 十 二 章 “函数 级 数 


本 章 将 在 数值 级 数 的 基础 上 ， 讨 论 务 数 级 数 的 一 般 理论 ， 
函数 级 数 是 数学 分 析 中 定义 和 研究 新 函数 ( 非 初 等 少数 ) 的 重 
村 工具 之 一 ， 同 时 函数 级 数 的 基本 理论 又 是 研究 两 种 特殊 的 重 
要 的 函数 级 数 一 一 短 级 数 和 储 立 叶 级 数 的 理论 基础 


812.1 函数 级 数 的 收敛 域 
定义 ” 设 定义 在 实数 集合 互 上 的 函数 列 为 


Wi) Vol) MXN), 0 (12.1) 
将 《12.1) 各 项 用 加 号 联接 起 来 ， 即 

HICK EK + + HN) + ee (12.2) 
称 为 定义 在 实数 集 E 上 的 函数 级 数 。 


函数 级 数 (12。2) 简单 记 作 了》 .Cx)， 


n= 


对 于 五 内 每 一 个 给 定点 x,， 国 数 级 数 (12,2》 就 变 成 了 

数值 级 数 
WR) + HN) + et XN) + (12.3) 

如 果 数 值 级 数 (12.3) 收 敛 , 则 称 点 x" 为 画 数 级 数 (12.2) 的 
收敛 点 ， 或 称 函 数 级 数 (12.2) 在 点 2 收敛 ， 如 果 数 值 级 数 
(12.3) 发 散 ， 则 称 点 x 为 函数 级 数 (12,2〉 的 发 散 点 ， 或 称 
函数 级 数 (12.2) 在 点 ZX 发散， 

所 有 上 收 伍 点 组 成 的 集合 XCE， 称 为 郴 数 级 数 (12.2) 的 


QD 傅立叶 ourier,J. 卫 .J, 法 国 数学 尝 ，1768- 一 1830 。 
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收敛 域 。 所 有 发 散 点 组 成 的 集合 了 王 王 ， 称 为 函数 级 数 (12. 2) 
的 发 散 域 。 如 果 收 敛 域 X 是 一 个 区 间 ， 则 称 天 为 收 伍 区 间 。 


对 于 收敛 域 X 的 任意 一 点 *, 值 数 级 数 》) #.(x) 都 收敛 ， 


设 它 的 和 为 9(*)， 按 照 这 个 对 应 规律 ， 在 收敛 域 X 上 就 定义 
了 一 个 函数 (x)， 称 此 水 数 3(x) 为 函数 级 数 》 x(x) 的 和 


函数 。 即 对 任意 XKX, 有 


$x) = > xs(x) = lims,(x) 


同 数 值 级 数 一 样 ， 去 掉 函 数 级 数 (12, 2) 的 前 * 项 后 的 级 
数 
TU CD 十 站 (12.4) 
称 为 耳 数 级 数 (12. 3》 的 第 nt 项 余 式 ， 记 作 KR,(x)， 即 
RON) = HN) + Were) + 


显然 ， 如 果 点 x 是 收敛 点 ， 则 


op 


R,(x) = 2, WAC(X) = SCx) — SCx) (12.5) 
灰 二 十 1 
县 
limR,(x) = lim py gi(x) =TimCSCx) — $Cx)I=0 
es te Sy 
《12.6) 
例 1 求 函 数 级 数 
4 
+ x (lt x): 
VX + (12.7) 


2 
(Tt mw) 
的 收敛 域 及 和 函数 5(x)，。 
9 


解 ” 旺 然 ， 函 数 级 数 (12,7) 的 每 项 iu(x) = wx 


C+ wx) 


(#= 1, 2,…) 的 定义 域 是 区 间 [0, +%) 。 


当 *=0 时 ， 由 于 函数 级 数 所 有 项 组 为 0， 因 此 它 收敛 于 


0,， 即 $3(0)=0 


当 x>0 时 ， 通 数 级 数 (12.7) 是 公 比 为 r= 一 1 
+ Ax 


二 <1) 的 收敛 几何 级 数 ， 其 和 函数 3Cx)= 一 wx 


1+wx 


= 1+/x., 


于 是 ， 冰 数 级 数 (12.7) 的 收敛 城 为 区 间 [0, + ce) ， 和 函 
数 


tx) = Ee 当 x= 0 时 
1+wx , 当 x>0 时 


例 2 ”讨论 函数 级 数 y 的 收 合 城 . 
解 ”因为 对 任意 xsfkzr， 有 


C1) As > (x=1, 2,: …)， 且 


ds 一 0 (Fo00); 


wR 
y css 
二 二 ] 

Cos 2 。 2x) -sin( #2x) 


。 L 
S$1 1TL 一 一 一 
2 


《2) |B,| = 


D 


全 见 35 页 福 Q@ 
80 


< nl), kr) 


sinx | 
所 以 ， 根 据 儿 利克 菜 判 别 法 知 ， 函 数 级 数 思 222 收 敏 ， 轩 


函数 级 数 y 除 x=&z 《k=0, 二 1，+2,，…》 外 皆 收 


侣 ， 亦 凤 收 敛 域 是 除去 z=Kr (=0, 土 1, 土 2,…)》 以 外 的 一 
切实 数 。 


§12.2 一 致 收敛 性 


由 .上 一 节 的 讨论 我 们 知道 ， 孙 数 级 数 在 收 合 域 上 定义 了 一 
类 新 郴 数 一 一 和 函数 。 下 一 步 的 任务 是 讨论 这 类 函数 的 分 析 竹 
质 ，。 那 么 如 何 研 究 和 函数 的 分 析 性 质 〈 连 续 上 性、 可 微 性 、 可 积 
性 ) 呢 ? 自然 地 想到 ， 应 该 通过 函数 级 数 每 一 项 x.(x) 的 分 析 
性 质 去 研究 。 换 言 之， 就 是 要 通过 函数 级 数 的 每 一 项 的 连续 
人 性， 可 微 性 与 可 积 性 分 别 讨论 和 函数 的 连续 性 、 可 微 性 与 可 积 
性 . 

我 们 知道 ， 对 于 有 限 个 函数 的 和 


Sx) = > gr(%) 


二 1 
如 果 wi(x》(6=1,2…,2) 在 开 区 间 (a,6) 内 都 连续 ， 则 5.(x) 
在 开 区 间 (a,5) 内 也 连续 。 间 样 ， 如 果 #Cx》 (k= 了 I，。2,…#) 
在 开 区 间 (a, 引 内 都 可 微 ， 则 3 了 ,Cx) (x=1,2,…) 在 开 区 间 
(4;8) 内 也 可 微 ， 生 有 等 式 


S.Cx) = D3 wx] -> nix) 


二 1 去 三 


对 于 积分 也 有 类 似 的 结论 . 
但 是 ， 和 作为 有 无 穷 多 项 的 函数 级 数 的 和 函数 5(x)， 一 般 
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说 米 ， 这 些 性 质 不 能 保持 ， 如 上 节 例 1 给 出 的 函数 级 数 


I 


A (1+ 
虽然 每 项 H.CxX) sw = (#= 1,2,.") 都 在 收敛 区 间 [0， 
C1/ my 


scx)={ 0 当 x=10 时 
1+ww 当 Y>0 时 
涛 在 点 x= 0 处 不 连续 ， 从 而 和 函数 5(x) 在 收敛 区 间 50， 
+ cc) 上 不 连续 ， 
同样 ， 可 微 性 与 可 积 性 对 函数 级 数 来 说 ， 一 般 也 不 成 立 . 
出 和 抱 数 也 具有 相应 的 性 质 呢 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 引进 
一 个 新 概念 一 一 一 致 收 化。 一 致 收敛 是 函数 级 数 的 重要 概念 。 
为 了 对 一 致 收敛 的 概念 有 比较 清楚 的 理解 ， 我 们 先 从 级 数 
收 伍 概 念 入 手 ， 进 一 步 分 析 即 数 级 数 在 收 傅 区 阅 上 各 点 的 收敛 
“速度 ”的 快慢 情况 ， 最 后 再 给 出 一 致 收 僵 的 定义 ，。 
当 我 们 说 函数 级 数 
(CX) + RR 《<1) 
在 开 区 间 (a,8) 内 收敛 ， 指 的 是 它 在 开 区 间 (a, 引 内 每 一 点 都 
妆 仇 ， 设 级 数 〈T) 的 和 函数 为 5(x)。 如 果 点 x,&€ (a, 问 ， 
则 数 级 数 
UCKI) TF HN Ft HR) + (2) . 
站 化 于 5(x,)， 即 
对 任意 给 定 的 e 字 0， 存 在 自然 数 N.，( 设 Nx， 是 使 不 等 
式 《3)》 成 立 的 最 小 自然 数 ) ， 当 *>JNxl 时 ， 有 


(RC) = [Sx) ~ S.C) [<e 3) 
如 果 点 xE€ (sa 8)， 且 x: 所 xb 则 数 级 数 
WK) TF HN) tN 十 C4} 


收敛 于 5《*,)， 即 对 任意 给 定 的 e 汪 90， 也 看 在 卓然 数 Nz。( 设 
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和。 是 使 不 等 式 【5 ) 成 立 的 最 小 自然 数 ) ， 当 sz>> Nx, 时 ， 
有 
| R(x) 1 =19Cx2) — $x.)| <e 《5) 
一 般 说 来 ， 由 于 xlsExz， 数值 级 数 C2) 与 (4) 是 不 相 
同 的 。 因 此 ， 对 给 定 的 同一 个 e>0， 使 不 等 式 (3 ) 与 (5) 
成 立 的 Na 与 Nx, 也 不 相同 。 对 应 于 收敛 速度 快 的 就 小 些 ， 
慢 的 就 大 些 。 由 此 可 见 ， 在 se>0 给 定 的 情况 下 ， 对 于 收 伍 区 
间 (a,5) 内 的 不 同 点 ， 使 不 等 式 (3) 成立 的 自然 数 N 不 仅 与 
给 定 的 有关， 而 且 与 〈a, 乡 内 点 x 的 位 置 有 关 ， 
于 是 ， 就 产生 一 个 问题 ， 对 于 任意 给 定 的 ce 之 0， 能 否 找 
到 一 个 共同 的 自然 数 N， 对 收 化 区 间 (a, 纪 内 的 所 有 点 x 使 
不 等 式 
{Rtx) |=| 5(x) ~ $9) <e (6) 
都 成 立 呢 ? 事实 告诉 我 们 ， 有 的 函数 级 数 存在 使 不 等 式 (6 ) 成 
立 的 共 辐 的 自然 数 N， 有 的 泪 数 级 数 并 不 具有 这 样 性 质 、 
现在 ， 让 我 们 来 研究 上 书 例 3 给 出 的 牙 数 项 级 数 
re NR 
1+w 和 (+ xXx) (LT+/ mx)" 
在 它 的 收敛 区 间 (0, + ce) 内 ( 收 敦 点 0 未 包括 在 内 ) 的 情 
况 。 已 知 
部 分 和 5,《x) 及 和 数 画 5(x) 分 别 为 
$x) = (1+v xX) -rs Sx)=1+x 
于 是 ， 对 任意 一 点 xE€ (0, + o0), 我 们 有 : 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 
解 不 等 式 


(R(x) | -|1+vz -G+vz)|1- 


1 
(1 + wx) | ] 
lL 
(+)! By 
为 此 ， 将 不 等 式 两 边 取 倒数 得 


Qty 


两 边 取 常用 对 数 得 
(xz- 1s(i+v x)>lg + 


两 边 除 以 lg(1+ wx) > 盖 0 并 移 项 得 
lg = 


I | 
i wx) 


| 二 8 
[ee 


+1]， 当 #>>N 时 ， 有 不 等 式 


R, RE 
| R(x} | 了 区 <e 


1 
1 g 一 - 
芝 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0, 存在 自然 数 Ne= [7077+1] 
当 Y 各。 时 ， 不 等 式 
加 
1 


成 立 。 我 们 看 到 ， 自 然 数 N:= 不 仅 与 E 有 


(oar 1 

关 ， 而 且 也 与 * 有 关 。 不 仅 如 此 ， 我 们 还 看 到 ， 当 > 艇 近 于 

0 时， 可 以 变 得 任意 大 。 内 此 ， 不 存在 自然 数 N， 当 ?> 六 

时 ， 对 区 闻 (0, + oo) 内 所 有 x， 都 能 使 |R,(x)| 到 成 立 。 
同样 是 这 个 级 数 ， 如 果 限 年 在 区 间 [55, + co)(6>0) 上 ， 

由 于 对 任意 xEL5, Di 有 

1 


gl 
pe 中 < ] 


1 


lg 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0, 存 在 自然 数 N -eas 


当 zx>N 时 ， 对 任意 xE[6, + co)， 有 
R 人 

| R(x) | pT 

1 


我 们 看 到 ， 这 个 自然 数 N = 仅 与 有关， 而 


[Re 


与 x 在 区 间 [6, + co) 上 的 位 置 无 关 ， 

从 上 述 药 分 析 看 到 ， 上 节 例 工 给 出 的 函数 级 数 ， 尽 管 在 区 
所 (0, + ceo) 与 [9, + co) 上 都 收敛 ， 但 却 有 重要 的 区 别 ， 由 此 
引出 如 下 的 一 致 收 全 的 概念 。 


定义 设 函 数 级 煌 》 #.(x) 与 (x) 背 定 义 在 开 区 间 (4， 


5) 内 多。 如 果 对 任意 给 定 的 e>>0， 存 在 EN， 当 #<f 时 ， 
对 任意 xE (a,5})， 有 ' 


age 


“oo 上 SCx) — S.C%) |<e 


是 二 中 十 1 


| 六 ,(x)| = 


(12, 8) 


则 称 函 数 级 数 》 4.(x) 在 开 区 间 (a,8) 内 一 致 收 你， 或 称 函 


数 级 数 多 x.(x》 在 开 区 间 〈4, 信 内 一 致 收敛 于 9(x)， 


从 一 致 收敛 定义 容易 看 到 ， 一 致 收敛 必 收 仿 ， 但 收敛 未 必 


一 致 收敛 。 如 上 池 例 3 中 的 于 级 下 有 在 区 间 


如 将 开 区 站 的 成 阮 区 间或 半 开 区 问 亦 可 。 
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50，+ eco) 上 收 伍 ， 但 不 一 致 收敛 ， 
函数 级 数 的 一 致 收敛 概 。 y 
念 ， 有 明显 的 几何 意义 ， 将 
不 等 式 (12.8) 改写 为 
Sx) — eS (x) 
<Slx}y+e ! 
将 和 范 数 Y(x) 的 加 象 ， | 
沿 y 轴 向 上 平 称 一 段 e, 向 0 4 
下 平移 一 段 ze， 得 到 一 个 以 图 12,1 
曲线 SCx) -e 和 (x) +e 为 边 办 的 弯曲 带 形 。 这样， 一 致 收 
敛 定 义 就 可 以 释 解 为 ， 不 论 “* 宽 ”为 2e 的 弯曲 带 形 区 域 去 样 
“ 窄 ” 总 存在 aiE AN， 当 gz 时 ， 部 分 和 函数 5,(x) 的 图 
和 象 ， 在 开 区 闻 (a,5) 内 ， 必 全 部 落 在 以 曲线 5(x) +e 和 曲线 
Stx} -6 为 上 、 下 边界 的 弯 则 带 形 区 域 之 内 (如 图 12.1)》 。 


SulXt) s(x}+e 


| 1 {XY-€ 


只 


Dw sm wd dy es rp i 


例 1 证 明 阔 数 级 数 x"!' 在 闭 区 间 C -a,a] (0<a<1) 


上 一 臻 收敛， 
证 明 对 任意 xEL -~ ae]， 函数 级 数 了 x"! 是 公 比 为 


x(| xl sc<1) 收敛 的 几何 级 数 。 于 是 ， 为 任意 给 定 的 s>0， 
解 不 等 式 


| R(x) |= > 2 < 
或 or<(L- ca)e 
两 边 取 常用 对 数 得 


“lga<lgL(1 ~ cy)e] 
不 等 式 两 边 除 以 lga(<0) 得 
lg5(1L- gye) (8 
> 到 m- -人 | 
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于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 EV， 当 xz> 辐 时， 对 任 
意 xE[ 一 4,4]， 有 


| RCx) |= 


2 «|< 
R=s+1 | 


即 酒 数 级 数 》 x"! 在 闭 区 间 [一 a,a3 上 一 致 收敛 。 


和 二 1 


例 2 ” 证明， 函数 级 数 


二 1 < Be 
(i + (7 i 


于 a 
(i n+1+x: . 


在 (~ co，+ co) 上 一 致 收敛 于 5(x) = 一 一 


x2" 
证 明 因为 对 任意 x€(-co,+ cc)， 有 


A + (~ 一 
Jo = (Ts 2 二 2+ wx? i 


lw 二 -一 圭一 
+ (i 多 十 于 十 x?/ 
1+x: 证 圭 十 各 
i 1 2 1 ee Ne 
所 以 ， 0 名 二 [二 xz/ ftwx:* 


对 任意 给 定 的 e>0 和 任意 xE(- eco + co)， 解 不 等 式 
(RCx)] = 18(x) -SCx)| 


(| 
1+x? wx2 芳 十 了 十 2 


即 x> 寺 ,到 w= |- 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>>0， 在 在 neEN, 当 多 >Z0 了 时 ， 对 和 任 


= 


二 XE (- co 二 oo) 有 


要 1 
IR,{x)} =| SCx) $x)| = Te 


即 给 定 的 函数 级 数 在 (~ coy+ 0) 上 一 致 收 仑 于 Sx) = i 


2 


为 了 深入 理解 函数 级 数 多 x,(x) 在 区 间 4,5) 内 一 致 收 


三 ] 


敛 的 概念 ， 下 面 给 出 函数 级 数 | #.(x) 在 区 间 (a, 从 内 一 至 


收敛 于 和 函数 5(x) 的 否定 叙述 。 否定 的 方法 是 ， 将 一 致 收敛 
定义 中 的 "一致? 改 为 “ 非 一 致 ”", “任意” 改 为 “ 荣 个 ”“ 某 个 ”, 改 
为 “任意 ”， 不 等 号 “< ” 改 为 “之 ”。 于 是 有 设 函 数 级 数 


x,(x) 与 8(x) 此 定义 在 区 间 (4,5) 内 ， 如 果 存 在 某 个 ce。>0， 


对 任意 x#€ 碎 ， 存 在 茶 个 m>2 和 菜 个 xwE (a,8)， 有 


[R(x =| uw) [= 19(xo 一 uCxo es 


上 = 


则 函数 级 数 依 , #.(x》 在 区 间 (4,6) 内 非 一 敛 致 收 于 和 函数 


SCx), 


为 了 更 好 地 掌握 函数 级 数 》 x.(x) 在 (a,5) 内 一 臻 和 非 


一 致 收敛 于 和 和 画 数 5(x) 的 两 种 叙述 ， 现 对 比 列表 如 下 
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两 效 级 歼 Y Wy 《2 在 多 疝 (ayD) 一 致 收 本数 级 数 》 se 《x) 在 区 间 (a,5) 内 非 


| 
| | 4 二 | 


数 于 (CT<S=> 一 襄 收 襄 于 S(X) 寺 ~> 
对 任意 给 定 的 >0 i 存在 某 全 E00 
存在 t 茶 个 ) froEn ; 对 任意 的 各 
当 ( 习 意 p> 时 ， 对 任 应 EE Co) 存在 里 个 ”or 和 和 护 个 xn ei 9b) 
有 !B， WI=iy i co | 有 {Roo (xs ) |= >》 un (Kan 
4=at+1 天 一 eu 十 上 
= |Stx) — Se C(x) |<e = [SCXre) — SnolXre) (850 


例 35 证 明 ， 西 数 级 数 
x 2x% x 
lt 


Hx (x— 1)x 
Tr 
在 闲 区 间 C0，1) 上 非 一 致 收敛 ， 


2x Ly ) 
= : Re A “ve 
$7) 1+ dx*: 1+x: 3 


et 
+ (Ti rr) 


x 
EE 


于 是 ， 


Sx} = lims, {x} = lim 


Im 0 XE LOT) 


即 该 函数 级 数 在 闲 区 间 C0，12 上 收敛 于 和 消 数 5(x) 三 0， 
下 面 证 明 它 非 一 致 收效 。 
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事实 上 ， 存 在 a= 证 0>0， 对 任意 的 xE 困 ， 存 在 某 个 


n># 和 某 个 xu= 二 EC50,13， 有 有 


ms 
[SCx0) 一 人 xD) =|0- 一 -一 一 
工 十 za 
六 
本 = 6, 


即 给 定 的 函数 级 数 在 闭 区 间 C0，1J 上 非 一 致 收 化 于 了 Cx) 三 0， 
例 4， 证明， 函数 级 数 久 Crxe-"* 一 《x~1)xe-0-0*] 在 闭 


区 则 C0, 1] 上 非 一 致 收 敏 于 和 函数 9Y(x) 三 0。 
证 明 对 任意 xEr5o,13， 有 


S$,(x) = 人 [Exe 一 《有 一 了 )xe-(t-Dxy] gxe-” 


点 二 | 


于 起 ， 


$x) = lim? x)= limsxe "*—0 


这 就 证 明了 ,给 定 函数 级 数 在 闭 区 间 [0,1] 上 收敛 于 5(x)==0, 
下 面 证 明 该 函数 级 数 在 闭 区 间 50, 1 上 非 一 致 收敛 。 


事实 上 ， 存 在 = 上 二。 .> 0， 对 任意 的 ac N， 存 在 某 个 


加 >x 和 某 个 x。 = 地 本 


1 
Li 
@ 把 es 取 为 夺 ， 主 要 考 目 点 Xmy 取 为 汪 时 ， 使 得 0 2 一 |_1、 
1 1+ne? ,一 2 
np 
1 
3 


1 = 
图 “把 e4 取 为 35， 是 因为 an 取 为 产 时 ， 有 10 一" 训 0-"0561 = 由 之 部， 
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le 


f 
过 ] 0 一 多 pg 二 | 二 "> 二 二 6&0 


| RC) [= | YD) wil) 


= g++] 


即 给 定 的 函数 级 数 在 闭 区 间 [0,12 上 非 一 致 收敛 于 5(x) 三 0, 
例 5 证明 ， 如 果 函 数 级 数 > u(x) 在 区 间 ( 一 co，+ co) 

上 一 致 收敛 于 5(x)， 函 数 f(x) 在 区 间 ( -00， +co) 上 有 界 ， 

则 画 数 级 数字 Kx)a(x) 在 区 间 〈- + co) 上 一 致 收 伍 于 


fx) Stx)., 
证 明 已 知 .fx) 在 区 间 〈- ce，+co) 上 有 界 ， 即 存在 


计 >0， 对 任意 xE(-eoy+co)， 有 
TAGx) [< 对 


因为 函数 级 数 》) x(x) 在 区 间 (- co, + cc) 上 一 致 收敛 ， 


月 二 工 


所 以 ， 根 据 函 数 级 数 一 致 收敛 的 定义 ， 对 任意 给 定 的 吉之 0, 存 
在 加 EE 的 ， 当 #1 上 时， 对 任意 xE(- co + co) 有 


= |S (Cx) — 5,Cx)| < 可 


IR,Cx) -| D) waCx) 
由 一 十] 


设 函 数 级 数 》 f(x)#a(x) 的 部 分 和 为 os(x)， 和 那么 


OA(X) = > fx)nrtx) S70 r(x) = fx)S, (x) 
£=1 旺 二 二 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 之 0 (同上 述 e) ， 存 在 加 E 尺 (上述 的 
加 ) 。 当 # 六 加 时 ， 对 任意 xE(- co + ooo) 市 
[fC SCx) — ox)| =| fx) Sx) — fx) ,Cx)| 


91 


=| Fox) |S Cx) 一 SCx)| CM 


即 函 数 级 数 f(x)w,(x》 在 区 间 ( 一 co, + co) 上 一 致 收敛 。 


s 二 1 


$12.5 一致 收敛 判别 法 


一 致 收敛 是 函数 级 数 中 重要 的 概念 ， 无 论 是 研究 一 般 的 范 
数 级 数 的 各 函数 的 分 析 性 质 ， 还 是 讨论 宕 级 数 等 特殊 的 函数 级 
数 的 和 水 数 的 分 析 人 性 质 ， 经 常 要 判别 函数 级 数 的 一 致 收敛 性 。 
如 果 每 次 判别 都 根据 一 致 收敛 的 定义 ， 那 就 太 麻烦 了 。 罗 此 ， 
我 们 给 出 玫 种 常用 的 一 致 收 化 判 别 法 ， 
定理 12. 1 ( 柯 西 一 致 收敛 准则 〉 ” 画 数 级 数 
HCX) 二 UKX) Fe + HX + 《12.2) 
在 区 间 《4, 引 内 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 ae>0 
存在 #, EN, 当 # 盖 为 时， 对 任意 PEA 和 任意 xG (ta,0), 有 
[S35Cx) — SCGOF = fariCX) + Hara(X) + 
+ urp(x)| <e 
证 明 必要 性 设 函 数 级 数 (12.2) 在 区 间 (4, 们 内 一 臻 
收 化 ， 很 据 一 致 收敛 定义 ， 则 对 任意 给 定 的 e>0， 存在 NE 
入 ， 当 za 了 时， 对 任意 xC (4,8)， 有 


13( — 5,0x) | < (1) 


特别 是 对 x#+P >n,, 蕊 有 
| SCX) 一 oo(x) |< 《2 ) 


于 是 ， 由 (1) 与 2) 有 
Soeo Gx) — Sw) = [SeroCx)— Sx) + SCx) — $Cx)} 


SES oF + Sx) -Sx) [< + 
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充分 性 ”由 题 设 ， 根 据 数值 级 数 的 柯 西 收敛 准则 知 ， 对 任 
意 给 定 的 xE (a, 5) (x 暂时 固定 ) 数值 级 数 》| #.(x) 收 敦 ， 


a 二 上 


即 对 任意 给 定 的 x& (4a, 引 ) 有 


limS, tx) = SC(x) (3) 
又 由 题 设 ， 妆 z> 时 ， 对 任意 PEN 和 任意 xE (a,68)， 有 
| Kx) — S$.(x) |<e (4) 


令 了 一 +oo0， 对 不 等 式 (4) 取 极 限 〈 可 在 绝对 值 号 里 取 极 
溉 ) ,由 (3) 式 得 

| Sx) — Sx)| Se 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 WE 和 NN， 当 ?> 办 时 ， 对 任 
意 xE€ (a,5) 有 

| SCx) — S.Cx) |<e 
即 医 数 级 数 《12.2) 在 区 间 (4,5) 内 一 致 收 化 品 

为 了 更 好 地 掌握 函数 级 数 的 柯 西 一 致 收 伍 准 则 ， 现 将 柯 西 

一 致 收 敏 准则 的 正 否 两 种 叙述 列表 如 下 : 


了 ts 《xz) 在 区 间 (a;7) 内 一 致 收 伊 加 (x) 在 区 和 (a,5) 内 非 一 至 收 全 


上 ma 二} 


<> < 
对 任意 给 定 的 >，0， 存在 某 个 80 之 0， 
存在 ( 茶 个 ) rn Enm | 对 和 在意 的 nEn， 
当 ( 人 在 意 ) 4>>82o 时 和 企 意 人 EN， 存在 某 沾 pw >m 种 某 个 Po En， 
对 任意 前 YE (esD)， 存在 某 个 xsE (ab)， 
有 |Ss+AX》 一 人 CS)| = luni CX) 育 | 8。 +po CX) Senso | = it Xo) 
+ UtatX) + + Mat ptX)| Le + eg+2 (Xo) + … 十 Usp+ pag | Se 
例 1 证明， 函数 级 数 
sinx + Sn Zw a Sm + 


在 区 间 (《- s ，+co) 上 上 一致 收 敛 ， 
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证 明 对 任意 xE(- co + cc) 和 任意 PEN， 有 


1 人 xy = SO| = | Sot Er D+ 


(z+ 1): (n+ 2 
sin(tg+ Px | sin(#+ 1)x i | SinCs + 2)% 
(Ca+P) | | Carl1)* | 1 (n+2)’ 
sin (n+ P)x i 1 
和 《下 十 五 )3 < (n+ 1)* 
0 
ttt +py)? Ce 
3 1 1 加 1 we 一 Ra 
因为 ， I 二 一 本 了 《站 二 了 3， ) 


所 以 ,由 《5) 式 有 
i 1__1 和 
8500- CO1< 仁 - 宙 + -二 


+ (二 二) 二 p< 


对 任意 给 定 的 之 0， 解 不 等 式 
| S40Cx) — SCx) | < 二 < 


得 s> 寺 ， 取 轴 = [ 土 |。 于 是 ， 


对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 二 = [一]， 当 :> 时， 对 


任意 PEN 和 任意 xE 《~ coy +co)， 有 
| S48 CX) ~ Sx))| <e 
即 给 和 定 的 函数 级 数 在 区 间 (- ce，+ co) 上 一 致 收 化 ， 
例 2 利用 森 西 一 致 收 伍 准则 的 否定 叙述 ， 证 明 数 项 级 
数 


ee 
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在 区 间 ( - cc， 
证 明 存在 sa= 寺 >0， 对 任意 的 xE 丸 ， 存 在 某 个 mm > 


# 和 Po=zmcEN， 存 在 革 个 x。， =wnE(-co,+o00)， 有 
|Srra Xs0) ~ Sa CX) |= 一 


EE, i ,RS 
[Ri 


于 是 ， 根 据 柯 西 一 致 收敛 准则 的 否定 叙 途 ， 该 函 赦 级 数 非 一 至 
收敛 . 
例 5 利用 柯 西 一 致 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 证 明 函 数 级 数 


六 az” 在 区 间 (0, + coo) 上 非 一 致 收敛 ， 


证 明 存在 = 地 >>0， 对 任意 的 aE NN， 存 在 某 个 >># 
和 某 个 P= m， 存 在 某 个 ee 有 
| 一 Cs ) | = swim 二 )- 5) | 


= | {xo 十 Te-Go+0m 十 Cf 十 2 6-Cota] 十 = 
十 270-2"0 i | 盖 #0 62705 十 人 0 十 …" 十 je 
= Ne > 二 一 局 
于 是 ， 根 据 柯 西 一 致 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 给 定 函 数 级 数 在 区 


问 (0，+ oo) 上 非 一 致 收敛 ， 
出 例 1 看 到 ， 应 用 柯 西 一 致 收 训 准则， 判别 阔 数 级 数 的 一 


x 2 
A RE 
ee ng >3- 


国 a4 到 为 了 ， 主 要 考 由 当 wa0= wo 时 ， 有 | 
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致 收敛 性 也 是 比较 麻烦 的 ， 但 是 有 了 这 个 准则 ， 可 以 导出 一 些 
应 用 起 来 很 方便 的 一 致 收敛 判别 法 ， 
_ 定理 12,2 (外 尔 斯 特 拉 斯 或 用 一 判别 法 ) 如果 函数 级 


各 二 | 
[ax [Sa, (x= 1,2,..) 


而 正 项 数值 级 数 依 4a, 下 敛 ， 则 函数 级 数 洛 zx,(>) 在 区 间 (4,5) 


二 上 二 二 ] 


内 一 致 收敛， 


证 明 ”因为 正 项 数值 级 数 》 <， 收敛， 所 以 ， 根 据 数 售 级 


数 的 柯 西 收敛 准 则 有 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存在 mwEN， 当 
# 六 1 时 ， 对 任意 PE 和 ， 有 
[Sp— 3 = {art Arrat tt A+) < (6) 
又 因 对 任意 xE (a5)， x,(x) | 和 rz， (= 1 2 …)， 故 由 (6) 
式 有 
(a gu+pCx))| 
|W! + gsr2(w)| + + lx) 
amt driit +t dotp) ee 
这 就 证 有 明了， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 EN， Yn> 加 时， 
对 任意 了 PEN 和 任意 xE 《4,5)， 有 
| S04s (xX) ~ $Cx)| <e 


根据 柯 西 一 致 收 伍 准则 知 ， 函 数 级 数 洲 x,(x) 在 区 间 (4, 引 内 


一 致 收敛 。 加 
此 判别 法 称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 优 级 数 判别 法 ， 正 项 数值 级 数 


允 称 为 优 级 数 


们 ”外 尔 斯 特 拉 斯 ，Wejerstrags, K， 管 国 数 学 家 ，1816 一 1897。 
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例 4 判别 函数 级 数 
X3 55 ee 
oY oi 


在 区 间 [一 4,#] (4 六 0) 上 的 一 性 收敛 性 。 
解 ” 因 为 对 任意 xEK-a, 4]， 有 


ee i ty 
| # .Cx) | = ‘ 1) (272— 1)1 ras 1 


《z= 1 ,2, "1 ) 


一 


| 


硬 正 机 级 数 6 一 7 六 收敛 ， 所 以 ， 概 据 M 一 判别 法 知 ， 
个 完 务 数 级 数 在 区 间 [ - oo 上 一 到 收 铸 
现在 再 来 考察 例 1 中 的 函数 级 数 凡 二 az -， 如 果 用 人 一 


判别 法 判别 它 在 区 间 (~ 吕 ，+ )} 上 的 一 致 收 仑 性 ， 那 是 非常 
简单 的 。 事实 上 ， 因为 对 任意 xE(- oo0,+ co)， 有 、 


| 
Ee < (2) 


I 


i 到 罗 3 去 收敛， 所 以 ， 根 据 W 一 判别 法 知 ， 3 


在 区 闻 (- co， + co) 上 一 致 收敛 ， 

上 上述 二 例 已 充分 地 说 明了 ， 好 一 判别 法 是 判别 其 些 郴 数 级 
数 的 一 致 收 傅 性 的 非常 简便 而 又 有 效 的 方法 ， 但 是 读者 不 难 发 
现 ， 几 是 能 用 旭 一 判别 法 羯 别 它 的 一 致 收敛 性 的 函数 级 数 ， 它 
必 是 绝对 收敛 的 。 因 此 ， 对 那些 虽然 是 一 致 收敛 ， 但 却 非 绝 对 
收敛 的 函数 级 数 ， 寻 一 判别 法 就 失效 了 。 对 于 判别 一 致 而 又 条 
作 收 化 的 沙 数 级 数 的 一 致 收 全 性， 这 里 有 与 判别 数值 级 数 条 件 


elo mi 
lmeanti)i’ oll “Ol 


心 ”用 达 兰 贝尔 判 
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收 伍 性 相对 应 的 ， 关 于 羯 别 一 致 收敛 性 的 狄 利克 莱 判 别 法 和 阿 
员 尔 判别 法 。 


定理 12.5〈 狄 利克 莱 判 别 法 ) ”如 果 函 数 级 数 》 2,《x)~ 


5 ,(x) 满 足 条 件 : 
(1)》 对 任意 固定 的 xE (a, 们 ， 数 列 a,《x)} 单调 ， 且 
对 任意 给 定 的 se>0， 存 在 办 EN， 当 2 时 ， 对 任意 xE 
《2z,2)， 有 | efx)| 一 es; 
《2 ) 存在 数 以 汪 0， 对 任意 xE (la,b)， 有 
[B.Cx) |= IBCx) + Bx) +t et B(x) [EM 
(x=1,2,."") 


则 函数 级 数 》 ea,(x)4.(x) 在 《42 内 一 臻 收敛， 


证 明 由 (3) ,对 任意 xE(eab) 和 任意 PE 下 ， 有 
| 51Cx) + Boral) +t e+ bo re) 
= |B.rr(x)— Btx) [St{ Brox) [+| B.Cx) D2M 
由 《1)〉， 不 妨 设 ， 对 任意 固定 的 xE€ 《4,5), 数列 (4,(x)) 
递减 TC。 又 由 于 对 任意 固定 的 xE (a, 引 ，a.(x) 收敛 于 0， 故 必 
有 
EAEDE- TAS SC 2 
XX) 字 之 0 
于 是 ， 根 据 阿 贝 尔 引 理 ， 有 
[a CI CX) + a PX) Te 
+ rp (Xo rox) IMa, Cx) 《了 7》 


由 《1), 对 任意 给 定 的 忆 第 >>0， 窑 在 m%E N， 当 x>mm 时 ， 


四 若 {as 《Xx)} 递增 ， 则 {一 4s kx)) 递减 ， 这 时 考虑 级 数 ( — as (X)) 
! 有 
CC-bs (7X) 的 一 致 收 训 性。 
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对 任意 xE Lz,3)， 有 有 
0<an(*) < ( 8) 


所 以 ， 由 (7) 与 (8) 式 ， 立 即 推 得 
la Cx)B xX) tt dr (XO px) a 


根据 函数 级 数 的 柯 西 一 致 收 全 准则 知 ， 函 数 级 数 放 4.(x)5.(x) 


在 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 ， 0 
定理 12. 4 ( 阿 贝 尔 判别 法 ”如 果 函 数 级 数 as(x) 思 .(x] 


满足 条 件 ， 

(1) 对 任意 固定 的 xE ta 了 )， 数 列 {eCx)} 单调 ， 且 
函数 列 《4,(x)}) 在 区 间 (4,8) 内 一 致 有 界 ， 即 存在 数 MM 二 0， 
对 任意 wxE (tw,5) 有 


| a.C%)| MH 《 玉 二 1, 2,..*) 


(2 ) 函数 级 数 汶 5.(x) 在 区 间 〈“a, 分 内 一 致 收敛 ， 


则 函数 级 数 》 a,(x)5.(x) 在 区 间 《4,6) 内 一 致 收敛 ， 


证 明 出 《2) ,根据 柯 西 一 致 收 倒 准则， 为 任意 给 定 的 
27>>0， 存 在 zEA， 当 zz 六 时， 对 任意 PEN 和 任意 x & (ay 
5)， 有 

(BCX) + EN) + tb x)) < 《9) 


出 条 件 (1》 和 “(9 式 ， 很 据 阿 贝尔 引 理 ， 有 


tr a ms 
十 gatp( Xb ro(x)| 
el eeritx) |+ 2)4rr(x))| ) 3 Me 


599 


根据 函数 级 数 的 柯 西 一 致 收敛 准则 知 ， 画 数 级 数 广 “(x)2.(>) 


在 区 间 《4, 引 内 一 致 收 全 ， 0 


Sin 2nx 


例 5 六 别 画 数 级 数 郊 “ 在 闭 区 间 [Caz 一 4] 


(0<c< 了 本) 上 的 - 煞 以 敛 性 。 
解 ” 用 狄 利克 莱 判 别 法 、 设 4a， (0) = ,bx) = Sin2nx 


《z=1,2,…)， 显 然 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 对 任意 固定 的 xEfCasT 一 023 数列 4.x) = 地 - 弟 
减 ， 卫 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 oN， 当 3 #4 时 ， 对 任意 
xCrar-c]， 有 1a:(Cx)] -| 过 a 


(2) 对 任意 xEfa,T-aJ， 有 
-| > sink.2x 
由 三 上 i 


《二 11)2 2 
$ in 人 二 )2x% "S$ in-< 


1B.(x)| = > sin2gx 


Ll i (1,2 0A) 


于 是 ， 梳 据 儿 利克 某 基 刚 法 知 ， 生 数 级 数 男 “S 于 在 亲 区 加 
Car — 0) (0<c< 万 ) 上 一 政 放 敛 ， 
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例 8 证明 画 数 级 数 了 《一 ?Ct 在 (~ co, + oo) 


上 一 致 收敛 ， 
证 明 用 阿 贝尔 判 蛋 法 。 设 za.(x) = arctgwpxz， 2,.(x)= 


全 也 (x=1,2,…)， 显然 ， 满 是 下 列 条 件 : 


(1) {a.(x)) = {arctgsx’} 对 任意 大 定 的 xE(- co, + co) 
递增 ， 有 一 致 有 界 ， 这 是 因为 ， 对 任意 xE(- coy +ococ) 有 


jarctgzxs < (#= 1,2,.…); 


a (—1)"*! 
人 六 bo) 7 收 化 ( 见 311.4 例 1》， 

故 它 在 区 闻 (- cp ，+ so) 上 一 致 收敛 。 
于 是 ， 根 据 阿 贝尔 判别 法 知 ， 级 数 久 《一 也 ”arctge 


a 二 1 


在 区 间 〈- co，+ce) 上 一 致 收敛 。 


§12.4 和 和 函数 的 分 析 性 质 


我 们 在 812.1 的 鲍 3 中 看 到 了 ， 一 般 说 来 ， 函 数 级 数 的 
每 项 所 具 丰 的 分 析 己 质 不 能 推 得 和 函数 也 具有 同样 分 析 性 质 。 
但 是 、 如 果 画 数 级 数 是 一 致 收敛 的 ， 则 每 项 所 具有 的 分 术 性 
质 ， 就 可 以 推 得 和 西数 也 具有 同样 的 分 析 性 质 . 

定理 12.5 如果 函数 级 数 

HK EF HAAR) TN) (12. 2) 
在 闭 区 间 [a, 上 一 致 收敛 于 5tx}， 且 它 的 每 一 项 zx,(x) 在 
闭 区 间 54,52 上 禾 连 续 ， 则 省 数 级 数 (12.2) 的 和 函数 5(x) 在 
闭 区 间 C4, 幻 上 也 连续 | 
分 析 上 只 须 证 明 SC(x) 在 闭 区 间 [a,2] 上 任意 一 点 x。 连 
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续 ， 即 证 明 ， 对 任意 给 定 的 se>0， 存 在 6S>0， 当 |x-x] <6C 
时 ， 有 | 了 Cx) 一 SCx0) |<e 即 可 。 

证 明 任 取 一 点 xE (2z,5)， 因 为 函数 级 数 (12,2) 在 闭 区 
间 《zc, 所 上 一 驴 收 侣 ， 所 以 ， 对 尾 意 给 定 的 se>0， 存 在 hE 
入， 当 3 # 泛 有 ， 时， 对 任意 xEre,b3， 有 


[SCx) ~ 5 ,0%) | < (1) 
特别 地 ， 当 X=x 时 ， 有 


| $Cx0) — 5 ,Cx0)! < 字 (2) 


又 因 函 数 级 数 (12.2) 的 每 一 项 xz,(x) 在 闲 区 问 [a, 纪 ) 上 连续 ， 
所 以 5,(x) 在 闭 区 间 La,5J 上 也 连续 ， 沼 然 在 点 x， 连续 。 根 
据 函 数 在 一 点 连续 的 定义 知 ， 对 同一 个 e>0， 存 在 6>0， 当 
lx -xd 过 6 时 ， 有 


3 -5x0) | 之 宝 (3) 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 当 |x — ol <6， 且 xELa, 5, 
由 (人 1) 、(2)》 和 《3) 式 ， 有 
SCx) — Sx = [SCx) — 5 .Cx) + 3, (Cx) 
— $C%0) tS (x) — SCx0)| 


< ++ 
3 8 


故 和 函数 $Cx) 在 点 > 连续 ， 下 由 点 x ELa, 6 的 任 意 性 
知 ， $Cx) 症 闭 区 间 [4; 罗 上 连续 。 


定理 12.6 ”如 果 诅 数 级 数 汶 *,(x》 在 闭 区 间 〔e, 幻 上 一 


二 1 


致 收 伍 于 5(x)， 并 且 每 一 项 w,(x) 在 闭 区 间 [w, 2] 上 连续 ， 
则 和 函数 5(x) 在 闭 区 阅 [a, 幻 上 可 积 ， 且 有 等 式 
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| sdx= | #, CX}dx 《12. 9) 
| 


函数 级 数 的 这 种 性 质 简 称 为 逐 项 可 积 , 
分 析 由 于 


f sndx= aC) dx = lim y | #iCWY dX 
2 = | 


= lim | wx(x) dx = im [S.C dx 


mo 


只 须 证 明 ， 对 任意 给 定 的 > 存在 wzEN， 当 z>m 时 ， 有 
下 oa- [sedax < ceo -53.001 dre 

证 明 首先 ， 由 于 #,《x》 (x=1,2,…) 在 闭 区 间 [4, 0 上 

连 绕 ， 且 函数 级 数 交 z,(x) 在 闭 区 间 Ca, 6 上 一 致 收 敏 。 于 


是 ， 根 据 定 理 12.5 知 ，4(x) 主 闭 区 闻 [4, 9 上 连续 ， 故 5 了 (x) 
在 闭 区 间 [4,5 上 可 积 ， 
其 次 ， 根 据 一 致 政 敛 定义 ， 对 任意 给 定 的 se>0， 存 在 因 E 
入 ， 当 7 寅 加 时 ， 对 任意 xE [4,8J]， 有 
(S.Cx) ~ SOX) |<<e 
于 是 ， 


. ; 
fcse) ~ 3,(x) Id ] <| SOx) — 3,(x)) dx 
< [edx=e(s-a) 


这 就 证 明了 等 式 (123.9) 成 立 。 0 
等 式 (12.9) 也 可 改写 为 


| H.C(X) dx -y | uC) dx i 
3 二 4 二 上 
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定理 12.7 如果 函数 级 数 》 zx, (x) 满 足 条 件 : 


ft 三 1 


《1) 团 区 间 在 La,82 上 收 钱 于 和 了 蕊 数 5(x); 
(2 ) wz,(x) 《z=1,2,'…) 在 闭 区 间 [a,b 上 有 连续 的 导 
函数 w(x); 


(3) 2 4(x) 在 闭 区 间 Ka, 2 上 一 致 收 伍 ， 


则 和 函数 5《x) 在 闭 区 间 [a,62 上 也 有 连续 的 导 函 数 ， 且 


Sx) = 9 # Cx) (12. 11) 


二 二 1 


函数 级 数 的 这 种 性 质 ， 简 称 为 逐 项 可 微 ， 


证 明 由 (3) , 设 T(x)= w(x)。 再 由 (2) ， 根 


二 一 1】 


据 定 理 12.5 知 ，T(x) 在 闭 区 间 5e,b 上 连续 ， 且 六 (x) 


二 上 


在 Ca,xJ(SkKea 的) 上 也 一 致 收敛 , 再 由 (2)， 根 据 定理 12.6, 有 
frens=B fs (sx 6) 

由 微 积分 基本 公式 ， 有 
dy eg) = ~ #4) 

于 是 ， 


| T0040 = 了 [xz (xy — H.C4)) 
s=t 


再 由 条 件 (1) 知 ， J(x) = D, 8 (xD)， 3(z)= zfz) 报 据 


到 三 | 旦 二 上 


定理 1f,2， 有 


10€ 


[repay = yoo S00) 
即 S00 = | TO dy + 86a) (4) 


对 《4》 式 两 边 求 导 ， 注 意 T()) 在 闭 区 间 La,xJ 上 连续 ， 根 
据 定理 9,16 得 


six)= {| Ta + S00))] = Tx) 


mo 


项 S'(x) = 和 WW 口 


和 二 


等 式 (12. 11) 也 可 改写 为 


a ‘09] -了 (x) (12.12) 


例 1 证 明 函 数 5(x)= 》 we 在 (0，+co) 内 连续 . 


用 二 下 


分 析 因为 级 数 zxe- "在 区 间 (0，+ co》 内 并 非 一 致 收 


化 〈 匈 812.3 例 3) ， 所 以 不 能 直接 应 用 定理 12.5， 证 明 5S{x) 
在 区 阅 (0，+ 中) 内 连续 ,但 由 于 5(x) 在 区 间 (0, + co) 内 连 
续 ， 即 函数 yx) 在 每 一 点 x,€ (0, + co) 连续， 因此， 对 证 明 
5(x) 在 区 间 (《0, + co) 内 连续 就 转化 为 证 阴 了 (*)》 在 任意 一 点 
xcC(0, + 00) 连 竣 。 而 要 证 明 J(x) 在 任意 一 点 weE (0, + co) 
连续 ， 可 任 取 c>>0， 使 得 9 之 a 之 ww。 证 明 级 数 在 区 闷 [a， 
+ co} 上 上 一致 收 合 。 从 而 ， 根 据 定理 12.5 知 ，5(x) 在 区 间 [as 
+ co) 上 连续 ， 这 就 证 明了 5(x) 在 区 间 ( 必 , + co) 内 连续 ， 

证 明 设 x 是 区 闻 (0, + seo) 内 性 意 给 定 的 一 点 ， 存 在 正 
煞 cc， 使 0 和 ac<-x,， 给 定 耻 数 级 数 满足 条 件 : 

C1) w(x) = ne 在 区 间 (c + seo) 上 连续 (z= 1,2,…); 
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《2 ) 级 数 》) xs(x) = 2 ze 在 区 间 (a, + co) 上 一 臻 


收 全 . 
事实 上 ， 对 任意 xE(7,+ co)， 有 
jzre "| SN (2z# =12，…) 


而 级 数 mw … 收 贫 @， 根 据 寻 一 判别 法 知 ， 函 数 级 数 记 ze 


在 区 间 〈a, + <o) 上 一 致 收 敛 。 

根据 定理 12.5 知 ，9(x) 在 区 间 (a，+ co) 上 连续 ， 从 而 
在 点 x 连续。 由 xs Et0 + co) 的 任意 性 知 ， 和 函数 5(x) 在 
区 间 (0, + co) 内 连续 。 


例 2 证 明 ， 0(x) = 广 arctg = 在 区 间 ( -ceoy + 0) 


和 三 1 


上 可 被, 且 bx) = [arctg |. 


二 ] 


证 明 因为 函数 级 数 人 arctg*; 满足 条 件 


(1)》 函数 级 数 访 arctg 习 在 (一 2， +o) 上 收敛 @， 


有 2 
C2) [arctg | = Ga= 2 在 (-coy+eoo) 
,here nn} a 1 
DT VR 
hn gl 


根据 比较 判别 法 推论 知 ， 级 数 》 ne-"o 收敛 。 


区 
ZT Clg 


名 对 任意 XYE(-=00,+00)， 有 lim = 1 < + 00, 


nn 
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上 连续 
(3) 函数 级 数 甩 [arctg 二 | -了 二 


站 二 1 


+ co) 上 上 一 致 收敛 。 
这 是 因为 ， 对 任意 xE(- oo,+ co) 有 


全? ? < 1 
24 十 X2z | Wx: ~ 


《x=1, 2 "+) 
而 数 信 级 数 到 收敛， 改 由 4 一 判别 法 知 ， 本 数 级 数 


在 区 间 ( - cc, + coc》 上 一致 收 伍 。 
由 (1》、 (2) 和 (3》， 根据 定理 12.7 知 ，9(x) 在 区 


间 ( 一 co, + co) 上 有 连续 导数 ， 且 0'(x) = 六 | [arctg <| 。 


$12.5 和 函 数 列 


一 函数 列 概念 


定义 设 乒 (xy》(z=1 2 …) 是 定义 在 集合 吾 上 上 的 一 列 
浮 数 ， 即 
fr) fx es fox) (12. 13) 
称 它 是 定义 在 E 上 的 函数 列 ， 记 作 {J ,(x)},，xE 上 . 
对 于 上 每 一 个 给 定点 x,， 画 数列 (12.13) 就 变 成 了 数列 
fCx), fxr), 1 fC) (12, 14) 
如 果 数 列 (12.14) 收 合 ， 刚 称 点 x 为 函数 列 (12.13) 的 收 伍 
点 ， 或 称 函 数列 《jj,(x)}》 在 点 x， 收 黎 。 如 果 (12.14) 发 散 ， 
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则 称 点 x。 为 函数 列 (12.13) 的 发 散 点 ， 或 称 防 数列 《f(x)) 
在 点 ~o 发 戎 ， 

所 有 收敛 点 组 成 的 集合 爱 CE， 称 为 函数 列 《f.(x)} 的 
收敛 域 ， 所 有 发 散 点 组 成 的 集合 了 五 ，[ 称 为 函数 列 { 广 (x))} 
的 发 散 域 ， 显 然 ， 脂 UY= 畏 ， 如 果 收 敛 域 到 是 一 个 区 间 ， 则 
称 芝 为 收 襄 区 间 ， 

对 于 收敛 域 导 内 每 一 个 确定 点 x， 数 列 {了 ,(x)) 在 点 x 收 
伍 于 它 的 极限 广 x7》。 于 是 ， 在 函数 列 {了 ,《*x)} 的 收敛 域 苹 上 ， 
就 定义 了 一 个 函数 f(x)， 称 六 *) 是 函数 列 {f(x)} 的 极限 还 
数 ， 即 

f(x) =limf,(x)， 任意 xEX 


例 1 求 定义 在 区 间 ( 一 co, + co) 上 的 等 比 数列 {ff, (x)} 
= {x 的 收敛 域 和 和 极限 沼 数 ， 

解 显然 , 当 |x| <I 时 ,f(x)=limf.(x)=limx"=0， 

当 x*=1 时 ，f(1)=limf,(1)= limi=1; 

当 x= -1 时 ， 数 列 {1( 一 1)'}) 发 散 ? 

当 | x [之 1 时 ， limf, (x) = limx"= co。 

于 是 ， 等 比 数 列 的 收敛 域 为 区 间 (- 1 1]， 极 限 函数 

i 10 [i |<1 时 ， 
2 时 . 

例 2 求 定义 在 区 间 [50, + co) 上 的 函数 列 {f,(x)}= 

全 关 磅 .} 的 收 敏 域 和 家 限 琢 数 ， 
二 十 不光 


解 当 x=0 时 ， 广 (0)=0， 从 而 
f(0) = lim f.(0)=0 
3 xE (0; +co) 时 ， 有 


oe Ee ee te A 


1+t hx? 
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AAA 
] 
训 玉 
9 
Em 水 x? 


即 函数 列 {7.(x)] = {一 郑 咬 二 } 的 收敛 域 X = (0, + oc), 其 极 


1+ nx? 
限 函 数 (x) 三 0, 


二 ”一致 收敛 性 


不 难看 出 ， 函 数 级 数 的 收 伍 域 及 其 和 函数 5(x)， 实 质 上 
就 是 部 分 和 函数 列 {5 ,(x)} 的 收敛 域 及 其 极限 画 数 5(x), 而 


冰 数 级 数 》 xz,(x) 在 区 闻 (2, 纺 内 一 致 收敛 于 和 函数 SCx)， 


n= 二 1 


实质 上 就 是 函数 级 数 的 部 分 和 高 数列 {5 .Cx)} 在 区 闻 〈2a 2 内 
一 致 收敛 于 极限 酒 数 SC(x)。 对 一 般 通 数列 ， 有 如 下 定义 ， 

定义 设 画 数列 {f(x)} 与 函数 f(x) 和 皆 在 区 间 (4, 小 内 
有 定义 ， 好 果 对 任意 给 定 的 se>0， 存 在 好 ENWN, 当 # 沁 加 时 ， 
对 任意 xE (a,8)， 有 

{f(x) ~ f(x) |<e 

划 称 函数 列 {f.(x)} 在 区 间 (say 人 内 一 致 收 人 误 ， 或 称 函 数列 
{f(x)} 在 区 间 (4, 引 内 一 致 收 你 于 极限 函数 f(x)。 

例 3 证 明 ， 函 数列 


Vml1 vx-1 
Tw Ta ly 
xX—1 a 
1+ n(x — 1 
在 区 间 C1, + co) 上 一 至 收 令 于 极限 函数 fx) 三 0. 
证 明 对 任意 给 定 的 2 之 0 和 任意 xELl; + co)， 解 不 等 
式 
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-fA 1=|0-_ i |= Vl 
EA lta bE 1 + w(x— 1) 1+n (Cx— 1) 


2 1 1): 


得 "> 去 。 取 mm= [去 ]。 于 是 ， 对 任 总 给 定 的 e>0， 存 在 mE 


N, 当 4>> 为 时 ， 对 任意 xCErl, + 20)， 有 
0- yr 
PA da 1+x:Cx—1) <。 


即 函 数列 { 7, (xy?} = 人 | 在 区 间 Cl, + co) 上 一 致 


收 合 于 极限 函数 f(x) 三 0, 

为 了 应 用 函数 列 的 一 致 收 伍 定义 判别 函数 列 的 一 致 收敛 性 
航 非 一 致 收 系 性， 我们 将 函 教 列 的 一 致 收 伍 与 非 一 致 收 伍 列 表 
对 比如 下 ， 
落 数 列 {了 《办 } 在 区 则 《as8) 内 一 致 收 训 | 函数 烈 {f(x} 在 区 疗 tas) 岂非 一 


于 (办 所-=> 避 收 僵 于 (以) < 后 -> 
对 和 任意 给 定 的 8>>0 存在 某 个 84 >>0 
存在 【 某 个 ) ?po En 对 任意 的 为 公允 
当 (¢ 任 意 )%>>no。 和 任意 XEa,b) | 在 在 某 个 m6>n 和 菜 个 x (a5) 
有 I 了 -了 tl <e 有 [gs -fr en 


例 4 证明， 函数 列 { f(x)} = {#xe-"*} 在 闭 区 间 50, 17 
上 非 一 致 收 雍 于 极限 函数 f(x) 夺 0. 

解 ”不 难 证 明 ， 函 数列 {f(x)} = {rxe-"*} 在 闭 区 间 50， 
13 上 收敛 于 f(x) 三 0., 

当 x=0 时 ，f,(0) = 0， 于 是 ， f(0) =limf.(0) =0, 
i 


放 _2'1WVX-1 ] 。 


20» 
ab t+bz 一 > P 
人 
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当 0<x1NH, f(x) =1im 六 (xy)=1imaxe > 由 三 0。 
即 【六 (x)} 在 闵 区 间 [0, 世上 收敛 于 极限 函数 /xz 和 
存在 5= 于 “>0， 对 任意 的 zaG N， 存 在 基 个 m>z 和 某 


个 xm= 汪 E50,1]， 有 
esd fl = oa 号 Try 和 


即 函 数列 {f,《x)} = {wxe-"'*} 在 闭 区 冯 [50,1) 上 非 一 致 收敛 于 
极限 函数 f(x) 三 0, 
平行 于 函数 级 数 的 柯 西 一 至 收 敏 准 则 ， 也 有 证 数 列 的 柯 西 
一 致 收 伍 准 则 。 
定理 12.8 《〈 柯 西 一 致 收敛 准则 ) 项 数列 
f(x), 人 ”9 fr) 《12. 13) 
在 区 间 (4, 内 一 致 收 傅 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 2 之 0， 
存在 加 EEN, 当 多 一 加 了 时， 对 任意 x*EC(a0) 和 和 任意 PEN, 
有 
[fralx) -f(x) |<e 


证 明 与 级 数 的 柯 西 一 致 收敛 准则 的 证 明 完全 类 似 ， 留 给 读 


者 作为 练习 ， 
下 面 将 函数 列 的 柯 西 一 致 收敛 准则 的 正 否 两 种 叙述 玫 列 对 


比如 下 : 


由 对 任意 XEt01)， 


HE 1 x Ti 本 
7 Pt eI x sh 


in XEe— 4% 二 a 


司 En 取 为 2 主要 考虑 当 Xs = 去- 时， 有 [Ff (Xr) ~ frolX sn) |> 计 。 
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{7 (在 区 闻 《@ 切 内 一 致 疏 作 于 极限 | {f(z)} 在 区 间 ( 到 肉 非 一 致 收 伍 


再 数 了 2) 所 六 于 极限 函数 f(x) < 一 > 
对 在 党 给 定 的 62>0 ? 存在 某 信 Bo20 
存在 ( 菜 个 ) 0oEn | 对 任意 的 EN 
当 ( 妊 意 ) Rr>>n0 和 任意 五 把 | | 存在 其 个 noD>n 和 苏 个 PEn 
对 任意 的 TE (Ca, 5) 存在 革 小 ZanE (rb)， 
有 lf are (7)- f(T) | < 人 | 和 有 | retPo (Tn) ~ Tro(rs0)| 6s 


例 5 证 明 ， 函 数列 {A.(x)}= {x :+ 十} 在 区 间 ( ~ co， 


+ co) 内 一 致 收 故 ， 
不 等 式 


[frstx) —f, Cx) | = it i pr -We 


1 1 
GD 
ee nN et 
VY” CA#+ PY 2 
< 2 = Ls 
1 
n 


= 
得 xz> 二 ， x = | 十]。 于 是， 
对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 mEN， 当 zx>m 时 ， 对 任意 
PEN 和 任意 xE (~ co, + co)， 有 
for Cw) — f(x)! 


rr" 


= Ver+- 二 Vs 二 < 
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根据 函数 列 的 柯 西 一 致 收敛 准则 ， 秀 数列 
{fCx)) ={WVx:+ 王 在 (- co, + oo) 上 一 致 收敛， 
例 6 利用 函数 列 的 柯 西 一 致 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 证 明 
函数 列 {f,(x)} = {arctgnx} 在 区 间 (0, + oo) 内 非 一 致 收敛 。 
证 明 存在 a= atctg 十 >>0， 对 任意 的 x€ 入， 存在 n> 


# 和 P= 加 EN， 存 在 某 个 x,,= 填 EL(0, + co)， 有 


[frr Ces) — fs) = arctg(m+P)x — arctgnw | 


=| arctg (Kx 十 #0,) 过 arctgmi | 
no | 


= larctg 士 -arctgti | 
= 2arctg 1— l 
= g 1— 2arct 8 本 


=2arct gi>arctgl™ = 


根据 柯 西 一 致 收 伍 准 则 的 否定 叙述 ， 范 数列 《Jo(x)} = 
tarctgzxj 在 区 间 (0, +ce) 上 非 一 致 收敛 ， 


三 极限 函数 的 分 析 性 质 


与 疗 数 级 数 的 和 函数 的 分 析 人 性 质 平 行人 地 也 有 省 数列 的 极限 
函数 的 分 析 性 质 。 我 们 只 列 出 这 些 仁 质 ， 证 明 与 级 数 交 和 函数 
分 析 性 质 完 全 类 似 ， 留 给 读者 自己 去 完成 。 

定理 12.9 如 果 函 数列 {f,(x)} 在 闭 区 间 [4, 5 上 一 致 
收敛 于 极限 函数 玉 x)， 且 瑚 数列 {了 (x)} 每 一 项 f(x)》 淄 在 


人 因为 (tarctgz)'= 


1 
Ti 0 (co <TCY4 0) ， 所 以 在 〈《-oo 


+ 90) 上 arctgx 严格 递增 ， 从 而 arctg 襄 >srcte 二 。 


113 


闭 区 间 [4,57 上 连续 ， 则 极限 酒 数 f(x) 在 闭 区 间 [ay 轨 9 革 也 
定理 12.10 如 果 画 数列 {ff,(x)} 在 闭 区 间 [a, 人 上 一 致 
收敛 于 极限 沙 数 f(x)， 且 孙 数 询 {ff,(x)} 每 一 项 f,(x) 皆 
在 闭 区 间 [5e, 纪 9 上 连续 ， 则 极限 毅 数 f(x) 在 闭 区 间 [a5] 上 
可 积 ， 且 有 等 式 
[fdr=lim| f(x)dx (12.15) 


定理 12.11 如 有 果 函 数列 {了 .(x)} 满足 下 条 件 : 
《1) 在 闭 区 间 [ay 如 上 收 钱 于 极限 函数 f(x); 
(2) 每 一 项 f.(x) 在 闭 区 问 [a,83 上 有 连续 的 导 函 数 
fr (x); 
(3) 函数 列 {f.(x)} 在 闭 区 间 [a,8] 上 一 致 收敛 。 
则 极限 浮 数 f(x) 在 闭 区 间 5a,5] 上 也 有 连续 的 导 画 数 ， 且 
fx) = limf',(x) {12. 16) 


例 7 证明， 本 数列 {f(x)} = fxe 2 在 闭 区 间 50， 
1 上 收敛 于 所 xx) 三 0， 查 由 于 非 一 致 收 伍 ， 所 以 
| > Cx)dx 拓 lim | fx) dx 


FX 


fr) = lim fx) = tim =0 
存在 = 十 >>0， 对 任意 的 *E N， 存 在 某 个 m>z 和 某 个 


~ = 交 EC017， 有 


fe fat) =| 0- mB Oe 
和 ¢ EH 
一 >4=6 
6 = 
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述 的 加 ) ， 当 #>>9H 上 时， 对 任意 xE5 一 co + co)， 有 
IR.(x)] = IR.Cx) -0| 


-了 Se <5 < 


而 二 目 汗 了 ! 入 二 # 十 1 
根据 一 致 收敛 定义 的 等 从 所 述 知 ， 函 数 级 数 cosox_ 在 
《一 co » + co) 上 上 一 致 收敛 ， 
例 3 证 明 ， 机 玫 级 数 


一 致 收敛 的 。 

基本 思路 ”利用 莱 布 尼 兹 判别 法 之 余 式 信 计 、， 证 明 RR,(x) 
一 致 收敛 于 0， 

证 明 ”由 于 此 级 数 是 交错 级 数 ， 因 此 ， 对 任意 xEC0, zy 
根据 定理 11 ,10 之 2"， 有 


一 在 闭 区 间 [0,z] 上 是 


光 士 a 


E (一 1)4 
| 县:(x) -| E+ COsSow% 
去 二 十 


1 1 
< 六 十 上 十 a 9) 


这 说 明 及 , (x) 在 闭 区 间 [0, x) 上 一 致 收 化 于 0 ， 根 据 函 数 级 数 


一 致 收敛 定义 的 等 价 稻 述 知 ， 函 数 级 数 久 -也 在 闭 区 间 
Ko0, 7] 上 一 致 收敛 。 


例 4 证 明 ， 函 数列 f,(x)= 在 闭 区 闻 50, 1] 


es 


上 上 一致 收 敛 于 极限 函数 f(x) = x?。 
证 明 对 任意 xE[50,1J]， 有 


[fC -六 (xz |= If Cx) -f(x)) -01 
129 


2 十 gx) 


|1+nx 寺 2 


Nr? 


,RN 
1+ we on 


1+xw ?2x 2 
二 一 一 一 和 《7 一 Co》 
交 7 多 


于 是 ， 根 据 邯 数列 前 一 致 收敛 定义 的 等 价 般 述 知 ， 广 5x) 在 闭 
区 间 50,139 上 一 致 收 伍 于 A(x) =w2。 


< 


例 5 ”证明 浮 数 级 数 {nx (2x)e- "一 (4-1):x (2~ 


《x 一 4xJe 0*) 在 半 区 闻 50,12 上 非 一 致 收 僵 于 54x) 三 0 
基本 思路 ”利用 一 致 收 敏 的 否定 氢 述 ， 存 在 其 个 sb 


对 任意 *EN， 存 在 ># 和 x,,= 一 EL0,1), 有 


[Rx,,) | = 21。 1(2- RD 3 Es 
4 #0 


v 
证 明 对 任意 xE59,13， 有 
SX) = HRD— Nx)E "* 
于 是 ， . 
SCx) = limS, (x) = 1im gx:(90— Hx)es'* = 00D 


这 就 证 明了 给 定 的 函数 级 数 在 闵 区 间 [0,13 上 收 和 分 于 9Cx) 
下 面 证 明 该 范 数 级 数 在 闵 区 问 50, 1 上 上 非 一 致 收 姓 。 


中 当 =0 时 SD) = limS: (C0) = limd=0} 
二 oo a-*o 
当 TECO0 LD NN SP) = Jim Sse (tw = limnirt2 nr)e- rs” 
| 一 CQ 和 


i 
++ 出 


,A4Y— Sy? 4—6¥ 
-lim -za lim 一 727 一 


> 一 个 
lim 一 一 一 二 0 = 
1 zey (y=) 
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事实 上 ， 存在 某 个 co=6 0， 对 任意 #EN, 存在 2 六 
和 某 个 x,, = 一 -ECL0,1)， 有 


IB., C(x.,) [=|R. (3) = | 5( 二 -3 | 


=| 0-s31(2-n i) em 
1 2 


一 je 一 
根据 一 致 收敛 的 否定 叙述 ， 给 定 的 函数 级 数 在 闭 区 间 [0，1) 
上 非 一 致 收敛 ， 


例 6 证明， 函数 列 f.(x)= s(x+ 少 ~Vx) 在 区 


闻 (0, + co) 内 非 一 致 收 敏 于 f(x) = 一 1 


2wx“ 
证 明 首先 证 明 f.(x) 在 (0, + co) 内 收 敏 于 zx) = 
对 任意 xE (0, + co)， 有 
人 
=lim a 
+i i 2 x 


其 次 证 明 f,.(x) 在 区 间 (9, +co) 内 非 一 致 收 伍 。 
对 = 襄 ， 对 任意 的 EN, 存在 m>a 和 x= 小 E 
(0, 十 ceo)， 有 
[xD -As ) 2 (Vr +i -x ) 


TE rh ee pe rr ee ~ ht et 


=v 而 ( 吉 -五 上 了 )>v 和 二 > 于 =a>0 
根据 函数 的 一 致 收敛 的 否定 叙述 知 ， 范 数列 { 广 (x)} = 
1 | a -Ar Ll 
{VY*+ 让 一 VJ 在 (0，+ oa 内 非 一 致 收 生 于 Ke) = 二 芭 。 
下 面 我 们 利用 柯 西 一 致 收 剑 准则， 判别 函数 级 数 与 函数 列 
的 一 致 收 伍 性 ， 为 了 使 证 明 过 程 更 简单 些 ， 避 免 繁琐 的 解 不 等 
式 ， 找 mm 的 过 程 ， 我们 给 出 柯 西 一 致 收敛 准则 的 等 价 叙 述 、 


函数 级 数 的 柯 西 一 致 收 伊 准 则 是 ， 函 数 级 数 信 xz.(x)》 在 


区 间 (za,5) 内 一 致 收 合 的 充 可 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 2 记 0, 在 
在 加 EN， 当 8 祖 加 有 时， 对 任意 xE (4, 引 和 任意 PEW,， 有 


r+P 


(Born (xz) -xz = walx) |<e 


-该 充 要 条 和 件 的 实质 是 说 ， 


有 十 PP 


CS st2(x) ~ SCx)] = DP, wrlx) 


二 三 趟 十 1 


关于 x(4<x< 六 和 P(E 和) 一 致 收 语 于 0， 


于 是 , 柯 西 一 致 收敛 准则 的 等 价 叙 述 是 , 函数 级 数 》 #,(x) 


全 汪 | 


在 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 ，[5 ,+rPCx) 一 (xD 


县 直子 


= 和 six) 关 于 xE(teyb) 和 PE 六 一致 收敛 于 0 。 


画 数 列 {f(x)} 在 区 间 (2,2) 内 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 : 
{frp (Xx) 一 f(x)] 关于 xE (lesb) 和 PEN 一 臻 收效 于 0 . 


例 7 利用 柯 西 一 致 收敛 准则 ,证 明 画 数 级 数 了 2 


在 区 冰 (- co，+ eco) 上 一 致 收敛。 
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二 = 9 9... 
基本 思路 利用 二 < = 23) 


Pp 

arctpk’x’ TT/l_ 
: ee < (8 < ~, 
一 让 十】 


证 明 对 任意 给 定 的 e>>0， 任 意 xE(- co + co) 和 任意 


解 不 等 式 


PEN， 解 不 等 式 
站 十 下 i 
5 arctgk’x? <( arctp(n t+ 1) x | 
: (a+1)?’ 
二 二 居士 
| arctg(n + 2)?x? arctg (z+ P)ix? ) 
| 一 27 Crp) | 
J 并 并 
ZF 2 
< [6 i ey | 
nx 1 1 1 
< [st 1 rra tr ps, | 
A CE Se I 
< 了 人 nil sri 证 TD 5) 
/il -Tl 
= 2p) < 


得 n>-32， 取 为 = [于 一 ]。 于 是 ,对 任意 给 定 的 :>>0， 存 在 


mEN, 当 #> 加 时 ， 对 任意 xE(- cc， + oo) 和 任意 reN, 
有 

扫 中 

> arctegk:x’ 


kk | 


= s+ 


根据 柯 西 一 致 收 伍 准则 知 ， 函 数 级 数 y ctg9x_ 在 区 间 


(- co， +co)5 上 一 致 收敛 ， 
也 可 以 利用 柯 西 一 至 收敛 准则 的 等 价 般 述 证 明 如 下 : 
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Tr rr ee 


证 明 对 任意 xcE(- co + oo)， 任 意 的 x，PE 有 有， 有 


在 < - 可 


大 二 sa 二 上 | 


乍 二 六 
bp arctghrx: 


< 、 -0 (#— oo) 


| 


根据 柯 西 一 致 收敛 准则 的 等 价 笑 述 知 ,函数 级 数 罗 -arctg2 一 


是 一 人 外 


在 区 间 (- ee，-+co) 上 -- 致 收 伍 。 
例 8 ”利用 柯 西 一 致 收敛 准则， 判别 两 数 级 数 放 Cax10- 


(2 一 1)x10 0 在 区 间 (0, +co) 内 的 一 致 收敛 性 。 
基本 思路 ”利用 柯 西 一 致 收 伍 准则 的 否定 叙述 。 


解 对 = 6>0 对 任意 的 #EN， 存 在 某 个 为 >x 与 


P=mEN 和 和 X70 = 二 GE(0， + co)。 有 有 

9 
i 十 P ; 
» CExX10T** ~ (€— 1)x10 (~!)*) 
1 是 二 #0+ 
= I(x+P)x, 10-00trDre0 yx, 10- "ono | 


—2#8.- LL 
-| 《Wo 十 #) 10 7 -x 10" “0 
部 He No 


二 


1 
a | 2 _ 11 一 __ 2 工 
= 210 一 20 | 10 100 100 一 30 


根据 柯 西 一 致 收敛 准则 的 否定 叙述 知 ， 画 数 级 数 ? [xx10-"* 


一 《x 一 1)x10- -0 在 区 间 (0, + co) 内 非 一 致 收 伍 ， 
用 柯 西 一 致 收敛 准则 ， 从 理论 上 讲 ， 能 判别 一 切 画 数 级 数 
的 一 致 收敛 性 。 但 实际 上 ， 有 时 应 用 起 来 是 很 麻烦 的 ， 特 别 是 
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判别 非 一 致 收 化 性 ， 则 和 需要 一 定 的 技 上 配 和 经验， 否则 x,，、m 
和 se 是 很 难 选 定 的 。 下面 通 过 例 9 给 出 一 个 判别 画 数 级 数 或 函 
数列 的 一 致 收 敛 性 比较 适用 的 方法 。 


例 9 证 明 ， 冰 数 级 数 汪 x,(x) 在 区 间 (4,5) 内 一 致 收敛 
《于 5《x)) 的 充 要 条 件 是 


> gy 


由 二 和 十 1 


=lim sup |R,Cx)| =0 (8 
No 


1 [ 二 = ]1 
Hl snp S00 5,0 1} lim s9p, 


证 明 ”必要 性 ” 设 函 数 级 数 》 zx,(x) 在 区 间 (4,) 内 一 


起 二 1 


致 收敛 于 YCx>， 根 据 一 致 收 伍 定义 ， 有 对 任意 给 定 的 e>>0， 
存在 总 EN， 当 ?全 z 时 ， 对 任意 xE (a,8)， 有 


| ww 


2 HaCX) 


记 三 鼎 十 4 


j SCx) ~ $Cx)1 = =| R,(x)| <e 


于 是 ， 当 xz 时， 有 


| 名 


#iCX) 


上 二 玫 十 3 


pol 


A 


从 而 ， 根 据 数列 极限 定义 知 ，《〈8) 式 成 立 。 


0。 根 据 数 列 极限 的 定义 ， 对 任意 给 定 的 0， 存 在 mEN， 
当 # 之 及 时 ， 有 


充分 竹 设 il， 


py es 


对 二 Rn 二 二 


ee, 


=sup | B,Cx)| <s 
四 


Eprints ep EE Ne rr pp i en 


上 骨 根 据 上 确 界 定义 ， 当 # 汪 加 时 . 对 任意 xE(a,b), 有 


be] 


| SCx) — 5.x)| = | 2 Cx) 


出 二 省 二 工 


=| R, Cx)| < 和 Sup_| R,(x)| <e 
根据 一 致 收 僵 定义 知 ， 函 数 级 数 在 区 间 (a, 引 内 一 致 收敛 《于 
$ (x)). 
对 于 函数 列 {f,(x)} 我 们 有 类 似 的 结论 ， 
函数 列 {f(x)} 在 区 间 (a, 引 ) 内 一 致 收 八 于 f(x) 的 充 要 
条 件 是 
lim{sup | f(x) -f(x)| }=0 
例 10 证 明 函 数列 [一 二 二 在 区 间 (- oo, +ce) 上 一 致 收 


敛 
证 明 设 /,(x) = 二， 显然 ,对 任意 固定 的 x& (~ co， 


+ co), 有 
_1; 人 
f(x) =lim f.(x) = lim es = 人 0 
于 是 ， 
We OE OE ee 
[Fo -六 (1 = | 0- |= ts 
EE 1 _1 
Pe OO 
从 而 ， 


lim {sup, 1f(x) -f(x) | }=lim7=0 


斌 一 一 09 世 


根据 例 9 知 ，{f,(x) } ={ 二 二 二 } 在 区 间 (-o0，, + co) 上 一 致 


收 仑 于 f(x)， 
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站 pp + ， 严 :于 


例 11 利用 例 9 判 男 函数 级 数 


xX+ Xx) tt + 

在 区 间 (0 ，1》 内 的 一 致 收 襄 人 性。 
解 ”四 为 

dK) = rm Itt Cx x) = x" 
所 以 ， 对 和 任意 x€ (0,1), 有 

Sx)=lims, C(x) = limx”=0 
从 而 ， 

[SCx) 一 sx) =| 0 x" =x" 

sup | SCx) — $x)| = sup “二 
于 是 有 

lim{sup | Sx -Sx) {|=10 


i A 
例 12 证 明 ， 部 分 和 为 5， 《x)》 = 一 一 一 -一 (x#= 1,2, 中 的 到 


全， 和 


数 级 数 在 闭 区 间 [0 ，13 上 上 非 一 致 收敛 ， 
基本 思路 ”利用 例 9。 函数 级 数 在 [0 ，17 上 上 的 各 函数 


Sx)=0, sup |] SCx) -S$, (x) |= max | 0~ 7 | 
6 l 自 


Cx 1+ Nw 


= tnax 一 zs? 为 此 令 Z 0) = Tr :， 求 2.(x) 的 稳定 


sexe 1 px 


点 ， 比 较 稳 定点 及 端点 函数 德 ， 即 可 求 出 2,(x)》 的 最 大 值 ， 
证 明 出 于 对 任意 xE [50,1)， 有 


本 LE 
SCx) = lim TCX) = limo 


nx? 


=0 


于 是 ， 


) 50x) — 5,6x) 1 =| 0- I | Ts 
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TH 征用 rp. 站 本 cei mare re mhr re ra 


mm we 一 


pa 1 UK 1 (~ Hix) 
令 [ 00]= [| = 站 = 0， 


解 得 稳定 点 x,= 二 (稳定 点 二 二 不 在 所 讨论 闭 区 间 50,1 上 )。 
比较 Z,(x) 在 x=0，1, 汪 三 皮 之 值 知 ，Z,(x)》 在 闭 区 问 [0， 


12 上 的 最 大 值 为 


1 
2 3 
by sup SCx) 一?。 (x) 1=2Z( 汪 )= 荆 
故 lim{sup 1 SCx) -3。(x)) = 部 立 0 
#0 Ox 


根据 例 9 ， 给 定 函数 级 数 在 闭 区 间 [50，1] 上 非 一 致 收 伍 于 
$x) 三 0. 


例 15 利用 对 一 判别 法 ， 判 别 函 数 级 数 和 xz” 在 区 间 


50, + co) 上 的 一 致 收 伊 性 ， 
基本 思路 对 任意 xE50, + co)，| zz)l =|xze* | < 安 
max xe ”= (zs=12…)， 利 用 油分 法 求 最 大 值 a 


和 二 
解 ” 对 任意 zEN, 求 J#a,Cx)| = lx | = x2e 在 [0， 
+ ce) 上 的 最 天 值 、 令 


(x2l-ax) 一 2xerr< 一 NM2t-sr 一 opPrnny2 一 HpX) 二 个 
解 得 x*- ”的 稳定 点 为 x=0，x = 二 ， 比 较 稳 定点 及 端点 的 
函数 值 知 ，x*e-"* 在 x= 二 点 取 最 大 值 ， 即 对 任意 xE C0， 


+ co) 有 
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而 2 
x Cx) [= > (过 ) ， {#4=1, 2,**:) 


于 


而 才思 于 -二 收敛， 于 是 ,根据 浊 一 判别 法 知 ， 级 教 Re 


在 C0, + oe 致 收敛 ， 


ee 
量 二 


例 14 证明， 如果 各 项 肖 为 单调 的 函数 级 数 信 x.(x) 在 


闭 区间 [a, 站 的 二 端点 沸 绝 对 数 敛 ， 则 此 画 数 级 数 了 #.(x) 在 


到 一 
于 区 疝 《2 上 上 必 绝 对 并 一 致 收 敛 。 
直 本 思路 ”证 明 对 任意 xErCey, 妆 ， 有 


[wo Cw) I Iw, Ca)) igo Cx=1,2,..) 


而 级 数 信 《#4) 1+ lw.(5)|) 收敛 〈 定 理 11.2) 。 于 是 ， 根 


二 


据 % 一 判别 法 知 级 数 绝对 并 一 致 收 全 ， 
证 明 加 为 要 亿 数 jx.(z)| 与 y 1x.(5) | 骨 收 敛 ， 


大 二 上 


所 以 ， 根 据 定 再 11,2 知 ， 数 值 级 数 办 《| 4,02) 1+ lz,(6)|) 收 


线 ， 

又 因 #,(x) 单 亩 ， 不论 zx,(x) 在 闭 区 间 [4,4 上 递增 还 
是 递减 ， 对 任意 xELa,2)]， 总 有 

-人 age) + lz |) Eu. (x) ra + lu, |) 
或 I# Cx) [SEO] + | wx.C6) ) (z=1,2,..) 


根据 放 一 判别 法 知 ， 通 数 级 数 少 #,(x) 在 闭 区 间 Ke,b 上 绝 
Ff 二 明 


对 并 一 致 收敛 。 
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一 et: ri rr -AN 、- ，， 


例 15 研究 而 数 级 数 有 3 在 (oo，+ oo) 上 的 一 


Nt 
致 收 敦 性 ， 
解 用 狄 利 克 药 判 别 法 。 令 4.(x) = 于， bX) = 
sinxcoszx (Y# = 1 2,…)。 显 然 满足 条 件 ， 
《1i) 为 每 个 国定 的 xE 《- co，+co) ， 数 列 ga,(x) = 


一 7 递减， 且 一 致 收敛 于 0 。 这 是 四 为 ,对 任意 xE (oo， 
+ co) 有 
0< a.(x) < 二 0 el 
(2) 对 任意 4 有 


| 了， is 


“|2 隐 SinsweoOs 开 x 


有 十 1 江 
Cos —- x*Sin 
2 TT” 

sin 


到 


一 | sinx 


多 十 多 
-| 2 COs CO Xsinyx |<2 


(#=1,2,..) 


役所 多 和 友 来 六 法 知 ， 函 数 级 才 So 和 (oo oj 


上 一 致 收敛 ， 
例 16” 证明， 如果 画 数 级 数 2 | x.(x) | 在 闭 区 间 [Ce 的 上 


一 致 收 铀 ， 则 函数 级 数 x,(x) 在 闭 区 间 [4, 刀 ) 上 也 一 致 收 
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化 。 反之 不 真 ， 举 例 说 明 ， 
基本 思路 ”利用 柯 西 一 至 收敛 准则 。 反 之 不 真 ， 如 阔 数 级 


数 》 (一 1)*(1 一 x)x" 在 闭 区 间 [0,1] 一 臻 收敛 《用例 9 给 出 


的 充 要 条 件 去 证 ) ， 而 绝对 值 级 数 的 非 一 致 收敛 性 、 根 据 定理 
12.5 并 用 友 证 法 即 可 证 明 。 


证 明 ”由 于 级 数 》 | xz,(x) | 在 闵 区 间 [a, 刀 上 一 致 收敛 ， 


根据 柯 西 一 致 收敛 准则 ， 对 任意 给 定 的 se>>0， 存 在 mwEN， 当 
8 二 4 有 时， 对 任意 x 全 La; 妇 和 任意 PEN， 有 


志 十 PP 
ax) 1 = uC) [+ etl) De 
0 (12) 
rip stp 
显然 ， 有 > RrC%) <) | #xrCx)| <e 
站 之 下 十 站 让 二 s 十 1 


即 对 任意 给 定 的 s>0 (同上 述 的 这 0 一 般 大 ) ， 存在 %E 交 
(上 述 的 #) ， 当 #>>m 时 ， 对 任意 x 和 Ca 5 和 任意 PEN， 
有 


镍 十 下 


2 HiCX) 


三 #1 二 


< 


根据 柯 西 一 致 收敛 准则 知 ， 函 数 级 数 》) as,(x) 在 闭 区 间 [4, 幻 
上 一 致 收敛 


反之 不 真 。 例 如 ， 画 数 级 数 人 《~ 1)"(1- x)x* 在 闭 区 问 


50,1] 上 一 致 收敛， 但 是 绝对 值 级 数 入 (1I- x)x” 却 非 一 致 收 


$= 上 
钱 。 
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一 Age HA PPP BED + -EE A BS re er mr ~ Tepe pp Pe er Te mp om 


事实 上 ， 对 任意 x 所 ro, 12， 


Sx) = DD DL) 1D 【一 站) 
正二 1 业 一 1 


—x—{—x)’*+!} 


= (1—*) 和 
于 是 ， 
x—(—x 
$x) = limS sx) = lim(+- PA 
x) 
1+x 
sup | S$(x)— 5 .Cx) | 
0 
x(x 一 1) (1 一 >x)5C 一 % 一 《~ | 
= su | +x 1+w 
= (I) 一 | 2 +1 
Te l+x Sup st 9 
n+ in+1i\ "OD 1 #+ "1 
区 2 人 (25 < tat) 
é 
0 (CH—> 00) 
从 而 ， 有 
lim sup |S(x) -S$,.(x}|=0 
和 1 


根据 例 9 知 ， 画 数 级 数 3) (一 DD"(1 一 x)x" 在 闭 区 间 50,1] 上 


二 | 


地 COI E+ Ce rt eta = w+ st — 各 二 2) 工人 
二 1 
+1) 一 H+ 2x]=0， 解 得 稳定 点 T=0 或 = 


5， 比较 (1 一 2)x1+1 在 稳定 


点 和 端点 的 函数 值 知 ， 人 《1 一 只 了 8+L 在 了 到 最 大 信 ， 即 
| 多 十 了 YE 十 二 


只 十 2 
(Cn 三 bP "a}s 


[2 (1 = X)H + = TS (1— x}w "tl = 1i- 一 
< 0 xc1L Bi2 
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一 致 收敛。 
但 各 项 绝对 值 级 数 》 ](- 1D"(T- x)x = (1- xx 的 


和 函数 


总 (1-x) 生 二 =%% 当 xE C0,1) 时 
Sx) = (1~x) X= 
= 0， a x=1 时 


因为 和 函数 5《x) 在 x= 1 处 不 连续 ， 所 以 ， 画 数 级 数 》 (一 二 " 
a 二 1 


(1 一 *)x? | 非 一 致 收 化 用 反 证 法 。 假 设 函 数 级 数 》 (一 1)" 


有 二 上 


《1 一 *)x" | 一 致 收 仑 根据 定理 12.5 知 ， 和 函数 JS(x) 必 连续 ， 


这 与 了 (x)=f* 当 *E50,1) 时 ， 在 x*= 工 处 不 连续 矛盾 。 
0， 当 xw*=1 时 ， 


例 17 证明， 如果 如 (x) = DCx), (x) = 一 CD 0 


(2 让 其 中 Dxj= | 当 * 为 天理 笋 时 ,加 项 为 
1， 当 x 为 有 理 数 时 ， 


非 连 续 函 数 的 函数 级 数 依 x,(x)， 其 和 函数 仍 连续 。 


二 上 
证 明 对 任意 xE(- ooy + co)， 有 
4ufx)》= Dy UKx) = po 了 (一 2 - 3 
让 二 1 


_ D(x) 
上 $ - 


于 是 ， 
SCx) = limS, (x)= lim “(0 =0 
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显然 ， 和 省 数 5(x) 在 区 间 ( -co + co) 上 连续 。 
此 例 说 明 ， 关 于 和 函数 连续 的 定理 12.5, 在 函数 级 数 


加 w(x) 在 闲 区 闻 [ay 69 上 一 致 收敛 的 前 提 下 ， 每 一 项 xx) 


自 二 】 


皆 连 续 是 和 函数 连续 的 充分 条 件 ， 而 不 是 必要 条 件 ，。 


例 18 证明 黎 曼 函 数 人 (x) = 二 在 区 间 (1, + 00) 上 连续 ， 


且 有 连续 的 各 阶 导数 ， 
基本 思路 ”人 先 证 明 6(x》 在 区 间 红 ,+ co 内 连续 ， 因 为 级 


Fd 


数 》 二 在 区 间 (1, + 0) 内 非 一 致 收敛 ， 所 以 定理 12.5 不 能 直 


接应 用 。 于 是 转向 证 明 5{x》 在 任意 一 点 x,E (1, + c) 连 续 。 

任 取 一 点 xc>>1， 使 1 之 a 之 x。， 往 证 s(x) 在 区 间 [cy + oo) 上 

连续 〈 应 用 定理 12.5) 。 其 次 证 明 6(x) 在 区 间 (1, + ce) 存在 

各 阶 连 甄 导数， 应 用 定理 12.7， 其 方法 与 证 明 连 续 性 类 似 。 
证 明 先 证 明 5(x) 在 区 闻 (，+ ce? 内 连续 。 


因为 对 任意 辕 定 的 xE (1, + co), 数值 级 数 》 二 收敛 ， 所 


以 ， 画 数 s(x) 在 区 间 (1， + %) 内 有 定义 ， 

设 % 是 区 间 (1, + co) 内 任意 给 和 定 的 一 点 ， 存在 数 9， 使 
1 
#* 


1<c<x<+co。 用 2 一 判别 法 ， 不 难 证 明 函 数 级 数 》 


在 区 间 Ca, + oo) 上 一 致 收 人 证， 再 由 4 x) = 二 在 区 间 [a， 


+ cco》 上 的 连续 性 ， 租 据 定理 12.5， 函 数 5lx) 在 区 间 [a， 
+ co) 上 连续 ， 从 而 在 点 x， 连 续 。 因 为 x,E (1，+ co) 的 任 
意 性 ， 所 以 ， ctx) 在 区 间 (1, + ceo) 上 和 诺 续 ， 
其 次 证 明 5(x) 在 区 间 (1, + ceo) 内 存在 各 阶 连 续 导 数 。 
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设 x, 是 区 间 位 , + ce) 内 任意 给 定 一 点 ， 存 在 6 之 1， 使 
1<G<xo< + coy 不 难 验 证 下 面 事实 成 立 : 


(1) 《x-")'= - -2 在 区 间 (1l, +eo) 内 连续 ， 当 然 在 区 


闻 (6, + co) 上 也 连续 ， 
(2》 函数 级 数 (xz = 史 (二 82) 在 区 间 [4, + oc) 


上 一致 疏 化， 
事实 上 ， 对 任意 xECo, + co) 有 


[= 0 (x= 1,2, "+ ) 
六 | 学 


而 数 级 数 尺 -2 根据 寻 一 判别 法 知 ， 函 数 级 


数 四 二 2 在 区 间 C6, + co) 上 一 致 收敛 ， 


根据 定理 32.7 知 ， 上 (xzx) 在 区 间 〈6, + cc) 上 可 导 ， 且 
ec)= > 四 


从 而 在 点 x 可 导 。 因 为 x,& (1, + so) 的 任意 性 ， 所 以 5(x) 在 
区 间 (1, + co) 内 可 导 ， 


中 设 1<v<6， 因为 


lnn 
四 


, 恬 
lim dT =0+oo 


= lim 

而 一 弘 数 》 册 收 部 〈 己 =Y>>2)， 记 区， 根据 比较 判别 法 的 扒 论 知 ， 级 数 
sn 二 1 

SS 1 

| 
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同 理 可 证 ， 在 区 间 (1，+ 00) 内 存在 (xx)，2 xp 这 
样 就 证 明了 Etx)》 在 区 间 (1, + cc) 内 有 连续 的 各 阶 导 数 。 这 是 
因为 ECx) 存 在， 就 保证 了 5'(x) 连 续 (可 导 必 连续 ) ， 园 样 
sx) 在 区 间 (1，+ co) 内 的 存在 性 ， 就 保证 了 《>)》 在 区 间 
《1,， + cc) 内 的 连续 性 。 以 此 类 推 。 


习 题 

312.1 
1 求 下 讲 逊 数 级 数 的 收 训 域 : 
(1) ln®z, (2) 2 i 9 
(3) DE ‘ (4) > ie 
(5 ) Y Ce ‘oy rh 

2 sl 


2 求 下 列 函 数 级 数 的 绝对 、 条 人 性 收敛 域 : 


《1) 


上 2 > n(x 1)», 


5 


(1)*/1~x\” WY Orsin”x 
| ), (4) ni 


(3 2%—1 “1+%. 
于 二 上 里 一 十 
外 习 { 攻 二 2) 一 性 对 
二 依 和 。 
§12.2 
3 用 一 致 收敛 或 一 致 收 作 的 否定 叙述 ， 判别 下 列 函数 级 数 在 指定 
区 间 上 的 一 致 收敛 或 非 一 致 收敛 性 ， 


El 


ES 有 
a Cs— 1)%+t 1 Cr+ 1 (2) Qe (a >0), 


(0<X< TY coy 
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(0) 


《7) 


4 利用 柯 西 一 致 收敛 准则 ， 证 明 栈 数 级 数 (1〉》，、{2) 与 (3) 在 


Www 二 Ex HEF1lre” 


> - a —)} -OLAT+ oo 
2 


(Hxe re (1) re (1) *), 0<SY< Tecos 


§12.3 


指定 区 问 上 是 一 致 收 伍 的 ， 而 (4) 是 非 一 致 收 钱 的 ， 


《12 


《2) 


{3) 


《4) 


5 ”应 用 饮 题 选 诉 中 的 例 8 所 给 出 的 一 致 收敛 的 充 要 和 条件。 判别 下 


Co 

i A 十 ce 
2 Es 
关 二 

arctgrx 加 Se 
DR Ns 
二 


» a 10X< 1 洲 


直人 上 1 

Cr 

ne x 0< YY +cow 
由 二 了 


面 二 函数 级 数 在 给 定 及 癌 上 的 一 致 收敛 性 ， 


《17 


sin(t$t 1)% sin i , 
3 (ee), -csr 
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‘pect rm 了 + :te A 
“rv MF HE -EE A eat-in wher pr EEE ar er ee ， 二 人、 ein di ap 


0<xY<+cos 


< 1 
ba > (i 


6 应 用 外 尔 斯 特 垃 斯 判别 法 ， 证 明 下 列 函 数 级 数 在 给 定 区 间 上 是 


Fa 


1 7) ， 07XY< + co 
rs 
(2) 7 -和 ， -3<x<+oo 

当 二 上 
(3) 》 nix ， 0<x< +o00, 
| 1 十 好? 


rts), ll <2 
ny 2 


Te 
~ 
Ne 

8 "1 


2 ， 轩 志 <，o 为 任意 正 数 ， 


on 
< 
oo 


inConr DY i 
0 nr 


二 了 
oo 


(C7) > arctg 琳 < |x| 天 +ocoy 
《8 ) > we OX + coy 

才 二 】 
《9》 >》 ln(1+ 


7 证 明 ， 光 数 级 数 E 


2 
3), ll <e, 


1 1 有 
TI 
在 (- co + 250) 上 一 臻 收 僵 ， 其 中 P(X%) 为 定义 在 (一 00， + cce) 上 药 任 疙 


区 数 ， 
8 ”研究 下 列 画 数 级 数 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收 语 性 ， 
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(1) > 0 toa) OYEIT -8 (0LOLRA), 
且 一 工 


(Cb) 0 和 xx< 和 27。 


SN CD 
(2) > i MSs te, 


#2 
oo 让 
(DD YE 
C83) > a 0<%ET, 
用 二 2 


C—1)"e ** 
(6) nie 0 和 X< + co。 


9 证明， 函数 级 数 》 2 (x) 在 区 间 (a, 所 内 一 致 收 敏 于 SCx) 的 


和 三 1 


充 枫 条件 是 ， 对 任意 数列 《ze (x。E€ (a,8)) 都 有 
[RCz))] = 1 一 San 全 0 《co)。 


7 


10 证 明 ， 如 果 级 数 》 cs 收敛 , 则 炙 利 克 沫 级 数 2。 -2 当 220 
Lea | 


g 汪 1 


时 一 致 收敛 。 
1 证 明 ， 如 果 对 任意 x€ (la,5b)， 有 
人 (| UK) =1, 2 


且 画 数 级 数 多 va) 在 区 间 《〈a 芭 内 一 致 收效 ， 刚 函数 级 数 》， Cs) 


上 Ss 二 I | 
在 (a; 日 ) 内 也 一 致 收 襄 。 
§12.4 


12 证明 ， a (aretgi -aretg7 全 ) 虽 在 (oo + co) 上 
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rm 


WE mr pun ep ETE pr OR TE er re 


非 一 致 收敛 ， 但 其 和 困 数 SCz) = (aretge -arctg 二 


部 在 (~ ce， 
+ ce) 上 连续 。 此 题 说 明了 什么 ? 

15 证 明 ， 大 数 SC = 中 -3 在 (- coy + co) 上 途 续 ， 且 有 连 
续 的 导 函 数 。 


14 “利用 函数 级 数 的 逐 项 可 微 性 求 函 数 级 数 》 - 艺 一 的 和 困 数 S(9 。 
se 二 」 
3$12.5 
15 “用 一 致 收 敏 或 一 致 收敛 的 否定 叙述 。 判别 下 列 函 数列 在 指定 区 
Es 


1) f(x)=— 0<x< + coy 


十 和 ? 


好 录 
ET 


C2) fs, CX) = 


C3) fal sn 0<x<+eo 


va ， ec 
《4?》7(xZ) = 下 0<Sx<]。 


16 利用 柯 西 一 致 收敛 准则 或 柯 丁 一致 收 敏 准 则 的 否定 叙述 ， 判别 
下 面 二 泡 数 列 在 指定 的 区 间 . 上 的 一 致 收敛 性 或 非 一 致 收 伍 性 ， 


Ci 


THA 0<Y 和 1， (8) 1<X + 00, 


《2)7 fir) ==-D 0<CK<1, 

17 应 用 例题 选 讲 的 例 9 所 给 出 的 一 致 收 和 化 的 充 要 条 件 ， 送别 下 面 
二 函数 列 在 指定 区 间 上 的 一 至 收敛 性 ， 

(1) filt) = 0 +oos 

(2) fs X= XN 0x1, 

18 ” 证明， 如 果 CD 在 团 区 间 [09,4 上 可 积 (a 为 任意 正 实数 ) 


fs (5) -| fata 则 函数 询 {fC2)) 在 周 区 疝 [4y 62. 上 一 致 收 人 煞 当 


0。 

19 如果 函数 f(x) 在 于 区 间 [0,1) 上 连续 ， 且 jl) = 0, 则 函数 列 
gr) = f= 1 2 在 闭 区 闻 [0,1] 上 一 致 收 化。 

20 ”证明 ， 冰 数列 fs (x) =r2CT ~ 区 2 (4=1,2,…) 宕 闭 区 间 50, 11 
上 非 一 致 收 黎 于 fs) 三 0 但 却 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 即 有 等 式 


lim | | limf, (x)ax 
成 立 ， 


21 为 于 极限 mn T 了 54 可 和 殖 在 积分 号 下 取 极 限 ? 


i 
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9 rr re a 


第 十 三 章 ”者 级 数 


本 章 将 在 上 一 章光 数 级 数 的 一 般 理论 基础 上 ， 讨 论 一 类 特 
殊 的 函数 级 数 ， 即 所 谓 睡 级 数 ， 

在 这 一 章 中 ， 一 方面 ， 要 讨论 轿 级 数 的 收敛 域 ， 一 致 收敛 
性 以 及 突 级 数 的 和 效 数 的 分 析 人 性 质 ， 男 一 方面 ， 要 讨论 如 何 把 
给 定 的 函数 表示 成 短 级 数 ， 这 样 就 可 以 通过 短 级 数 的 部 分 和 
《多 项 式 ) 来 研究 给 定 的 函数 的 分 析 性 质 ， 或 者 近似 地 计算 它 
的 基数 全 。 


$13.1 器 级 数 的 收敛 域 


一 帮 级 数 的 概念 


定义 各 项 皆 为 短 鸭 数 zofx -x0)” (名 = 人 0 1, 2 …) 的 函数 
级 数 ， 即 


et A(x— Ko) AR Kot dalX — Ne) + 


= ax 一 xm (13. 1) 


其 中 4 Gy A 皆 为 稼 数 ， 称 为 寡 级 数 。 
常数 a， Hs Hz yg dns “9 称 为 宕 级 数 (C13.1) 的 系 
数 ， 


特别 地 ， 当 x,= 0 的 情形 ， 即 矢 级 数 


dot A + Xt et aX" + = dx" 《13. 2) 
= 
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更 为 重要 。 因 为 将 短 级 数 (13.2) 中 的 x 用 x- x。 代替 ， 就 得 
到 闫 级 数 (13.1》 ， 所 以 ， 本 章 主 要 讨论 医 级 数 (13.1) 。 


二 畦 级 数 的 收敛 域 
我 们 已 知 函 数 级 数 的 收敛 域 一 般 是 很 复杂 的 。 但 对 宪 级 数 
来 说 ， 其 收敛 域 却 很 简单 。 先 看 下 面 三 个 例子 ， 
例 1 和 宕 级 数 全 #1lx"” 在 *= 0 点 收敛 ， 其 他 任何 xs0 点 中 
发 散 ， 即 收敛 域 是 仅 有 一 点 x = 0 所 组 成 的 数 集 和 = {0} 。 
事实 上 ， 当 x = 0 时 ， 短 级 数 1 x* 显 然 收 化 ， 


当 x 关 0 时 ， 有 
Jim xt 1)!x 


LE No 


根据 达 兰 贝尔 判别 法 ， 人 4 知 ， 大 级 数 
六 mx" 发 散 。 


xx ]= +co 


例 2 短 级 数 肪 污 在 任意 一 点 xE(-co，+co) 痊 收 


伍 ， 即 收敛 域 是 整个 数 辅 和 =〔〈- co +co)。 
事实 上 ， 人 xE(-co，+co)， 有 


| 的 -年 六 同名 车 -< 


并 -om 


根据 柯 西 判别 法 知 ， 宕 级 数 人) 绝对 收 贷 ， 当 热 收 伍 ， 
即 告 级 数 的 收敛 域 是 整个 数 轴 XX= (- co，+co)， 
例 5 ”每 级 数 有 六 在 任意 一 点 x (一 2,2) 收 化 ， 并 清 
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te TE 


足 不 等 式 | x | 之 2 的 点 x 发 散 ， 妈 收敛 域 为 X= (一 3，2)。 
事实 上 ， 对 任意 xE (~2，2)， 有 
tim |” =lim J - a 


根据 笨 西 判别 法 知 ， 每 级 数 罗 革 绝对 收敛。 当然 收 伍 。 


。 x 
lim x = 十 co 


此 时 级 数 因 不 满足 收敛 的 必要 条 件 而 发 散 ， 
当 | x| =2 时 ， 此 时 短 级 数 变 为 (+1)"。 显 然 此 二 数值 


级 数 ， 也 因 一 般 项 不 趋向 零 而 发 散 ， 
通过 这 三 个 例子 说 明 ， 


1” 点 x=0 总 是 宕 级 数 请 4sx* 的 收敛 点 。 


2。 每 级 数 》asx" 的 收敛 域 可 能 是 整个 数 轴 X =〈- co，+ co)， 


如 例 ? 。 也 可 能 是 以 原点 为 心 的 一 个 有 和 穷 区 间 ， 如 例 3 的 收复 
域 是 义 =《 一 Dy 2 
关于 知 级 数 的 下 敛 域 ， 我 们 有 如 下 的 三 个 定 草 ， 


定理 13.1 如 果 千 级 数 》4x" 在 点 x=5 收敛 ， 则 震级 数 


ox 对 满足 不 等 式 


[x 
的 所 有 点 x 皆 绝对 收 侣 。 
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证 明 ”因为 ， 数 级 数 少 aob" 收 伍 ， 所 以 ， 有 


是 一 上 
dd"—>0 〔《N->CD) 


于 是 ， 根 据 数 列 裤 限 的 有 界 性 ， 存 在 订 汪 0, 使 得 
| anb" [< AM (#=0, l, 2, ''') 
从 而 ， 对 满足 不 等 式 | x [<]2 | 的 所 有 x， 有 


| enw" [=1 ap 各 <MI| (a=0, 1，2，，…) 
四 为 2 这 | 是 几何 级 数 ， 且 公 比 | <1, 所 以 收敛 ,要 


据 比 较 判 别 法 (定理 坟 ,7) 知 ， 级 数 | oax"| 收 合 ， 即 宕 级 


数 信 jdox" 绝对 收敛 。 0 
推论 如 果 矢 级 数 依 /4o*x" 在 点 PB 发散， 则 宕 级 数 》4ox" 在 
满足 不 等 式 
| xl >18| 
的 所 有 点 x 蕴 发 散 ， 


证 明 用 反 证 法 。 假 设 存 在 某 点 x,， 它 满足 不 等 式 | x, [> 
1 8 |， 使 得 割 级 数 分 <x" 在 点 xs 收敛 。 根 据 定理 13. 1， 客 级 数 


em 


这 sx? 在 点 6 绝对 收敛 ， 这 与 题 设 午 级 数 四 4.x” 在 点 8 发 散 巴 


有 一齐 用 一 和 


盾 。 口 
定理 13, 1 及 推论 指出 ， 如 果 需 级 数 》 zx* 在 点 xc 收 敛 ， 则 
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rr 3 rt A i 


六 


在 开 区 间 ( -] al,| a 内 每 一 点 丝 收 化 ， 如 果 和 级 数 anx" 在 


自 于 香 


点 868 发散 ， 则 在 区 间 由 861,+59) 和 (一 o0, ~j B81 内 每 一 点 皆 
发 故 。 


定理 13.2 对 任意 知 级 数 人 4x" 总 存在 数 >(0<r 委 +co)， 


1"。 当 |xj<r(0<rs+co) 时 ， 震 级 数 yaox” 绝对 收 


易 二 生 


伍 ! 
2。 当 |x|>r(0O<r<+co) 时 ， 等 级 数 》jaox" 发散。 


证 明 分 三 种 情形 来 讨论 。 
(i) 如 果 竺 级 数 沁 cox” 在 任何 点 xE(- co，+co) 异 收敛 


(如 例 2》， 令 r= +co， 当 |x |<<+oo 时 ， 罕 级 数 Dox" 绝 


日 芋 量 


对 收 合 。 此 时 自然 取 ?= + co。 
(ii) ”如 果 舌 级 数 信 6sx" 仅 在 一 点 x= 0 收 化 ( 如 例 1)， 令 


r= 0， 即 对 任意 x， 当 | x |>0 时 ， 罕 级 数 少 wx” 发散 。 


申 一 惠 


(iii) ”如果 宕 级 数 4sx” 在 点 x=& 收敛 ， 且 同时 在 点 


x= 有 (sa) 发 散 ， 


此 时 寡 级 数 》anx* 的 收敛 点 集合 是 有 界 的 。 


上 25 


事实 上 ， 根 据 定理 13. 1 推论 知 ， 短 级 数 人 /4ox" 对 满足 不 等 


式 | x [> 81 的 所 有 点 x 皆 发 散 。 从 而 ， 备 级 数 少 4sx" 的 所 有 


收 伍 点 * 的 集合 和 此 满足 不 等 式 | x| 忆 | 8 |， 即 收 人 争 点 集合 是 有 界 
的 。 于 是 ， 收 合 点 集合 有 .上 界 1 8 因而 它 必 有 唯一 的 上 确 界 ， 
记 作 


1。 当 | x* |<r 时 ， 才 级 数 总 asx" 绝 对 收敛 ， 


事实 上 ， 对 任意 满足 不 等 式 
| x |<r 


的 x, 根据 上 确 界定 义 ， 对 e=+ 一 | x | 之 0, 存在 短 级 数 2/4oxw" 的 


收 就 点 x，， 有 
[x!=r~ se<| x, |<r 


根据 定理 13. 1 知 ， 宕 级 数 》ianx" 在 点 x 绝 对 收 伍 。 


2。 当 [x|>” 时 ， 寨 级 数 》vsx* 发 散 是 显然 的 。 。 口 


定义 ”定理 13. 2 中 的 数 ” 称 为 纤 级 数 的 收效 半径 ， 而 区 间 
(- *，7) 称 为 颖 级 数 的 收 笋 区 间 。 


定理 13, 2 指出 ， 对 任意 里 级 数 少 4ox" 在 收 敏 区 间 ( 一 +，?) 


内 绝对 收敛 ， 当 * = 0 时 ， 收 化 区 间 ( 一 r+,+) 退 织 为 一 点 x =0( 如 
例 1》 当 + = +co 了 时， 收敛 区 间 是 整个 数 轴 〈- co，+ co)。 


总 之 ， 任 意 的 震级 数 》asx" 的 收敛 域 总 是 以 原点 为 心 ， 以 r 《0 


所 二 日 
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起 和 i pr Bitar tf 和 BT EA er a ai yw， me < 


<Y 委 +c2) 为 半径 的 区 间 中 . 
那么 如 何 求 医 级 数 的 收敛 半径 > 呢 ? 有 部 下 定理 ， 


定理 13.3 ”如 果 狂 级 数 》jasx* 的 系数 有 


lim n+1 一 了 
s+ Hg 

则 窒 级 数 》aox" 的 收敛 半径 
里 三 站 


了 当 0<< < +co 
”1+oo， 当 1 =0 
0 ， 当 /! = co 


证 明 考虑 宥 级 数 》anx" 各 项 绝对 值 级 数 


dd | 
D2 [eax (13.4) 
LA 
出 题 设 ， 有 
1im Ei 人 一 1im : :gs | xx (13. 8)» 
sm | 4 | an 


1” 如 果 0</1<+oo， 根 据 达 兰 贝尔 判别 法 ， 当 让 x |< 
lb 即 当 | x|<< 了 时， 每 级 数 请 josx" 收 伍 。 从 而 者 级 数 ?zoxr 


惫 二 外 Eady 


绝对 收 化， 而 当 1ixj>>1 时 , 即 当 lx >> 子 时 ， 宕 级 数 》 aox” | 发 


一 


四 当 0<rc 寺 oo 时 畴 级 数 和 qs ”在 收 族 区 疗 (~r?) 的 问 点 X=? 及 X= 一 


的 收敛 性 ， 人 
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散 。 从 而 宕 级 数 》 eux" 也 发 散 ( 见 十 一 章 学 习 指导 几 点 说 明 4)。 


由 此 可 见 r= 地 。 


2 ”如 果 /= 0, 因为 对 任意 xE(- co，+ oo0), 血 有 x |= 
0<1， 所 以 ， 由 (13.5) 式 ， 根 据 达 兰 贝 尔 判 别 法 ， 对 任意 


xE (~o0, +o0)， 级 数 轨 | asx" | 收 仿 。 从 而 ， 对 任意 >xE 


备 二 站 


音 
(~ co, + co)， 级 数 anx" 收 化 因此 + = +oo， 
3 ”如 果 7= +co， 对 任意 xs0, 由 《13. 5》 得 
lim i 


Bed 


| 十 Se 


根据 达 兰 贝尔 判别 法 知 ， 当 x 六 0 时 ， 级 数 | aux"| 发 散 ， 


从 而 +=0 0 
例 4 i 三 x" 的 收敛 域 
解 ” 因 为 
人 pe 
i | i a 
Vr 
所 以 ， 根 据 定理 13. 3， 收 敏 半 径 + = 言 ， 收 伊 区 间 为 -二 ， 
1 
引 ， 


在 左 端点 x = ~ 寺 ， 给 定 宕 级 数 变 为 数 级 教 罗 (二 22， 


人 
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I 


药 布 尼 蒋 判别 法 ， 它 是 收敛 的 。 
在 右 端 点 x= 于 ， 级 数 变 为 加 二 二 = 发 艇 (P 级 数 ,P= 鳌 < 


由宇 1 


i 


于 是 ,等 级 数 站 5x" 的 收 全 域 为 [- 寺 ， 二)。 


4=1 


例 5 求 禾 级 数 及 -x" 的 收 全域 


粤 三 1 


解 ” 因 为 
GB"+t 
1 = lim | e+! tl) 6 
sca | dn 5" 
?7 


所 以 ， 根 据 定理 13.3， 收 敏 半 径 + = 二， 收 化 区 间 为 《一 主 
1 
5) 


在 左右 二 映 点 x = 一 二 和 x= 荆 , 笃 级 数 及 -对 -x" 分 别 变 


为 数 级 数 》 二 从 它们 尖 收 全 
ee 


例 6 求 寡 级 数 汪 ( - 1D"7zx" 的 收敛 域 ， 


解 ”因为 
1= lim Pe | =lin | _1ims+1-1 
本 下 cc 《一 1)” ip g-*co 党 


所 以 ， 根 据 定 理 13. 3， 收敛 半径 + =1， 收 敛 区 间 为 (一 1， 
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1) 。 
显然 在 二 端点 x= +1， 香 级 数 汪 (- "nx" 丝 发 散 ， 于 是 


宕 级 数 少 (- 1)"+4x" 的 收 伍 域 为 收 伍 区 间 (- 了 1)， 


二 


例 7 求 等 级 数 六 一 的 收敛 区 间 。 
性 二 外 
解 ”因为 
ee 
7= lim lst) = lim|l +D! -Timi1_-0 
se 经 了 一 cc 1 “ey 二 1 


| 机 
所 以 ， 收 化 半径 >= + cc， 从 而 收敛 区 闻 为 (- co，+ co)。 


例 8 。 求 例 1 中 的 等 级 数 》zlx" 的 收敛 半径 。 


解 ” 因 为 


i=1lim 


FE 


H+ 1 -1iml nt 2 


EF Wh 


= lim (z + 1)= + oo 


所 以 ， 收 伍 半 径 > = 0。 
$15.2 和 函数 的 分 析 性 质 


由 上 节 的 讨论 大 到， 考级 数 2》14sx” 的 收 伍 城 总 是 一 个 以 原 


点 为 心 ， 以 r (收敛 半径 ) 为 半径 的 区 间 、 要 讨论 震级 数 在 收 
敛 区 闻 内 所 定义 的 和 函数 的 分 析 性 质 ， 自 然 想 到 竹 级 数 在 收敛 
区 问 上 是 裕一 致 收敛 ? 一 般 说 来 ， 礁 级 数 在 收敛 域 上 不 一 定 一 


致 收 合 。 例 如 ， 宪 级 数 》x" 在 开 区 间 《一 1，1) 内 收 仑 ， 但 非 


虑 二 曾 
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一 致 收 伍 〈 见 十 二 章 习 题 3 。 (7 ) ) 。 但是， 我 们 有 郊 下 定 
理 ， 


定理 15.4 刘 果 震级 数 》zux" 的 收敛 半 色 为 +, 对 满足 不 等 


式 0<”<” 的 任意 ”， 则 有 罕 级 数 》 onxr 在 闭 区 间 [ = YI 上 
二 二 遇 


一 致 收敛 ， 


证 明 ”由 于 0<r"<r, 根据 定 理 13.2 知 ， 笑 级 数 人 4ax" 首 


一 自 


上 襄 X*=r' 绝对 收 伐 ， 即 级 数 


oo 


DP las lr” 
*=0 

路 全 显然， 对 任意 x€f-+'， r+]， 有 
| sx [Si as lr™™ (r= 1 2, .) 


根据 -判别 法 ， 窒 级 数 》4sx ”在 闭 区 间 C-r， + 上 一 致 


收敛 品 
定理 13. 4 指出 ， 凝 级 数 在 它 的 收敛 区 间 (- ”六 内 部 的 任 
何 闲 区 间 上 血 一 致 收 钱 。 这 正 是 究 级 数 的 优点 之 一 。 
根据 这 个 定理 ， 结 合 函 数 级 数 和 函数 的 分 析 性 质 ， 可 立即 
得 到 下 列 生 级 数 的 各 函数 的 分 析 性 质 。 


定理 15.5 和 突 级 数 》zsx”" 的 和 函数 9(x) 在 收 伍 区 间 (+， 


”*) 内 连续 。 
证 明 设 x 是 收 伍 区 问 (-”，7z) 内 任意 一 点 ， 即 | x, | 过 
*。 于 是 ， 必 存在 ”>0 使 得 | 和 六 <r*。 根 据 定 理 13. 4 知 ， 


窒 级 数 依 /4sx” 在 闭 区 间 [+'，r') 上 一 致 收 敏 。 军 根 据 定 理 


拓 工 生 
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12. 5 知 O ， 禾 级 数 人 xax” 的 和 函数 Y(x) 在 闭 区 间 [ -”，”] 上 


连续 ， 从 而 函数 了 (x) 在 点 x 连续 。 再 由 点 和 mE 0- 六 的 任意 
性 知 ， 和 函数 3Cx) 在 收敛 区 间 (-r，r〉 内 连续 . 口 


定理 13.6 ”等 级 数 》exn 的 和 函数 9(x) 在 收 伊 区 间 (- 


四 一 


*) 内 部 的 任何 财 区 间 【- *，”] (0 之 rf' < 之 +) 上 可 积 ， 特 别 是 对 
任意 x， 且 0 一 | x| <# 有 等 式 


fow- 对 et Di (13.6) 


证 明 ” 闲 为 ， 根 据 定理 13.4， 赛 级 数 yiar" 在 闭 区 间 


[~r' ,VI 上 一 致 收 化 再 根据 定理 12.6 知 ， 才 级 数 》4ox" 的 和 


是 数 4(x) 在 所 区 间 [ 一 ”，”] 上 可 积 ， 
特别 是 5(x) 在 闭 区 间 C0，xj] (0 之 x 之 r》( 或 在 闭 区 间 
[x，0] 〈(- ”<x<0)) 上 可 积 ， 且 有 等 式 


mm 


“St Li 
[a )d 2 1. A Zi 


丑 并 | 


即 矫 级 数 》4ox" 可 逐 项 积分 。 0D 


等 级 数 》 zsx* 在 收敛 区 间 内 部 的 任何 闵 区 间 上 可 以 逐 项 积 


一 
中 本 来 应 用 定理 12.5, 12.6 和 12.7 时 .还 要 验证 te (x) = ar x* 或 省 它 的 导数 
Max Xe 的 连续 性 ， 得 对 于 级 效 》 a 5* 来 说 ， 这 是 显然 的 。 故 在 定理 证 明 中 省 略 
不 提 。 二 
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分 ， 称 为 宪 级 数 》izsx" 在 收敛 区 间 (- *，”) 内 可 逐 项 积分 。 


推论 每 级 数 2 0x”! 的 收敛 半径 不 小 于 每 级 数 iaoxr 
的 收敛 半径 。 


证 明 ” 设 宕 级 数 记 755x"“， 的 收敛 半径 为 R， 根 据 定理 


发 二 0 


13.6 知 ， 对 任意 xE(-” *) 车 级 数 2 ee 收 化 


( et = | sa), 故 ( 一 r, 了 六 (~-R,R), 即 R 之 r+、 口 
首 三 作 


定理 15.7 () 短 级 数 儿 ax” 的 和 函数 了 (x) 在 收敛 区 癌 


《一 +，r) 内 可 微 ( 即 可 导 〉 ， 且 有 等 式 


4 人 fx) = Dra" (13.7) 


即 短 级 狼人 a。x" 在 收敛 区 间 内 可 以 逐 项 微分 。 


(ii 得 级 数 信 #4ox"”' 与 原 短 级 数 良 4sx" 的 收敛 半径 相等 。 


过 和 名 一 小 


分 析 ”要 证 明 宕 级 数 >jasx” 的 和 函数 9(x) 在 收 敏 区 问 


(~*，7) 内 可 微 ， 旦 有 等 式 〈13.7) 成 立 ， 只 须 证 明 5Cx) 在 任 
意 一 点 * 筷 5(-#*，r) 内 可 微 ， 且 (13.7) 成 立即 可 。 为 此 任 取 


r', 使 得 | x |<r'<r， 根 据 定理 13.7， 只 须 证 明 级 数 jzrasx" :在 
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用 区 间 [一 ”"，r 上 一 致 收 化 即 可 。 
证 明 ”位 设 x 是 收 化 区 间 (-r，7) 内 任意 给 定 的 一 点 (上 暂 
时 固定 ) ， 存 在 r' 与 r,， 使 得 “|x |<r'<rn<r。 
对 任意 xEEL 一 x， + 有 
天 


但 
| auoxr en] oa lr! = 二 (于 ol ase) 《1) 


因为 级 教 》 二 s( 二) 收敛， 所以, 根据 级 数 收敛 的 必要 
条 件 知 


再 根据 数列 极限 的 有 界 竹 知 ， 存 在 对 >>0% 使 得 
工 z( 工 ) SM Ce (2) 
Fr! + 


由 (1) 与 《2) 知 对 任意 xE[-r，z#] 有 
| zeaxn IM a | Cx#= 1, 2, '**) 


而 级 数 加 MI wor | 收敛 ， 芍 根据 六 一 判别 法 知 ， 级 数 》zaoxr- 


在 闭 区 间 【- ”…，7* 门 上 一 致 收效。 
最 后 ， 根 据 定理 12.7 知 ，5(x) 在 闭 区 间 C 一 r+] 上 可 微 ， 
当然 在 点 xE(-+',?) 可 微 ， 且 有 


$x) = ranxd 


} 


里 
中 因为 im 到 +L= jim -7 
自 一 mn 省 ga 一 op 有 各 | 池 1 


Dy 
所 以 。 根 据 达 兰 贝 尔 判 别 法 知 ， 他 数 内 n( 2 收获。 
蝇 过 上 
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又 由 点 x 的 任意 性 知 ，4(x) 在 (-”，7 内 可 徽 ， 且 有 


jx) = Diasx"! 


即 宕 级 数 》 aux”-: 可 在 收敛 区 间 〈- *，r) 内 逐 项 微分 。 


(ii) 设 级 数 (13.7》 的 收敛 半径 为 及 ， 
一 方面 ， 由 (人知 ， 对 任意 xE(-r:r)， 级 数 (13.7) 收 


敛 (Zizenxo -ytxo)。 这 说 明 〔(-m 六 一 (-R，R)， 即 


r<R。 另 一 方面 , 因为 级 数 yjzsx" 是 级 数 必 wanx": 由 0 到 x 逐 


二 从 如 一 上 


项 积分 的 结果 ， 所 以 ， 根 据 定理 13.6 的 推论 知 ，+ 沪 RR。 因 此 
R=r, 已 


推论 1 ” 客 级 数 》xnx" 逐 项 积分 后 的 收敛 半径 不 变 。 


大 一 侨 


证 明 设备 级 数 仿 - 宅 jx”* 的 收敛 半 径 为 R， 根据 定理 


人 xn"? 逐 项 微分 的 级 数 妆 cax” 的 收 但 半径 


Li | 


be 


13.7， 矢 级 数 放 


r=R 口 


推论 2 ”每 级 数 asx" 在 收敛 区 间 〈-”，r) 内 有 任意 阶 


导数 ， 且 


GH) = zz 一 1) (2 一 上 1)aox * (x|<r, £=1, 
各 二 上 


2，…) (13. 8) 
证 明 ”因为 寡 级 数 
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S$'Cx) = Dlaanx”! (13.7) 
时 二 上 


的 收 化 区 间 仍 为 (-r+，r)。 根据 定理 13.7， 在 收敛 区 间 内 ， 才 
级 数 (13,7) 仍 可 逐 项 微分 ， 肚 


SC) = Yas -lax (x [<r) 


时 二 2 


将 和 逐 项 微分 进行 有 次 (=1，2，…) ， 有 


SL (x) = az 一 1)…(z 一 下 二 1) dx" (|x|<r) 口 


全 二 用 


上 面 讨论 的 等 级 数 》4ox" 的 和 函数 9(x) 的 分 析 性 质 ， 都 是 


限制 在 收敛 区 闻 《一 +，7) 内 ,为 了 讨论 和 画 数 5(x) 在 收敛 区 
间 的 端点 x=r 或 x= -+ 的 连续 性 、 可 微 性 与 可 积 性 ， 我 们 
有 下 面 两 个 定理 。 

定理 15.8 如果 宕 级 数 》jesx" 在 收敛 区 间 〈-r，r) 的 右 
端点 x =r 收 伍 ， 则 宕 级 数 》iesx” 在 闭 区 间 〔0，r] 上 一 致 收 
伍 。 _ 司 一 让 

证 明 ”将 宏 级 数 》jznxr 改写 为 如 下 的 形式 

co = er E) (0 之 x 过 +) 


用 阿 贝尔 判别 法 。 令 (x)=( 芝 ) ，。 bo(x) =e? ， 


rr 


显然 满足 条 件 : 
(1)aakx) = ( 芝 ) 对 每 个 固定 的 xE50，r], 数列 递 碱 ， 
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且 一 至 有 界 。 
事实 上 ， 对 任意 xE50， r.], 有 


1>¥>(X) >.…>(*) >.…>0 


《2) 数值 级 数 六 5r(x) = 良 jzo7 收敛 。 


于 是 ， 矢 级 数 4ox" 在 闭 区 闻 〔0，r] 上 一 致 收敛 。 0 


得 一作 


同 理 ， 加 果 徊 级 数 在 收 全 区 冯 左 端点 -+ 收 人 第， 则 此 敌 弘 
数 必 在 闭 区 间 【- *，0] 上 一 致 收效 ， 因 此 ， 笑 级 数 在 收敛 域 
入 上 的 任何 闵 区 间 5a， 约 《〈[a，2 轨 CCX) 上 一 至 收敛 。 


定理 13.9( 阿 贝尔 定理 ) ”如 果 宕 级 数 》usx” 在 点 “= 


用 忆 自 


(或 * = -+) 政策 ， 则 宕 级 数 》iasx* 的 和 函数 9(x) 在 点 x= r 左 


连续 (或 *= ~r 右 连续 ) 、 即 
lim S$(x) = 5(r) (或 lim (2 = 一 #))》 
或 者 


lim » dsX™ = Day 《或 lim 3 IT MX 二 Da — 了)") 
二 和 


wr—0 
遇 到 二 站 溃 二 站 用 二 委 


证 明 ”根据 定理 13.8， 香 级 数 训 asx” 在 闭 区 间 5C0，m 上 


一 致 收敛 ， 再 根据 定理 12. 5 知 ， 寡 级 数 和 janx” 的 和 函数 8(x) 


在 闭 区 间 50，r] 上 连续 ， 从 而 ，5(*) 在 点 x=+ 连续 ( 右 连 
续 ) ， 即 lim 5(x) = 5(7), D 
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注意 ， 和 如果 短 级 数 人 4ax" 在 点 x=+ (或 x= -7) 收敛 ， 


[ 


应 用 定理 13.8 和 定理 12. 6 可 推出 ， 宕 级 数 六 4sx” 在 闭 区 间 C0， 


二 站 


r] (或 一 +?， 人 站 ) 上 可 竣 项 积分 ， 即 等 式 (13.6) 在 x= (或 
x 二 一 +*) 也 成 立 ， 而 应 用 定理 13.8 和 定理 12.7 可 推出 ， 宕 级 数 


ba 


人 Dx” 在 端点 x=r (或 v= ~?) 可 逐 项 微分 ， 即 等 式 (13.7) 


在 点 x=r (或 x= - r》 也 成 立 。 


例 1 求 窜 级 数 
x x | x 
2 B39 94 Tar 
的 和 和 消 数 . 
解 ” 首 先 求 收敛 区 间 
EN 
f= lim Go+1 2 名 = 
| | 库 一 CO 1 rf 一 mw 侈 十 名 


(二 
r = 了 =1， 于 是 收敛 区 间 为 (~ 1， 了 。 
其 次 ， 在 收 敏 区 间 〈- 1，1) 内 。 利 用 定理 13.7， 求 给 


定 的 区 级 数 的 和 函数 . 
设 s(x)= 二 十 


x x™ 
B+ tr + I*l<1 (8) 
《3) 式 两 边 肝 以 x 得 


2 3 
本 0 ee 
i er rr THT 


根据 定理 13.7，、 对 考级 数 《 4) 逐 项 求 导 得 ， 
eo ri， 
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《4) 


a erp ha pan eam rap cy TE ish ri re 


+ 《5) 
再 利用 定理 13.7， 对 轿 级 数 《5 ) 还 项 求 导 得 ， 
CXS CX = 1+xt tx 1 -x |< (6) 


对 (6) 式 从 0 到 x 进行 积分 得 ， 


Cs)OF= [= in < (7) 


对 (7) 式 再 从 0 到 x 积 分 一 次 得 
Kx》 -| -inG-D4= -ein 中 十 臣 
8 


故 SC = LI In( x) + 
x Xx? x 
TE 

二 


CI- x)lnt1l— x) +xy xcT) 


容易 验证 ， 上 式 左 边 的 突 级 数 在 二 端点 x= 圭 1 锋 收 化 ， 
于 是 ， 根 据 阿 内 尔 定理 知 ， 上 式 右边 的 和 函数 在 二 端点 x= 十 1 
化 连续 ， 


事实 上 ，S (x)= (1 x)1n(1 一 x) + xJ 在 点 x =1 有 


lim $Cx) = Hm (1- x}yin(1l ~ x}+xi=1 


寺 ~ 一 站 
又 当 x 三 1 时 ， 级 数 变 为 
1 1 1 和 
I 
故 
x x? Xe” 
Te 
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一 过 tn 人 一 >) +1， 当 一 1 过 x 之 1 时 


— 


1， 当 x=1 时 
例 2 求 震级 数 
X dx:+ 9x —16x + + (—1)" glx"+ .ee 
的 和 函数 。 


解 因为 1=lim < | i 


=1 


所 以 ，*= 土 =4， 从 而 ， 收 敛 区 间 为 (- 1,1)， 当 x= 土 1 时 ， 


车 级 数量 然 发散 ， 故 收敛 域 为 (一 1，1)， 
设 SS(x) =x 一 4x2+9x3 一 16x4T .+ (1) n+ am 
=x(1~ 4x+ 90x — 16x + + (— 1 Inx" !+:.) 
于 是 ， 
-0 =1— dx+ Oxi— 16x + + (— 1)" mx”! 
+， (~-1<x<1) (8) 
对 震级 数 (8) 从 0 到 x(| x | 过 1) 逐 项 积分 得 


[2 -| dt -| diat :| oz 上 | 167df + or 
+ + 有 上 0 和 


+ -DD iw td 
和 
=x— x + Ix dx t+ (Co 1)" inxT+ er 
= XCl1— 2%+ Bx — dx +t 二 (— 1)" liye tt +... 
(9) 
由 (9) 式 得 
® 袜 示 敌 级 数 1 一 4X+ 8X?+ 小 之 函 和 数 。 当 “= 0 时 ，SX0} = 0, 故 认 


为 下 当 x= 0 时 有 意义 。 
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Tt ebro dd wre rd 


站 EG 
Jo 


a (— 1<x<1) {10) 
对 宕 级 数 40) 从 0 至 x (| x |<1) 逐 项 积分 ， 得 


ji (F222 y= . dy — | 22 dy 上 3y°dy 


区 
宰 全 
=X— x tx tx" + 0 


i (~ 1<x<1) (11) 


对 (11)》 式 两 边 求 导 得 


人 


ff i 


出 此 得 


对 《12) 式 两 边 求 导 得 
SC ,1x 
x (lt+x)’ 


x(l~ 
外 Stx) = 二 A - 1<x<1) 


$13.35 泰勒 级 数 


在 前 两 节 中 ， 我 们 讨论 了 之 级 数 的 收 合 域 、 一 致 收敛 性 以 
及 震级 数 所 确定 的 和 函数 的 分 析 性 质 . 从 这 一 节 起 ， 我 们 研究 
车 级 数理 论 中 另 一 方面 问题 ， 即 如 何 把 已 知 函 数 表 示 成 某 一 其 
级 数 ， 亦 即 所 谓 的 函数 宕 级 数 展 开 问 题 。 

在 站 .3 中 我 们 已 经 独到， 如 果 攻 区 f(x) 在 点 x=x 的 某 
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一 邻 域内 ， 有 直到 #+1 阶 导数 7Gx)，f7Cx)， /tn (x)， 
则 应 数 六 x) 在 点 x 具 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 为 


fx) = fx) +f'(x,) (x — x,) tA) 《% ~— X00)! + se. 


六 了 四 (xx 《和 一 六) 下 十 下 (x — 0) 
ba nl 


其 中 介 于 x 与 x 之 间 ， 
f (x0) +f'(x) Cx— Xx) ti (>% — X00) + "+ 


Se sD (2) 
A| 


称 为 函数 f(x) 在 点 x 的 # 次 泰勒 多 项 式 ， 
如 果 函 数 f(x) 在 点 x, 在 在 任意 阶 导数 ， 则 泰勒 多 项 式 的 
项 便 可 以 无 限 写 下 去 ， 即 


fw0) tf' x0) Cx — wo) tH (x 一 xD)2 十 ee 
叶 eek (NA ep 
| 


于 是 ， 我 们 有 : 
定义 ”如果 画 数 fx) 在 点 %, 存 在 任意 阶 导 数 ， 嗜 级 数 


f Cx) tf ' (C(x) (x 一 Yo + (x — Xp) 
tet (13. 9) 
称 为 函数 Ax) 在 点 x, 的 泰勒 级 数 。 记 作 
fC) ~f x0) +f' x0) Cx — x) te) a 
{3} 
+ (x w Xa) “十 亲人 
178 


FR rr ne vv 


Oo fw (x) 本 
或 fx) a (x— x,)*D 


竺 级 数 《13.9) 的 系数 全 《n= 0，1，3，…) 称 为 


勤 系数 ， 

任何 一 个 廿 数 .所 x)， 只 要 它 在 点 % 存在 任何 阶 导 数 ， 那 
么 它 在 点 %% 的 泰勒 级 数 就 一 定 存在 .但 是 ， 琐 数 乒 x) 在 点 xe 的 
泰勒 级 数 未 必 收 合 到 函数 六 x) 本 喘 ， 甚 坚 除 了 在 点 x= x 外 ， 
其 余 任何 点 锭 发 散 。 如 

例 1 因为 ， 黄 数 


fn ={* “0 
\ 0， x*= 人 0 
在 点 和 = 0 的 任何 阶 导 数 缘 为 0 〈 见 第 四 章 例 题 选 诽 之 例 11)， 
Jm(0) =0 (=0 1 2，…) 
所 以 ， 耳 数 f(x) 在 点 x。= 0 的 泰 勤 级 数 为 


0 0 


0T+T0Ox+T+ 一 和 十 十 一 % + 
21 #1 


显然 它 在 (- ce， + co) 于 收 敏和 于 和 函数 4(x) 三 0。 但 对 任意 一 
点 x 交 0，Fx) 兰 0， 改 对 一 切 x 三 0 前 有 f(x) 记 tx)。 即 函 


数 fx) | 6 =i, xc0 
0， x=0 


0 点 皆 不 收敛 于 f(x)， 

那么 在 什么 条 件 下 ， 范 数 f(x 的 泰勒 级 数 才能 收复 到 卫 
数 f(x) 本 喘 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 15.10 ”如 果 函 数 f(x) 在 点 % 存 在 任意 阶 导数 ， 则 函 
数 f(x) 在 点 x 的 泰勒 级 数 ， 在 点 x, 的 某 邻 域 (x 一 r，xs ++) 内 
收敛 到 函数 Ax〉( 期 函数 f(x) 的 泰勒 级 数 的 和 函数 等 于 函数 


在 点 “= 0 的 泰勒 级 数 ， 在 任何 x 三 


个 孙 数 fi) 的 零 阶 导数 C1 (x) = YX) 。 
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f(x)》 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 xE (xe-r”，xe+7)， 有 
lim R(x)=0 


其 中 Rlx) 是 函数 f(x) 在 点 Xx, 的 泰勒 公式 的 余 项 ， 
证 明 必要 性 ”如果 函数 f(x) 在 点 *% 的 泰勒 级 数 


fx0) +f ' (x0) (x ~ x0) + (x Xx): + se 
训 a (x 一 % Da 
x#] 


在 任意 固定 的 点 xE (x 一 +?，x%e+?7) 收 化 于 孙 数 有 x), 根据 级 
数 收敛 定义 ， 有 


E CO 由 
lim| f(x) 0 (3) 
又 起 洲 数 f(x) 在 点 x 的 泰勒 公式 ， 有 
f(x) - YA Oa (x x)t = Ralx) (4) 
此 二 和 


将 (4) 式 代 入 (3》 式 中 得 
lim R(x)}=0 


充分 性 ”如 果 对 任意 wxE (xo-r，m+7z)， 有 
lim R(x}=0 《5》 
由 函数 f(x) 在 点 x 的 泰勒 公式 有 
R,(x) =f/(x) ~ Da (6) 


二 二 站 


将 (6)》 式 代 入 《5) 式 中 得 
lim | ra -DE ]=0 (7) 


《7 》 式 说 明了 毅 数 作 x) 在 点 xz 的 泰 勤 级 数 在 任意 一 点 
X% ECxe 一 六 Xo +z*)》 站 化 于 函数 f(x). 全 
定义 ”如 果 函 数 f(x) 在 点 x 的 素 勒 级 数 
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i Hn HR Bh rsp mr ?we wren yim ypruppepepnt “Bhd rih rn tt rE A vidi Ee Ar or he : 


Po re /一 Co Cy- eo) ?+ 《13.9) 


在 点 xm 的 基 邻 域 (x 一 +，w6+?) 内 政 钱 于 函数 太 x), 即 对 任意 


xE tx 一 ”w+r)， 有 


fx}=f 0) tf x) x Yo) 十 … + (x- Xe 


= BD (x — xXx) «13, 10) 


= 了 


则 称 函 数 f(x) 点 在 xs 的 某 邻 域 《x,-r，x*%。+r) 内 可 以 用 成 泰 
勒 级 数 。 此 时 的 过 勒 级 数 有 二 一人 (x 一 x)” 称 为 函数 f(x) 


在 反 % 的 泰勒 展开 式 。 

对 更 一 般 的 情形 ， 我 们 有 如 下 的 定义 : 

定义 ”如 果 函 数 A(x) 在 点 xo 某 邻 域 (x。-r，x。+?r) 内 有 
任意 阶 导数 中 ， 昌 存在 知 级 数 

ds TAN — XO) + IAX— Nt +t AX) + C13. 2) 
使 得 在 点 x, 的 某 邻 域 (xo 一 r，xs+?) 内 ， 收 敏 于 函数 f(x)， 即 
对 任意 xE 《xo~r?，x。++)， 有 

f(x) = a ta — Ka) + a(x X00) te 
+ olX— Xt ee 《13. 11) 

别称 函数 玫 x) 在 点 %, 的 基 邻 域 (x, 一 +”，xs++) 可 以 展 成 轿 级 
数 。 并 称 寡 级 数 〈13. 2》 为 函数 f(x》 在 点 加 的 大 级 数 展开 
式 . 

于 是 就 产生 一 个 问题 著 函 数 拨 x*) 在 点 x% 某 邻 城内 可 以 


展 成 知 级 数 妆 4,(x -x,)* 是 否 唯 一 呢 ? 


DD 根据 定理 13,7 推 论 2>，。 办 级 数 的 和 西数 (XxX) 在 收 施 区 辣 内 任意 阶 导 数 ， 
故 必 须 设 匡 数 了 (Xx) 在 点 X60 的 某 令 域 txe -+。xn+ 内 有 任意 阶 导 数 ， 
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为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 对 恒等式 (13.11》 在 任意 一 点 
xE (ye 一 r， 3 二?)》， 了 两 边 逐 次 求 导 得 
f(x)} =a toa — x + A — x) te HAN— Ko)™! 
+ CH las(x ~ xX) t+ 
fx) = 4+ dda (x — Xx) + + Al)a(x— x) 
+ Cnt 1)nas Cx 一 I+ 
f(x)=3 a tan— 1) (x— 2) A(x — Xx)" 
+ (RFINCA Tan Xo re 


bd dd 


和 


令 x=xo， 代 入 到 《13.11) 及 上 述 诸 式 中 得 
f(x) ~ Gey ff’'Cx0) = Ay f "(Cw) = 2| day f "(xo) = S31 dys '*"y 
Fn) = HI A °° 


由 此 解 得 


上 Fis 
a = f(x0), di =/ "(wy, =, = eg 


和 二 了 (os) pe 
种 0 » 


这 就 告诉 我 们 ， 如 困 汞 数 A(x) 在 点 %% 的 某 邻 域 《>xe 一 ?3 
+yr) 内 部 能 够 展 成 寡 级 数 (1L3.1lt), 它 必 是 闲 勒 级 数 (13.9)。 
亦 即 函数 fx) 的 展开 式 必 取 唯一 的 形式 


fx) = Cx 一 we (13.10) 
综 上 所 述 ， 如 果 廿 数 fx) 在 点 xa 的 某 邻 域 《xu 一 ”， Xo 
*》 内 存在 任意 阶 导数 ， 且 lim Rs(x)=0 (其 中 Rs(x)= 


二 (x 一 %) 为 泰勒 公式 中 的 拉 格 误 日 余 项 )， 则 函数 f(x) 


在 点 x 的 茶 邻 域 (x, -r，x。++) 内 可 展 成 唯一 形式 的 罕 级 数 , 即 
127 


函数 FAx) 的 泰勒 级 数 


二 i 
fx) es (13. 10) 


在 素 勒 级 数 中 ， 最 常用 的 是 x,=0 的 情形 。 此 时 泰勒 级 数 
《13.9) 就 变 成 


feoy FF CO) x+ 二 人) 0 tt (13, 12) 


称 宕 级 数 (13.12》 为 水 数 f(x) 的 马克 劳 林 级 数 。 


§13.4 初等 函数 的 器 级 数 展开 


一 ”直接 法 展开 


定理 13. 10 已 给 出 函数 f(x》〉 在 点 x 的 某 邻 域内 可 展 成 泰 
勤 级 数 的 充 要 条 件 。 现 在 ， 我们 在 此 定理 的 基础 上 ， 给 出 半数 
fx) 在 点 x。=0 的 某 邻 域内 展 成 泰勒 级 数 的 充分 性 定理 。 然 后 
出 光 定 理 给 出 郊 个 基本 初等 函数 的 马克 劳 林 展开 式 ， 

定理 15.11 如 果 存 在 数 好 盖 0， 对 任意 xEt~r，?) 有 

| Fw(x) EM (2= 0，1，2，…》 

则 半数 f(x) 在 闭 区 间 C 一 +，+] 〈 也 是 原点 0 的 某 邻 域 ) 上 可 
展 成 寡 级 数 。 

证 明 对 任意 xE[-~ mr， 71 由 题 设 


NR i tl = |) Palle < Mr"*! 
Ro) = -1)! 《下 十 工 ) 


其 中 上 人 介 于 0 人 从 而 EEC--”*，7]。 


人 


人 i (# # 二)1 


-一 收敛 〈 用 达 兰 内 和 尔 判别 法 很 容易 判 


别 ) ， 所 以 lim MT = 0, 从 而 ， 对 任意 xEK~r，x*]J 有 
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lim RCx)=0 
于 是 ， 根 据 定理 13,10 知 ， 对 任意 xEL 一 +， r] 有 


“= 一 一 一 一 
即 沙 数 /xx) 在 闭 区 间 [- *，r* 上 可 展 成 才 级 数 〈 马 克 劳 林 级 


数 ) 。 口 
有 有些 基本 初等 函数 ， 能 直接 利用 定理 13.10 或 13.11 求 出 它 


的 展开 式 ， 这 种 方法 就 是 所 谓 的 直接 法 。 
例 1 将 函数 .Ax) =sinx 展 成 马克 劳 林 级 数 。 


解 因为 "(x)=sin(x+ 区)Gz=1 2，…)， 所 以 ,对 
任意 xE(- co，+co)， 肯 有 
| [sin( x 4) <l (1=1, 2, -.…) 
根据 定理 13.11 知 ， 范 数 f(x) = sinx 可 在 区 间 (- ee，+co) 革 


殿 成 马克 劳 林 级 数 。 
马克 劳 林 级 数 的 系数 
EL 南 sin(0+ 字 《zf=0，1，2，…) 
a! 
将 as 之 值 代入 到 (13.12) 式 中 得 
ee hs Se ER Se EN 
OO 


= 》 nt (oo<x<+o0)(13.13) 


(22+ 1) 
同 理 ， 可 得 
Se BR Me a ol a Se 
cosx=1 六 十 can) x 十 


2 Ds 《-ceo<x<+co) (13.14) 
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Tate he ee ry pe 7 et 


例 2 将 函数 f(x) = 拓展 成 马 友 劳 林 级 数 。 
解 (x)=e” zt=0 1 2 …)， 对 任意 >0， 任 意 
xEC-7*，z]， 有 
| ox) |=0°<e (= 0，1，2，…) 
根据 定理 13.11 知 ， f(x) =e” 可 在 闭 区 间 【- ” 7] 上 展 成 宏 级 


数 ， 
因为 a = 人 (z=0，1，2，…)， 所 以 


ry x” x%” 
=1+xw + + + +t (CC-r<x<r) 


和 由? 的 任意 性 ， 有 


《一 co<x< +o0) (13. 15)» 


2 一 
| 


例 5 将 函数 f(x) = (1+ x)* (其 中 a 为 任意 实数 ) 在 点 
x 二 0 的 茶 邻 域内 展 成 马 殉 劳 林 级 数 .。 
解 fx)=a(la-1). (a—p+1)(l+ x)" "(=1,2,..) 
f"(0)=ala-1)(a—n+1) (z=1,2,..) 
因 紫 ， fx)= (+x)* 的 马克 劳 林 级 数 是 
1+ cx 十 0 GR 
tl 


cl1) 
=lim -2 二 二 | =1， 所 以 +=1, 即 收 人 


! 
| 


因为 7 = lim 


tn 
A 


区 闻 为 (- 1，1)。 

下 面 利用 定理 13,10， 证 明和 宏 级 数 〈(1》 在 收 伍 区 间 ( 一 1 
1) 内 收 合 于 (+*)"， 即 fx) = (1+x》* 在 开 区 间 (-1,1) 内 可 
展 成 窜 级 数 . 

由 3$5.3 泰 勒 公 式 的 柯 西 余 项 知 ， 函 数 玉 x) = (1+x)* 的 马 
ee 


了 


Rx) = 
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te Day ta da gy 
灌 


G+ew)" (He) 


其 中 0<8<1， ed 所 以 0 过 1-0<1+8x, 从 而 


0 二 一 一 1 1 
而 ax(1+ 9x)-!， 和 由 于 0 过 9 过 1， 于 是 | cx(1+6x)- | 介 于 
与 4 无 关 的 二 正 数 


{ ax it+lxhD 与 |cx 人 ET- xD) 
之 间 ， 今 max 由 ax t+lxl 5 cx 人 tlt-ExbD = 所 
以 对 任意 的 xE 和 入， 沸 有 

| ax(1+ bx)! < 
于 大 ， 


| RaCx) |=| ax(l +0x)°- "I 下) 


(a—1)(a— 2)...(a—1—»+1) en 


时 


6 Ca—1)(a~2).…(a—1—#+1) x 


A! 


而 此 不 等 式 右 端的 《一 2) (a-1-7n+1) xs 正 是 函数 


8] 


《1L+x)” 的 马 死 劳 林 级 数 的 *s+1 项 。 由 上 面 的 讨论 知 ， 当 
1 x |<1l 时 ， 酒 数 《1 + x)"”! 的 马 充 劳 林 级 数 收 合 ， 从 而 


a- De-3…(z-1-a+1D) ye ,0 (rroo) 
ed 


因此 
lim R(x}=0 (x!<1) 
于 是 ， 项 数 fx) = (1+xw)’ 在 开 区 间 《-14，1) 内 可 以 展 成 马 
克 劳 林 级 数 ， 即 所 谓 的 二 项 式 展 开 式 
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a VE mA vem PEL. Ww ot mr ed 二 二 r y 
“Wratten rep he sapien .00 “Far rtp pt ta me Pe 


(1+xJz=I1+ax+CCS 一 1 w+ 


+ -22 2 了 x+ ~ 1x<1) (13.16) 
在 (13.16》 式 中 ， 令 z= -1 村 ，- 际 ， 分 别 得 到 


1 


=1T--X 十 X%2 一 … 二 【一 二 72 


十 we (~— 1 x 之 1) (13. 17》 
”= 小 "2 -I eq 下 


一 一 - 1 1 
= + 一 
VE 3.4.6 


+ CA) 22 二 3 人 xi 《_T<x<1) (19.18) 


《2847 1 
Ey 
i 
+ -1x1) (13. 19) 


在 例 3 申 给 出 的 二 项 式 展开 式 ， 本 来 可 展区 间 是 〈- 1， 
1D， 但 在 函数 v 人 入 + 与- 的 展 式 中 分 别 扩展 到 左 、 右 二 


端点 和 右 端 点 。 这 是 由 阿 贝尔 定理 保证 的 ， 
事实 上 ， 如 果 函 数 帮 x) 在 开 区 间 (~+，+) 可 展 成 峰 级 数 


fx) = Panx® {~—r< x) (2) 


且 函 数 f(x) 在 革 一 端点 ， 比 如 右 端 点 x=*+ 连续 ， 另 外 级 数 
(2 ) 在 端点 x =r 仍 然 政 僵 ， 则 根据 阿 贝 尔 定理 有 


一 了 一 1; 他 一 曼 
fn) = limflx) = lim Denx" = Pas” (13.20) 


看 二 修 站 一 也 


这 说 明 展 开 式 在 端点 x =* 也 成 立 ， 例 如 ， 


1 二 十 Ss nC(2#— 1! 基 二 
二 一 -1 2 rr 
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但 由 莱 布 尼 兹 判别 法 不 难 判别 级 数 


:+ I 


是 收 敏 的 @ ， 而 遂 数 -一 在 点 x= 工 连续 ， 所 以 ， 根 据 
1+%w 


(‘13.20) 知 
Ws 本 二 (2 ES 41 
本 却 1 + 1) Ci 


即 上 面 的 展开 式 在 区 问 ( 一 1，1) 的 右 端 点 也 成 立 。 

对 函数 f(x)}=w 1+x% 可 作 类 似 的 讨论 ， 

二 ”间接 法 展开 

从 上 上 $ 段 我 们 看 到 ， 用 直接 法 求 淆 数 的 突 级 数 展开 式 是 很 亦 
类 的 。 通常 是 从 已 知 展 开 式 出 发 ， 通 过 变量 代 换 、 四 则 运算 以 
及 蜂 级 数 的 逐 项 微分 或 逐 项 积分 等 方法 求 出 它 的 展开 式 的 。 这 
种 方法 ， 就 是 所 谓 的 间接 法 。 

1。 变 量 代 换 法 

例 4 求 项 数 。 二 的 马克 劳 林 级 数 。 


入 ee -+ 条 《一 co<x 所 二 co)》 


在 的 展开 式 中 ， 用 一 A 


Pb 


sXe 
= + 一 ae 十 【一 过 
t—w’ TT CC—1) 和 


+- (oo<x<+o0) (13. 21) 
例 5 ”将 函数 1- x 展 成 马 死 劳 林 级 数 。 


_ Cn — 11 21.— D1! 1 
地 在 证 明 a = 一 (5m)11 一 0 时 ， 要 用 到 不 等 或 一 Ca)1] a 


《可 用 数学 归纳 法 证 明 此 不 等 式 》。 
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FO YY 


解 ” 在 已 知 展 开 式 (13.18) 中 ， 用 - > 代替 > 得 
1 1°3 


ee 3 
Vl 
加 (2X— 3)11 » 全 
a 《一 1<x< 魏 并) 
例 6 
解 在 已 知 展 开 式 〈13.19) 
1 二 1 me ? 一 
rr 
a (C27— 1)11 a 
+C~1) i x +t (~1l<x<1) 
中 ， 用 一 x* 代 远 ”得 
ll 
5 
+ 一 1<x<1) (13.22) 


2。， 勾 项 微分 法 与 逐 项 积分 法 
， 当 待 展 函 数 是 某 已 展 成 办 级 数 的 函数 的 导数 或 原 函 数 时 ， 
就 可 以 利用 窜 级 数 在 它 的 收敛 区 间 内 逐 项 微分 或 未 项 积分 的 方 
法 ， 把 待 展 函 数 展 成 宅 级 数 ， 
例 7 将 函数 afctgx 展 成 马 死 劳 林 级 数 。 


解 因为 
arctgx = | 二 《3) 
而 人 故 
1 一 i 一 Wii we 
i + 一 拷 寺 二 (一 ?+ 
= DD (1<t<1) (4) 
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所 以 ， 将 〈4 ) 式 代 入 《3) 式 中 ， 并 根据 客 级 数 可 送 项 积 
分 ， 有 


arctpgx = 上 2 ~ 1)"°4dft = bY — 1) "| sat 


当 三 站 


Es 天 2223 十 1 
-2 一 一 (-1<x<1I) (13.23) 


因为 函数 arctgx 在 收 仿 区 间 〈-1,1) 的 二 端点 xx= 土 1 
锤 连续 ， 且 宇 令 数 《13.23) 在 端点 x= -1，1 分 别 为 数 级 数 


i 1) 1 — 于 全 
Qn + 了 " 3s+ 1 二 者 皆 是 收敛 的 交错 级 数 ， 所 以 ， 根 


据 阿 贝 尔 定理 知 ， 展开 式 (13.23) 在 二 端点 x = 土 1 也 成 立 。 
当 x=1 时 ， 有 
C—1)” 


开 一 WSI 
arctg1 er 


例 8 将 函数 f(x) = 二 x 展 成 马克 劳 林 级 数 。 


人 


解 因为 f(x)= -Ty = 后 二) 


一 % J/ 


=( 2 C1<x<D) 
所 以 ， 根 据 等 级 数 在 其 收敛 区 间 内 可 逐 项 微分 ， 有 


jx) = DD) x) = ax (-1<x<1) 


重 三 自 月 一 了 


例 9 将 函数 fCx) =lnC(1+x) 展 成 马克 劳 林 级 数 。 
解 因为 


，. 1 
Cln(i+ x)Y = Re 
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man Pr er er Hep ep eve Ne EE ,tr rt er et % 
Engreee ver ape et bball :mt 、.--、 


而 一 十- 是 首 项 为 1， 公 比 为 - x 的 几何 级 数 的 和 函数 ， 从 
而 ， 有 

— -Dr (—1<*<1) 

所以 ， 


[ln(1+x)] = 1"x" (~-1<x<1) 


是 一 习 


根据 定理 13.6， 对 任意 xE(~1，1)， 有 


ln(1+x) -| dnd + EYadt | [2 1) ]a 
r 二 和 


(—1<x<1) (13.24) 


展开 式 〈13.24) 的 收 促 区 间 已 扩展 到 右 端 点 x=1， 这 是 
由 于 和 和 隐 数 ln(1+ x) 在 右 端 点 x = 1 连续 ， 寡 级 数 (13,.24) 在 


( 阿 员 尔 定 


理 ) 。 
当 x=1 Ee 有 


C1) 一 


0 w+ 


{13.25) 


a 
利用 级 数 的 代数 和 运算 法 则 ， 把 给 定 的 函数 展 成 宕 级 数 ， 


例 10 将 函数 f(x) = In-] 过 展 成 马克 劳 林 级 数 
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二 了 
解 已 知 ln(1+x)=* 本 + 可 有 


闪 
+ -1<x<1) 《13. 24) 
在 (13.24) 式 中 ， 用 一 x 代替 x 得 
XxX? x x” 
ln(1 ~ x) = i ee “(1x<1)(5) 


《13.24》 ~ (5》， 根 据 对 数 性 质 和 定理 11 .2 有 


3 5 2 部 十 1 
n++ 守 + 十 


xX 


7 + ( -1<x<1) 


(13. 26) 
简 肝 级 数 乘 法 可 把 二 函数 之 积 展 成 矢 级 数 。 例 如 ， 设 


fx) = Janxn = adopt dX i arw: tt ds + Cr 人 Xr) 


&Cx)》 = boxn = tx tb xt th x+ Rx<E) 


本 二 自 


则 函数 8&(x) =f(x)g(x) 可 在 它们 的 公共 收 僵 区 间 《( -pp，P) 
肉 ， 根 据 定 理 13 .2 和 和 洁 理 11,.17， 按 级 数 乘 法 (对 角 线 排列 } 
展 成 军刀 数 % 


h(x) = yo ys- 
有 二 


二 和 
=ab tab t ad x+ (Cab, + ab t+ ab yx 
+ (Abs +t qd tt dnd)x + (13.27) 
例 11 写 出 函数 f(x)= sarctgx 的 马克 劳 林 级 数 的 前 四 
项 ， 

解 出 绒 级 数 的 乘积 公式 (13.27》 及 2 与 arctgx 的 展开 

式 〈13.15) 与 (13,23) 有 

fx) = earctgx 


» 4 # 了 和 了 
= (4+x+ 近 + 基 + 千 +) (x 一 所 + 等) 


me FT rr Wh TE rt Ti er ed te eh A A I WE Epp Hei oP RP. rp y+ rrr 


$13.5 ”器 级 数 在 近似 计算 中 的 应 用 


有 了 函数 玉 x) 的 虎 级 数 展开 式 ,对 于 收敛 区 间 内 任意 一 点 
x 的 国 数 值 f(x)， 可 以 用 fx》 的 前 z+1 项 部 分 和 ， 即 ?次 
多 项 式 之 值 ， 近 似 代 替 fx) 之 信 ， 因 为 所 产生 的 误差 R,(x) 一 
0《?#-~co) ， 所 以 ， 对 预先 任意 给 定 的 精确 度 ( 即 最 大 误差 
和 界 ) ， 总 可 以 选取 适当 天 的 风 使 之 所 产生 的 误差 不 超过 给 定 的 
最 大 误差 界 。 

一 数 。 的 近似 计算 

在 这 一 段 里 ， 我 们 以 时 的 展开 式 (13.15〉 为 基础 ， 来 讨 
论 无 理 数 。 的 近似 计算 。 

在 (13.15》 式 中 ,， 令 x=1 得 


1 1 1 
一 十 -一 十 一 -十 *。， 十 一 -十 。e 
8 一 土 十 芋 21 ”3 pT (13, 28) 


应 用 等 式 (13.28》 可 近似 计算 数 。， 例 如 ， 要 求 精确 到 
二 为 此 ， 首 先 必须 确定 在 《13.28〉 中 应 取 多 少 项 ， 即 # 到 
何 值 时 ， 才 能 使 得 用 前 *+ 1 项 


Ll 
1+113 + 3 
之 值 代 营 数 s, 其 误差 
R=— 1 了 


十 一 一 一 一 一 十 +" 
《4+ 1)! {n+ 2)1 
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四 1 Ne Sd SR 
Er ] 


和 | (Cz+35 
2 
(n+ 1)l ie (Cat+1) n+l1 wi (x+1): 
龙 十 之 
1 ?+2 _ 1 1 
< 2 十 2# | < 


经 过 计算 知道 ， 当 到 z* 之 10， 这 时 鹤 断 误差 


1 本 -0 _Yn-_ 3 -; 
R< 10 10 <0.00000003= 3x10" =107 -1 <10 

这 样 ， 我 们 取 : 的 展开 式 的 前 11 项 ， 且 每 一 项 计算 到 小 数 
点 后 第 八 位 ， 将 第 九 位 四 会 五 入 得 ， 


elt+1+ 直 + 二 +...+ | 


21 31 101 
这 里 , 后 八 项 计算 所 产生 的 售 入 误差 的 绝对 值 不 超过 0.5X 
10™x8=4x10", 而 截断 误差 不 超过 3 x 10 于， 于 是 ， 整 个 计 
算 过 程 的 总 误差 不 超过 4x1i0-:+3x104<TDOx1l0 = 10 。 因 


此 ee2,7182818， 精确 度 达 到 一 0 
二 三 角 函 数值 的 计算 
从 sinx 的 展开 式 (13.13〉 中 不 难看 出 ， 当 | x | 较 小 时 ， 
级 数 的 收敛 “速度 ” 较 “ 快 ”。 事实 上 ， 当 0<x< 了 时 ， 取 
展开 式 〈i3.13) 的 不 为 0 的 前 四 项 得 


X3 x x! ( Tt ) 
SlnxAzX 一 一 十 二 一 二 < x < 委 一 
XX 3 0 过 x 《1) 


因为 级 数 (13.,13〉 是 收敛 的 交错 级 数 ， 所 以 ， 其 截断 误差 
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红 


1 Re |= = 一 + < : 
9! 11 9 ~ gl 91 
< < 000005 


述 结果 告诉 我 们 ， 当 0<x 志 字 时 ， 由 近似 公式 ( 1》 


计算 正弦 sinx 的 近似 值 ,其 精确 度 可 达到 410 一 . 因此， 对 角度 不 
超过 二 的 所 有 正 角 x， 其 五 位 正 弱 函数 表 就 可 以 同 近似 公式 


(1) 编制. 

其 实 ， 正 如 前 面 指 出 的 那样 ， 在 保持 同样 的 精确 度 的 情况 
下 ，|x | 越 小 近似 公式 中 所 取 的 项 数 就 可 以 越 少 ， 反 之 ， 若 
|x | 越 大 ， 风 项 数 就 必须 越 多 。 例 如 ， 对 绝对 值 绞 小 的 “， 只 
取 展 开 式 的 前 两 项 ( 指 非 0 项 ) ， 即 


3 


。 
S10XcX 一 可 《27) 


就 能 够 得 到 足够 的 精确 度 ， 例 如 sinj5 用 近似 公式 《2 ) 计算 


它 的 值 ， 其 误差 


1R, = 革 ( 瑟 ) < 人 < 


1 
18 s 


5 10: 
这 又 告诉 我 们 ， 只 用 展开 式 〈13,13 ) 的 前 两 项 ， 即 近似 


公式 〈2 》 就 可 以 编制 角度 在 10"( = - 亏 - 弧 度 ) 以 下 那 玫 分 五 


180 
位 正 纺 函数 表 。 
对 于 cosx 可 作 类 似 的 讨论 , 
三 对 数 的 近似 计算 
根据 对 数 的 性 质 ， 只 要 计算 出 对 数 隙 数 在 各 正 整 数 点 的 区 
190 


数值 ， 就 可 以 算出 对 数 通 数 在 任何 一 点 x>0 的 函数 值 。 
下 面 利用 展开 式 〈《13.26 ) 导出 一 个 收敛 速度 较 快 的 递 推 


公式 . 为 此 , 在 (13.26) 中 令 了-1+ 工 ， 则 


= 1 
i 把 它 代 入 到 〈13.26) 中 得 


1 = [ 1 1 中 1 + 
na(1+ 1) 2 tit 3ari)” Gr riy 


或 者 


十 = 十 ar RE 
mos :| nt+1 38 (2x+1)’ 
EE “| 
rs 《13. 29) 


(13.29) 式 是 一 个 计算 对 数 比 较 方便 的 递 推 公式 ， 公 式 右边 
古 一 个 收 倒 较 快 的 级 数 . 
令 #=1， 由 (13.29) 式 有 


ln2 = 2 二 + 二 (和 3) + 襄 ( 沪 十) + oo + 人 (人 二) 下 “| 


(13. 30) 
现在 应 用 级 数 〈13.30》 近似 计算 1n2, 假设 要 求 精确 到 10~,， 那 
么 应 该 在 〈13.30》 中 截取 多 少 项 呢 ! 即 z 应 取 何 值 ， 才 能 使 


2 (+ 主 ( 寺 ) ne 5 加 
之 值 与 1n2 之 差 的 绝对 值 小 于 10-! 呢 ? 


为 此 ， 我 们 估计 用 前 * 项 部 分 和 近似 代替 ln2 所 产生 的 误 
差 ， 即 截断 误差 -一 一 余 式 R。 


er 


< td) +) + 
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ED 下 aeeaneerer: 本 一 -- -mo 


dd 
pp 各) 8 4C2x+1) 可 ) ~10000 
经 逐一 验算 知 ， 当 #g=4 时 ， | 
1 时 
ST 5 人 #) = a F710 


ed 
no NY TN EN 
In2< 本 + 本 (二 + 于 ( 守 ) + 二 ( 委 ) 

其 截断 误差 不 超过 2x10"，，。 同 上 面 一 样 ， 各 项 的 值 都 要 计算 

i 


大 不 超过 4 x =2x10-:  。 计 算 结 果 得 


0 
ln2<s0. 66667 + 0. 02469 + 0, 00165 + 0, 00013 = 0. 69314 
其 总 误差 不 超过 
2x10 +2x10 =4x10 <10.+ 
有 了 ln2 的 近似 值 ， 利 用 递 推 公 式 《13.29》 就 可 以 算出 任 
何 正 整数 的 对 数 ， 如 果 要 求 常用 对 数 ， 只 须 使 用 换 底 公式 即 
可 。 对 数 表 的 制作 原理 大 致 如 此 ， 


学 习 指 导 


一 ”内 容 概要 


1. 重点 及 要 求 

军 级 数 有 许多 好 的 性 质 ， 要 掌握 寡 级 数 的 这 些 性 质 ， 读 者 
必须 弄 清 医 级 数 收 伍 域 的 结构 ， 会 求 收 伍 尘 径 ， 收 敛 区 间 和 确 
定 收 敦 区 净 端 点 的 敛 散 性 ， 从 而 确定 收敛 域 ， 要 知道 知 级 数 在 
收 合 区 间 内 部 的 任何 区 间 上 一 臻 收敛， 从 而 使 项 级 数 的 和 函数 
在 收 误 区 间 内 连续 、 可 微 与 可 积 ， 且 笑 级 数 在 收敛 区 闻 内 可 逐 
项 微分 和 逐 项 积分 ， 逐 项 微分 与 尿 项 积分 后 得 到 的 新 的 短 级 数 
收 钱 半径 不 变 。 要 掌握 应 用 帘 级 数 的 逐 项 可 微 与 这 项 可 积 性 求 
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收 伍 域 
名 因为 /= 212 中 和 二 |- 人; 
卫 ) =。， 所 以 ， "= 卫 = 二 ， 从 而 收 仇 区 间 为 ( -二 ， 士 )， 


ma el ” 
在 二 端点 x= 土 二 ， 级 数 变 为 ee De 


由 于 数列 {(1+ 二 ”上 是 严格 递减 @ 且 以 。 为 极限 ， 于 是 ， 


对 任意 zE N, (1+ 士 ) ”>t， 从 而 有 


ee 


(1) 
又 因数 列 { (1+ 革 ) | 严格 递增 且 以 。 为 上 界 ， 那 么 ， 由 《1) 


中 由 于 对 任意 x>0， 有 


1+ T)" =1+ne + tt str > 十 类 人 


1 
子 是 ， 当 # 之 2 时 ，. =- 有 


(二 


和 


冯 [1+ Cn 一 Dr] 


十 1 ?2 


Se =(1+ 1 二 下 


从 而 ， (1 二 》>>(1+ 二” ， 凤 数 列 1(1+ 汉 )”} 严格 和 站 
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式 知 ， 


, (+1) rp (#=1, 2, 2) 
四 9 


. 1 > 
所 以 ,lim ws(+ 1) 0, C1? {六 | 发 散 、 


这 样 竺 级 数 罗 (1+ 荆 )”x 的 收 伍 城 为 收 伍 区间 (~ 工 , 工 )， 
例 2 求 毕 级 数 


二 
1+(x 一 42) 十 元 本 十 ， 
的 收 敏 域 。 
解 令 x~4a=y， 得 到 关于 ) 的 只 级 数 
Pe | (2) 


— 1]1 La = 
re 


因为 i =lim 


S00 


所 以 ， ee -1<y<1 时 收 合 ， 即 给 


定 知 级 数 当 -1<x- ea<d 时 收 租 ， 亦 即 当 4 一 1 之 x 之 s+1 寺 
收 化 ， 故 给 定 的 帘 级 数 的 收 人 第 区 闻 为 (4 一 1，a +1)。 

当 y= 土 1 时 ， 显 然 才 级 数 (2) 政 人 钙 ， 妈 当 x = 4 土 1 时 ， 
给 定 的 区 级 数 收 黎 。 从 而 给 定 的 宏 级 数 的 收 敏 域 为 Ka- 1l*4a+ 


1 。 
例 3 来 广义 天 级 于 5 (=) 的 收 伍 域 . 
基本 思路 令 = 二 过 -， 但 天 级 数 思 5 7 求 出 它 
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的 收 级 半径 +， 然 后 解 不 等 式 1 1 = 即 可 确定 
给 定 的 宕 级 数 的 收敛 域 
一 加 
解 设 )= 于 之， 得 到 天 级 数 57 因为 
二 
1-= im lsat| =lim 22+3 -lim 22+1-1 
2 一 加 1 学 so 1 N00 27 十 
2 十 二 
、 = 
所 以 ，r= 了 =1， 人 而 当 y Tc, 级 数 5 一 收 争 ， 即 
， 当 |7 [>1 时 发 散 ， 即 当 |- 关 | >1 


时 ， 级 数 发 散 、 
于 是 ， 当 *>0 时 ， 有 | 荆 = 过 | < 给 定 插 级 数 收敛 。 


当 x<0 时 ， 


-这 | >1, 给 定 宕 级 数 发 艇 ， 


当 x= 9 时， 给 定 村 级 到 上 为 什 级 玖 2 5 
散 的 。 


元 上 二， 显然 是 发 


的 收敛 域 为 《0， 


总 之 ， 广 叉 天 级 数 5 全 站 


二 CO) 。 
例 4 。 求 里 级 数 忆 (全 + 分 )x* (ce>0，6>>0) 收 伍 域 ， 


基本 思路 ”首先 讨论 当 4 之 和 4 之 5 时 的 收 争 半 径 、 从 而 确 
定 其 收敛 区 间 。 其 次 讨论 端点 的 收 全 情况。 
解 如果 a 之 5 有 时， 有 
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1= lim YS + lim 4 (a 
划 r= 了 = L 
加 果 4 之 6 村 ， 有 
则 r= 了 了 = 玫 


令 r=min {1, 二 | 收 伍 区 间 为 《~ mm) 。 


下 面 讨论 端点 的 化 敬 性 。 
在 左 端点 x= -> 。 如 果 4Z8 ， 则 给 定 知 级 数 变 为 


3- D" | 二 + 十 (上) ]。 它 是 两 个 收敛 级 数 De 与 
人 之 和 ， 凡 而 必 收 佑 (定理 11.2)， 介 其 绝对 
值 级 数 D2 +3 < | 是 发 散 级 数 > + 与 收 化 级 疾 
33 人 (分 之 和 ， 因 此 发 散 《定理 11.23 推 论 。 故 当 z 关 4 时 ， 
和 (人 条 件 收 但， 如 果 z<4， 山 给 定 笑 
有数 灾 为 2(- 1D"| 寺 人 ) + 二 |. 它 的 绝对 值 级 数 [ (全 ) 


+ 士 ) 是 二 收 多 0 下 顶级 数 加 ;四 ”与 可 之 和 ,因而 收 
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化 ， 故 此 时 绝对 收敛 。 
在 右 端点 x=r。 如 果 < 之 5 则 给 定 冠 级 数 变 为 “站 | 工 + 


太 


和 旬 二 1 


二 (二 |]， 显 然 发 散 “〈 定 理 11 .2 推论 ) 。 如 果 4<b， 则 给 定 竺 


pF 


级 数 变 为 避 [ 工 (4)”+ 汪 ], 显然 收 全 (定理 11.2) 。 


多 
综 上 所 述 ， 给 定 知 级 数 的 收 全 区 则 为 (r+,r)， 其 中 r= 
. [1 11 
1n [a 3f* 
三 | 


x= 一 f+ 时， 如 果 az5， 则 给 定 级 数 是 条 件 收 和 伍 ; 如 果 
#5， 则 给 定 级 数 是 绝对 收 全 的 . 
当 x=+ 时 ， 如 果 4 产 乌 则 给 定 级 数 发 散 ， 如 果 4<<2 时 ， 
级 数 绝对 收敛 


例 5 求 宪 级 数 思 rax”' 的 和 函数 。 


楚 本 思路 ”人 先 求 出 收敛 区 间 《一 +，+)， 对 任意 xE (一 ?， 
r)。 从 0 到 * 逐 项 积分 ， 在 积分 后 的 震级 数 中 提出 x， 再 逐 项 积 
分 一 次 ， 即 可 求 出 和 范 数 了 (x)。- 


解 ”根据 定理 13.3 容 易 确 定 宪 级 数 》jmwx*-' 的 收 伍 区 闻 为 


百 一 卫 


《一 1， 1T)。 设 


Stx) = Ye"! (-1<x<1) 


四 二 


对 任意 xE(- 1，1)， 对 圭 级 数 六 wzx! 从 0 到 x 逐 项 积 


分 得 
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tr op ess 4 FT 了 三 : 帮 [地 /rr T mr -一 。 -5 本 Cergemeear Yrm mm Ai < Am 


f 0 Df nt" 1!dt = -Sr Be Did (83) 


ES! f=! 


医 数 | $41)4i 连 续 ， 且 当 x = 0 时 ， few=o， 由 (3) 
式 得 
¥en Be 有 


自 《3) 式 知 ,函数 二 | (1)41 连 续 ， 在 点 x= 0 有 意义 ， 其 值 


为 1, 
对 属 级 数 (4) ， 从 0 到 x 再 逐 项 积分 得 


| 人 中 Hy” dy = >- 3 
因为 泗 数 了 (04 连续 , 所 以 根据 定理 9,16， 对 (5) 式 丙 


边 求 时 得 


工人 十 全 人 
| SC d= 或 | SO)di= ‘6) 


《1 — x)* (1— x)’ 
同 理 ， 对 〈6) 式 两 边 求 导 得 


1i+x 
A 人 


例 6 证明 函数 y= 六 满足 微分 方程 yo = 包 。 


Cr 

证 明 根据 达 兰 贝尔 判别 法 ， 不 难 证 明 对 任意 xE 《 ~ co， 
+ 00), 先 级 数 加 - 洁 >” 收 敏 ， 即 给 定 千 级 数 的 收 伍 区 间 为 
《一 cc， +co)。 


于 业 ， 委 所 定理 13.7， 对 四 到 1 庄 续 四 次 天 


0 六 


导 得 


Dy | 了 Na x 
《42)1 er 


we42 8 


Adn — 2) 


= 
中 
~ a Fy ~ 
J 
IF 
wi 
| | 3 
t 
Ns 
Ww 
【em 
Wo 


| 二 | 人 = Dre -3 性 
盎 区 3 
例 7 利用 基本 展开 式 把 下 列 函 数 展 成 马克 劳 林 级 数 。 


(1) shx, (ii) sin’x, (De 


人 一 之 Sa (一 oa 
解 《1) 因为 shx = 和 s 有 9 = 2 6 = 21 站 
所 以 


VE 
Di 人 


(这 因为 sinzx = 工 - 5082x， COSX -6 


> (—o0<x 


< +00) 如 所 以 ， 


: ,1-cosox 1 的 
人 zl -2 C07 《2x | 


吉 一 102 第 
-i er Wn Cow ton) 
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1 ed 


1+xw~2x: (2x+1)(—x*+1) 
= 本 (人 于 1 ) 
3、 1-—-x 23x 十 1 


dh 
1+2x 1- (2x) 名 < 


转 一 电 


DX — 2)"%" (- i <) 


2 2x7 (2r -Bea ") 


De 


所 以 ， 


由 加 
3 
1 二 1 1Y 
C1 (- 2)"x (- 生 <x < 十) 


例 8 利用 逐 项 微分 法 或 逐 项 积分 法 将 下 列 函 数 展 成 马克 
(1) flx) =lnCx+ vl+x’), 《ii) f(x) = arcsinx 
解 (i) 因为 


FC T+ = i =(1+ x 


二 1 


(x:)" 
1+ hs Dt 1<x<1)(7) 
所 以 ， 对 (7) 式 两 边 从 0 到 x 积分 ， 根据 短 级 数 可 逐 项 积分 ,有 


f= et Bh Re se 
s=i 
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至 ~ 《 一 一 27 一 1)11 耳环 + 上 
本 + Con)l1 Con +1) * 


当 x= 土 1 ls 国 式 右 边 药 级 数 变 为 


(8) 


"(1)” 《2 一 1)11 
+ (2x)1!1 (2x+ 1) -| 


用 拉 阿 伯 判 别 法 不 难 证 明 它 是 绝对 收敛 的 ( 见 $11.3 最 后 之 
例 ) ， 因 而 收 全 。 于 是 ， 有 


ln(1+ ltx ) = 和 + > a rat 


(—-1<x<1) 
《ii) 因为 
py df 
arcsinx =| = ri 9) 


出 (13.22) 式 ， 有 


V1-x’ C2x)!! 


将 (10〉 代 入 (9) 中， 并 根据 窒 级 数 在 收敛 区 间 〈( 一 1,1) 内 
可 逐 项 积分 ， 有 


* 本 四 S {2#— 1)11 | 
arcsiox =| 下 Con Ut 


{2x— 1)!! Ee 
-fa Can)11 rr 


C2x 一 1)11 1 
:> (2n)11 2#+1 


因为 函数 arcsinx 在 x= 一 1l 1 工 二 半 氮 连续， 前 震级 数 


(GD 在 此 二 端点 的 数值 级 数 1+ 也 Tz- 于 管 收 化 ( 见 
*=1 


1 i+) D5 (Il) (10) 
二 1 


x (1<x<1) (11) 
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(1))， 所 以 ,根据 定理 13.9 〈 阿 员 尔 ) 知 ， 展 开 式 〈11) 在 端 


片 %= 土 1 也 成 立 。 
例 9 将 函数 xy?=(1+x)lnftl +x》 展 成 马克 劳 林 级 


数 ， 
基本 思路 利用 基本 展开 式 lnt1+ x) = 加 (1)" 汪 和 数 
与 级 孝 乘 法 加 
解 因为 In(1+ x) = 3- 1 (-1<x<1)， 所 以 ， 


jx)= (1+ x)ln(l + +t) D1)" 
2 Vari 


a 2 i 


外 三 1 


+ 
Bt 


= + er 《 一 <x 矢 1) 


展开 式 之 所 以 在 左 端 点 也 成 立 ， 是 因为 展开 式 之 右边 的 级 
数 在 x= -~ 圭 氮 收 敏 ， 和 函数 在 点 x= -1 连续 Clim, (1+ 
x)ln(l tx) = 0), 

例 10 ”利用 级 数 丧 法 ， 将 函数 x) = (arctgx): 展 成 马克 


劳 林 级 数 。 
基本 思路 把 arctgx 展 成 才 级 数 ， 然 后 按 公式 (13.277) 


展 成 突 级 数 . 
和 解 ” 由 于 arctgx = pt = ) 斌 (- 1<:x< 和 1)。 于 是 ， 


厚 王 0 


3624+ 上 


f= enet 人) 


pe 
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= Dl- 9 和 +(- 扩 "5 


: eh 
ed) 于 27# 一 8 
+(— a ee i -二 )+(- 1 1]> 
1 
WP 二 


用 二 笑 


NR | | 
en i We 


1 1 1 1 1 
. 十 -一 *。- 一 一 -一 十 一。 一 一 一 一 十 
而 2a+1] 3 27 一 1 5 21 一 3 


1 1 1 
十 一 一 -一 一 -一 四 
ori 


TD TA) 


1 1 1 ( 1 | 
二 一 一 | 二 十 一 一 一 } 十 .… 十 十 二 
7 2x8—3 2#+2\2s—1 3 


(mr) 
+ 2 le 


Ts Eo rir | + | 
车 + 二 t+ 二 + 5 
所 以 ， 
f(x) = (arctgx)’ = 2 一 )"(1 + 于 十 = VS 
+ (~ 1x<1) 
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2 TA Te 31 rE a Et de 得 直上 自由 bid .ri 扩 二 各 rrirr Tract- ra 一 


例 11 将 函数 f(x) =inx 在 x=1I 点 展 成 泰勒 级 数 ， 
基本 思路 在 x,。=1 点 展 成 罕 勒 级 数 ， 实 际 就 是 按 (x 一 


1) 的 正 浆 次 帘 展 成 帮 级 数 ， 
解 令 x-1=7， 则 x=1+% 于 是 ， 根据 基本 展开 式 有 ， 
lax = 1n(1 + 7) -2 PD ee 一 


是 一 人 


《-1<x- 工 和 1 或 0 之 x 二 2) 
例 12 将 函数 fx) =1nx 按 分 式 一 i 1 -的 正 整 次 释 展 成 广 


义 的 蜂 级 数 。 


解 设 怀 -=-y， 解 得 x= 5 ， 将 x 之 值 代入 f(x) 


学 十 
中 得 
f(r) =lnx -In 1+7 


由 {13.26) 式 ， 有 


fx) = lnx i Ds 2 yonty 


- 252 ea (= 1< i <1) 


解 不 等 式 -1<- 一 1 <1， 得 x>0。 于 是 ， 有 


flx) = Da) ” (x>0) 


例 13 ”用 级 数 乘法 直接 证 明 ， 如 果 f(x)= 入 


为 一 铺 


则 fCx)FCY) =f x+.y). 
证 明 根据 定理 13,.3 ， 易 知 给 定 的 宪 级 数 的 收 敏 区 间 为 
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和 


时 ee 网 一 上 
六 


本 贞 二 自 


x 
ey 


一 S 工 全 #1 za—1) si 2 
= 7), i 二 WX yy》 十 7 六 7 + 


(#1]) 
0 


XI +7") 
AN 
人 (x +y) 
由 题 设 ， 有 
fx fly) = x + 9) 


例 14 求 宕 级 数 六 2 卫生 的 和 函数 ， 


解 ”由 达 兰 贝尔 判别 法 ， 容 易 求 出 给 定 的 寡 级 数 的 收 敏 区 
闻 为 〈《- ce，+cso)。 


设 $Cx) = DD 


对 上 式 从 0 到 x 逐 项 积分 ， 并 根据 基本 展开 式 2 交 = oo， 有 


| J er 一 


因为 被 积 函 数 9(x) 在 ( - co，+ co) 上 连续 ， 所 以 ， 根 据 定 
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理 9.16， 对 上 人 式 两 边 求 导 得 
SX) = (xe™ YY 一 二 Xe 人 和 
=(1L+2x2)62 《一 so< x+co) 


例 15 求 数 级 数 【+ 有 -503 如 的 和 。 


基本 思路 ”利用 二 项 式 展开 式 (13.22) ， 从 0 到 x 逐 项 积 
分 ， 朱 利用 阿 贝 尔 举 理 则 可 求 出 给 定 级 数 的 和 ， 
解 ”由 展开 式 (i3.22〉 ， 有 


二 i ‘a 《-T<x<1) 


对 上 式 两 边 ， 从 0 到 x 逐 项 积分 得 


{Ox ~ 1)1! ,2n 
t= t i dt 
arcsinx = -| 二 = {4 :i 2 


2 24~DIl 1 
+> ey 


因为 当 x=1 上 述 宕 级 数 收 伍 ( 见 $11,3 最 岳之 例 )， 
且 arcsinx 在 x=1 点 连续 ， 所 以 ， 报 据 阿 员 尔 定理 知 


《27z 一 1)11 a 
a > oa hg 


例 16 设 f(x) 是 宕 级 数 Yeoxer (-r<x<r) 的 和 函数 ， 


角 二 白 


如 果 函 数 /x) 是 奇 函 数 ， 则 宕 级 数 六 4ox" 中 仅 出 现 奇 次 项 


如 果 函 数 (x) 是 偶 函 数 ， 则 寡 级 数 》zox" 中 仅 出 现 偶 次 项 ， 


基本 思路 ”根据 证 数 /(x) 的 笃 级 数 展开 式 的 唯一 性 知 ， 
a, = (0) 02。 再 根据 奇 函 数 的 导数 是 个 西数 ， 侦 函数 的 导数 
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是 奇 函 数 ， 以 及 奇 函数 在 原点 的 函数 值 等 于 0 ( 见 $4.5 习题 
12) ， 即 可 证 明 此 命题 。 


证 明 已 知 f(x) = aex”， 根据 函数 的 震级 数 展开 式 的 


end 


唯一 性 知 ， “= (#=0, 1, 2, .…)。 


如 果 函 数 f(x》 为 奇 孙 数 ， 则 
"(x) =[f(x)2' 是 侦 函 数 ，=f'(0) 


f"(x) =[ 太 xz)] 是 奇 通 数 ， = -0 


攻 用 -有 / 了 《0) 过 
(x) =[Cf "D(x)]? 是 奇 冰 数 ， zxa= en 


【2 请 中 了 上 上 二 2Z%} / 站 afD) 
了 (x) = 二 [ff“"(x) 了 是 侦 英 数 ， Qt an FLY 


从 而 ， 在 函数 f(x) 的 展开 式 中 , 侦 次 项 的 系数 ax (z#= 0，1， 
2，…) 全 等 于 0， 即 仅 出 现 奇 次 项 ， 

如 果 应 数 f(x)〉 是 偶 函 数 ， 则 

f'(x) 是 奇 耳 数 ，41 = 了 0)=0 


f"(x) 是 偶 画 数 ，41= 十 0 


(2 yd 
六 ”(x)》 是 个 函数 ，a 。= (C28)1 


‘22+1) 0 
f (x) 是 奇 函 数 ， dantl 二 (27 二 1) 


从 而 ， 在 函数 所 x)》 的 展开 式 中 ， 奇 次 项 的 系数 an 《x= 


0 IL，2，…) 全 等 于 0， 即 仅 出 现 候 次 项 ， 
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例 17 近似 计算 3， 使 之 精确 到 10-…， 
解 ” 由 二 项 式 展 开 式 (13.16) 有 
/245 = 4/ 3+2 = V s(1+ 全 =3(1+ 35)° 


a 4 2 4 2 49 2 _ 

3(1+ 诗 - 1 3m T2936 5 ) 
因为 去 挤 第 一 项 后 的 级 数 是 一 交 鲁 级 数 ， 所 以 可 按 定理 

11.10 进行 误差 估计 ， 经 计算 知 ， 只 要 写 出 前 其 项 就 可 以 达到 


所 要 求 的 精确 度 。 
事实 上 ， ee 
3 4 .2 -_ 8 一 1 -0.00002 


1.2.5 8 Oo 


于 是 ， 5/ 245 =z3+- 全 =” = 3 二 _2 .~3.0049 


全 3 405 


例 18 计算 F(1) = | eed 的 值 ， 使 之 精确 到 10… 
基本 思路 ”在 讨论 不 定 积分 时 ， 我 们 已 经 指出 ， 不 定 积分 


人 4s 不 能 表示 成 有 限 形式 ， 即 “的 原 函 数 
Fx) = | erat 
是 非 初等 函数 。 现 在 我 们 利用 透 数 的 寡 级 数 展开 式 和 每 级 数 的 
瑶 项 可 积 性 ， 求 F(1) = |, "4+ 的 近似 入. 
解 由 (13.21》 式 有 
Ct +o0) 
对 上 式 从 0 到 x 逐 项 积分 得 


F(x) = 上 | 8 =| 1 -| eds+ | 了 


-| Ep “+ CE 
9 x1] 


214 


i de hr 


车 by 人 Ws 
2 m= CE 十 ee 一 
3 “6.2l 7*3! C= (2 +1)a1 


十 re 《一 co<x<c + co) 


在 展开 式 中 ， 令 x=1 得 ， 


F(1) = | dt=1 a 5.2} T7231 9:41 11.5! 
1 1 1 
nh = | ET 
EN 


此 级 数 为 交错 级 数 ,根据 定理 11.10, 经 验算 知 保留 前 七 项 ， 
其 截断 误差 不 超过 


A 
15-7! 75600 ~100000 


因此 ， 在 F(1) 的 展开 式 的 前 七 项 中 ， 每 一 项 计算 到 小 数 
点 后 第 六 位 ， 并 四 侈 五 入 ， 就 得 到 


F(1) -| gidtrsz0.7468 
总 
其 误 关 不 超过 10”… 。 


习 题 
§13.1 
1 求 下 列 等 级 数 的 收敛 域 


ty 3 
中 


F 二 1 三 | 


a ln (H+ 1) +1 四 
《4) Dy ， 《5) ?等 ra>D), 


二 1 


人 


gh 


+ 了 1 \, 3"+(-2)" ; 
tt 7) > (r+1)e, 


a=1 


《40 b>0}), 
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rnb hf 7 wd 让 台风 和 PVP TEE EFI Et yh- ri a rd 7 A er Trepp np SP 2 te hc nm 二 er 一 全 


Xt+} 
ED ha 


3 
(9) 1+ 12 2 


2 求 靳 级 烤 于 -二 的 收 全 半径 、 收敛 区 间 ， 并 讨论 端点 的 收 伍 


三 省 


性 ， 
§13.2 
5 ”利用 逐 项 微分 法 ， 求 下 列 大 级 数 的 和 函数 ， 
ow i wm te 本 | 
人 60 i Fe 1 pir 


DT 8941 
‘oF (2 一) Co , dn+1" 


4 利用 逐 项 积分 法 ， 求 下 列 敌 级 数 的 和 函数 ， 


(1) y ， nr"1, (2) v nn+1)x, (8) Vnt gs 


省 一 人 sg 二 二 4 


5 证明， 函数 y= -满足 方程 zy ?+ 一 y=0。 


6 设 1(x)=》 ax 在 开 区 间 (- ”， 力 内 收 合 ， 且 级 救 
和 晶 一 昨 


0 ry 


PE Cn 时 
» | astradt = ” i + 
也 收敛 ， 由 


jw) dx = 》- i 


让 三 但 


7 利用 第 6 题 的 结果 证 明 


lin (1— x) 1 ， 
上 多 dx= > 了 2 ? 


§15.4 
3 利用 六 个 基本 展开 式 ， 把 直列 函 数 展 成 马克 劳 林 级 数 ， 
《1) ara>1), (2) es 《3) sin3x， 


216 


多 
《6 ) 一 一 一 -一 当 
AT 一 2 


1 
(9) rr 


(7) inV 一 2 (8) rir 《9) chx, 


9 “利用 逐 项 积分 法 ， 将 下 列 函 数 展 成 马克 劳 林 级 数 ， 
(1) ff = arotg ss (2) jz) =arecos(1- 2xt), 


10 利用 基本 展开 式 和 级 数 运 算 ， 将 下 列 函 数 展 成 马克 劳 林 级 数 ， 
(1) fex}= (1+x)e *, (2) fx) = (1+x*)arctgx, 


(3) f(x)= EE + 部 arel83 (A)f CX) = xarctgx — lnv 1+ x 
_ In(1 +x) _ [sinf ye 
(5) f(D = (6) Wo db 


(7) f(x) -| Arctgtgs 


11 将 确 数 (x) = ln 按 (x+1) 的 正 整 次 蜂 展 开 成 秦 狼 


2+2%+%? 
数 ， 即 在 x = 一 1 点 展 成 案 勒 级 数 ， 
12 将 画 数 jz) a 按 + 的 负 整 次 乔 展 成 秦 惑 级 数 ， 


1 将 函数 Fo = 一 < 一 于- 的 正 整 次 每 展 成 徘 级 数 。 
14 证 明 函 数 ?= 》 tryi 沸 足 方程 

zy +y -y=0, 

§13.5 


15 利用 二 项 式 展 开 式 近似 计算 多 9 ， 只 取 前 三 项 ， 计算 每 一 项 
的 值 要 准确 到 10"'， 并 信和 计 这 时 的 截断 误差 . 

16 利用 适当 的 展开 式 ， 计 算 下 列 落 数值 ， 使 之 准确 到 指定 的 精确 
度 要 求 ， 

(1) cosl ， 准确 到 10”， 


RE ~ 
(2 ) = 说 确 到 10” 
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3) ln1.2， 淮 确 到 10~。 
17 计算 非 初等 范 数 rw -| st 在 点 *=2 的 近似 值 ， 即 计算 


| 1 
积分 ro -| ds, 使 之 粮 信 公 10-。 


o 
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第 十 四 章 ”傅立叶 级 数 


这 一 章 我 们 在 函数 级 数 的 一 般 理 论 的 基础 上 ， 讨 论 各 项 党 
为 三 角 阔 数 〈 正 荡 衣 数 或 余 荡 函数 ) 的 所 谓 傅 立 叶 级 数 的 收 印 
人 性 以 及 如 何 把 己 知 下 数 展 成 傅立叶 级 数 的 问题 ， 傅立叶 级 数 是 
一 类 非常 重要 的 函数 级 数 ， 它 在 电学 、 力 学 、 声 学 和 热力 学 等 
学 科 中 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 


$14.1 傅立叶 级 数 
一 问题 的 提出 


在 自然 异 和 工程 技术 中 ， 周 期 运动 的 现象 是 很 多 的 。 例 

如 ， 较 简单 的 周期 运动 有 单 园 的 摆动 ， 蒸 汽机 活塞 的 往复 ， 交 
流 电 的 电流 和 电压 等 ， 较 复杂 的 周期 运动 有 机 械 振 动 、 热 传导 
等 。 其 中 蜂 简 单 的 周期 运动 即 所 谓 的 简 谐振 动 可 用 正 攻 函数 
《也 可 用 余弦 巩 数 ) 

= -4sin(@F+ 9) 
来 描述 ， 其 中 44 为 振幅 ，% 为 角 频 率 ，# 为 了 时间 ，g 为 初 相 
角 ， 答 谐振 动 的 周期 为 了 = -< 三 。 较 复杂 的 周期 运动 ， 是 几 个 
简 谐 振动 

r= isin CoOF+ PE) (k=1, 2, *, #) 
的 登 加 


7=2 y=2) Ax sin(kot + gn) (2) 


而 二 ] 二 1 


为 了 讨论 问题 方便 起 见 ， 令 of = x。 于 是 ， 每 个 简 谐 振动 yx= 
Arsin(kx+gr) (6=1，2，…，2z) 的 周期 为 2 ， 它们 具有 


共同 的 周期 2x。 无 穷 多 个 篇 谐振 动 的 全 加， 得 到 函数 级 数 


As+ YAssin (nx + gs) (3) 
如 果 函 数 级 数 《3) 收敛 ， 则 它 表 示 更 为 复杂 芍 周 期 运动 ， 
是 数 级 数 (3 )》 的 一 般 项 可 表 为 
ASin (gx + w) = A, (sing, Cosnx + COSP,Sinx) 


= A,sing ,CoOSgx + ACOSY, SiNnax 
如 果 用 字 表 示 4， 4s 表示 ,sinig,, 2, 来 示人 ,cosy,， 函数 级 数 
mc 
(3 )》 厌 表 为 ， 


全 十 2 (aCOSAx + bsSinnx) (14.1) 
称 为 三 角 级 数 ， 其 中 as，2z，2。(2= 1，2， …)， 称 为 三 角 级 
弄 (14.1) 的 系数 。 函 数 族 
1 cosx, Sin2x, COS2xySIn2x，…，COszxy SIDAX, 《1L4.2) 


称 为 三 角 函 数 系 。 


二 三 角 函 数 系 的 性 质 
三 角 通 数 系 《14.2)》 有 如 下 的 性 质 ， 
1” 三 角 水 数 系 中 所 有 函数 都 具有 共同 的 周期 27. 
2” 二 角 消 数 系 中 ， 任 何 两 个 不 相同 的 消 数 乘积 在 闭 区 间 
C-r，7T3 上 的 积分 等 寺 09。 事 实 上 ， 


要 下 备 
| 1l:cosnxdx = | COSNxd x = 1 Singx 
Si 3 多 


| 
上 1:sin gxdx = 上 Sinzxzx = 一 cosnx | =0 
一 在 一 看 
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7 1 PE r+ Whol Alpetlbe wp FE MEP. PP: hope pn Pret MP “er ep "tr 


《2% 一 1， 2, "+ ) 
| 4.3) 
(#= 1,， 2, :+') 


f COSMmXSInnxdx = I 可 [si (2 + #)X — SI (7 了 An)x dx 
上 COSMXCOSAXAdYX 一 | 于 Keos (《 迪 十 4)% + COS(W ~ NR) XIdx 


| Sinmxsinnxdx = | Ccos(m 十 四 2 一 COS( 形 一 办 JE 
人 入 Vor 


=0 (mn), 1(14.4), 
= (1 -EE 


3” 三 角 沙 数 系 中 ， 任 何 一 个 隐 数 的 平方 在 闭 区 间 [5 一， 
KX] 上 的 积分 不 等 于 0 。 事 实 上 ， 
人 ldx= Sx 


| CDS28YX ix = 下 TOS go 


| sinwxdx = | 1— COSAN% oy 
到 2 


(z= 1，2,。…)， (14.5) 
(#= 1, 2,...) 
一 般 说 来 ， 如 果 两 个 非 乌 为 0 的 函数 fx) 与 gx) 骨 在 闭 
区 间 Ke，2 纪 0 上 可 积 ， 且 
| /cogcodx= 0 
则 称 亢 数 六 >x) 与 56x) 在 闭 区 间 Cz， 区 上 正安 ， 
显然 ， 三 角 函 数 系 (14.2)? 中 任何 两 个 熙 数 在 闭 区 间 【5 一 x， 
7] 上 上 正 交 《 见 (14.3) 和 (14.42， 称 三 角 函 数 系 〈L4.2) 在 闭 
区 间 [ - x,xJ 上 是 正 交 函数 系 ， 


三 ”以 2r 为 周期 的 傅立叶 级 数 


现在 我 们 来 讨论 ， 假 设 三 角 级 数 《14,1) 在 闭 区 间 [ 上 - m， 
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VR pA --- 瑟 


z] 上 收敛 于 f(x), 即 


f{x) = 也 十 » {a .CONx + bsSingx) 


那么 三 角 级 数 《14.1) 的 系数 ao， {ny 6 {x= 1, 2，…) 与 
函数 f7) 有 什么 关系 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 ， 
理 14.1 如 果 三 角 级 数 


[- 
过 十 和》 (ascosmx 十 六 ,SinzA) 


用 一 1 


的 系数 和 的 绝对 值 级 数 ， 即 


Ble + Hd) 


收敛 ， 则 三 角 级 数 全 + 《4cosnx + bsinnx) 在 整个 数 轴 上 一 


时 六 上 
致 收敛 。 
证 明 对 任意 xE(- co, +ce), 有 
|z,coszx + bsinx |<| aucoszx [十 | bsinnx| 
< ja + ]&, (x#= IT， 2 


而 数 级 数 -4 + 四 (1a + 6》 收 化 根据 一 判别 法 ， 三 角 


级 数 信 + 六 (zcosnx + bsinzx) 在 整个 数 轴 上 一 致 收敛 。 喇 


定理 14.2 如果 三 角 级 数 


a 、 
六 + 《ZuCOSN% + DSINAx) (14.1} 


在 闵 区 间 [ ~- r，r] 上 一 致 收 伍 于 f(x), 则 三 角 级 数 《14.1) 的 
系数 与 j(x) 的 关系 如 下 ， 
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ra mn 


好 = 1 fx) dx 


fix) cosnxdx Cx= 1, 2, *) | {14.6) 


一 宝 


f(x) sinaxdx CR Ts | 
证 明 ”由 题 设 ， 对 任意 xE(- co, +02) 


fx) = 学 + 《9sCOSYX + DS1flnx) 4) 
s#=1 


已 知 函 数 级 数 《4) 在 闭 区 间 上 一 致 收 敏 ,很 据 定 理 12. 6， 
三 角 级 数 (14.1) 在 闭 区 间 [C 一 x，xwj 上 可 以 逐 项 积分 。 于 是 ， 
对 上 式 两 边 在 闭 区 间 £ 一 zx, xj 上 积分 得 


| fodx= 铭 | .a+D (4, | COSNxdx 
十 6 上 sinnxdx), 
由 《14.3) 式 知 ， 上 式 右 端 括号 内 的 积分 都 等 于 0 ， 有 
| fondax= 学 | ax= 本 2 = Xa, 
Wf dx 
用 coskx 有 习 (4) 式 两 边 ， 得 
f {lx) coskx = 他 COSExX + 之 (zuCOSNXCOSEYX 
+ osSingxcosex) (5) 
根据 $12.2 例 5 知 ， 三 角 级 数 《5〉 在 闭 区 间 [一 x，x#) 上 一 至 


收 全 于 coskxf (x)。 于是， 对 《5) 式 两 边 积分 ， 根据 定理 
12.6， 右 边 的 函数 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 得 


上 flx)coskxdx 
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sy 


ppp re BT 5 pe rep PH OF a TT TE et te vw a mv 


= 各 | coskxdx + (a | COSHXCOSEXAd x 
2 J x 一 


TB | sinaxcostxdx) 
由 〈14.4) 式 知 ， 上 式 右 边 除 了 以 ax (由 (= 有) 为 系数 的 那 
一 项 积分 

全 Cosikxdx= Tt 
外 ， 其 余 各 项 积分 皆 等 于 0 ， 得 

| flx)coskxdx=arr 〔R=T，2，…) 


tL ak- 一 | fon eoskxdx (E=1, 2, *') 


或 .= | flx)cosnxdx (x=1, 2, .) 


最 后 ， 用 sinkx 乘 (4) 式 两 边 ， 然 后 两 边 逐 项 积分 ， 得 
b= ~ [fe sinkxdx (k=1, 2, …) 


或 b= 一 人 flx) singxdx(n= 1，2，…) 口 


定义 ”如 果 函 数 fx) 在 闭 区 间 f-x，xw}) 土 可 积 ， 由 公 
式 (14,.6) 所 确定 的 数 a1，as 及 5n(#4=1，2，*……) 称 为 沙 数 
了 f(x) 的 傅立叶 蒜 数 ， 

以 函数 f(x〉 的 傅立叶 系数 为 系数 的 三 角 级 数 


三 
二 D> (aCOSnx + bsinnx) (14.7) 


训 : 
sa 二 } 


称 为 函数 f(x) 的 傅立叶 级 数 ， 

定理 14.2 指 出 ， 如 果 三 角 级 数 (14.1) 在 闭 区 间 [一 7， 
T] 上 一 致 收敛 于 和 函数 f(x)， 则 此 三 角 级 数 (14.1) 就 是 泛 
数 f(x) 的 傅立叶 级 数 (14.7) 。 且 和 和 函数 必 是 以 27 为 周期 
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的 周期 函数 。 这 样 ， 从 公式 (14.6) 不 难看 出 ,只 要 函数 f(x) 
是 以 27 为 周期 的 可 积 沙 数 ， 我 们 总 可 以 根据 公式 (14.6) 计 
算出 函数 jx) 的 傅立叶 系数 co，w 与 5,(x=1，2，…)， 辣 
时 写 出 函数 /x) 的 相应 的 傅立叶 级 数 ， 全 得意 的 是， 示 娄 
jx) 公立 改 《1d4.7) 未 必 一 定 收 你 ， 风 使 收 ; 


。” 收 售 到 请 数 (2 本 生 。 
$14.2 傅立叶 级 数 的 收敛 性 


现在 讨论 函数 f(x) 的 情 立 叶 级 数 的 收 敏 性 ， 由 于 函数 的 
起 立时 级 数 的 收 钱 性 比较 复杂 ， 我 们 只 给 出 一 个 常用 的 收 化 的 
充分 些 定 理 。 

引 理 1 ( 贝 塞 耳 @ 不 等 式 ) 如 果 函 数 /(x) 在 闭 区 何 [ 下 
z] 上 可 积 ， 则 外 区 数 A(x》 的 傅立叶 系数 组 成 的 值 级 数 


全 《14,.8) 


站 化 ， 且 有 不 等 式 
2 (a + 6.) < 一 | fre dx (14.9) 
不 等 式 (14.9) 称 为 贝 塞 耳 不 等 式 。 


证 明 设防 数 fx) 的 侍 立 叶 级 数 《14.7) 的 x 项 部 分 和 
为 SCx) ， 则 


由。 (x) = 十 Biancosts + drsingx) 


考虑 积分 
| [Ce -5,0) Jdx 


人 名 贝 密 耳 : Bessel, .WW. 德 国 数 学 家 ， 1784—1i846., 
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tau mE We 


= (fradx -2 | fos dt) Sxyadx (C1) 
由 函数 f(x》 的 傅立叶 系数 公式 (14.6) ， 有 


人 站 xx) dx = | fix) 下 + D(arcosEx 


二 | 
+ brsinkx) |dx 
WE 、 | 
= 和 Wx 1 | fax+ | rw 3 | f(s)coskxdx 


:二 1 


+zba* 1 上 fexysinkxdx | 


= 二 二 有) (2) 
天 < 上 


应 用 三 角 函 数 系 的 人 性质， 有 


上 $2 C(x) dx= | [名 + (anCOSkx 十 basinkx) | dx 
a ™” £=1 
a 时 下 * 3 
2 ) | dx 1 | A | COS Exdx 
+ 上 52 | sinzkxdx] 
= + Path (3) 
下 演 】 


将 (2》 式 与 (3〉 式 代入 《1) 式 中 得 
0< 全 Ceo 5, Tdx 


tt 


| fdx -2 {fos 0drt 全 SCx) dx 


(feed -2 [Sat Dor td] + 


二 


mt 


十 开 Dl as a 


点 十 
司 2 
= 全 fiCx dr- EE 2 (ak+ p21) | 
=! 

移 项 得 

3 [ + Bat pi) j< 下 fiCx)dx 

=} 

即 + (a t+ Bk) < 一 | Pooex 


三 之 上 


(x=1， 2 站 (4) 


由 于 《4) 式 对 任意 自然 数 * 丝 成 立 ， 于 是 ， 由 函数 f(x) 
的 健 立 叶 系 数组 成 的 数值 级 数 


+ Dt 6 (14. 8) 


的 部 分 和 (C4) 式 的 左 端 ) 有 上 界 一 -|” 户 (x)dx。 从 而 ， 


根据 正 项 级 数 收 敛 原 理 知 ， 数 值 级 数 〈14.3) 收效 。 
对 (4) 式 ， 令 ?一 cc, 两 边 取 极限 得 


2 和 和 
+B tb) Cd | fi dx 


有 一 
2 在 
或 + De, + | fr dx 0D 
3 二 1} 


推论 1 《 歼 曼 一 一 萌 贝 格 定理 ) 如果 函数 (x) 在 闭 区 
间 [ -x，#J 上 可 积 ， 则 


全 翻 牙 覆 , Lebesgue， 且 ， 工 .法国 数学 家 ，1875 一 1]941。 
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pH Tp 


Lim flx)cosnxd> :0 | 
C1i.10) 
tim| ftxysinnxdx=0 | 


证 明 ”因为 数值 级 数 《(14.8) 收 笋 ， 和 月 以 很 如 级 数 收 化 的 必 
到 性 ， 有 
lim Ca, + 8,)=0 
从 而 ， 有 
lim 4,.= lim 一 一 …- 1 flxYcosnxdx=0 
Tt 


R00 月 一 1 


lim 2 = ]im 一 一 一 flx) sinxxdx=0 
i 


村 一 DD 


即 lim | flx)cosnxdx=0 
lim | flix)singxdx= 0 0 


推论 2 如果 函 数 fx) 在 闭 区 间 [~-x，x)】 上 可 积 ， 则 


lim | foosin ( x+ 于 xdx=0 


HN 


《14. 11) 
lim [foosin ( 9 到 xdx=0 


证 明 因为 
佬 fevsin ( 二 二 xdx=| f (Csinaxcos 
十 cosnxsin dx 
-| Cf(x) cos 了 sinsxdx 
+| cf (x) Sin Oe (5) 
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fix) cos 祁 ， 0<x<z 
令 F(x) 三 
0 EE XX 
f Cx)sin ET, 0LxEA 
F,(x) = 2 
0 ~T<Y<S0 


显然 ， 承 数 Fi(x) 与 F,(x) 绽 在 闭 区 间 5 -x，x7 上 可 积 ， 
且 | Fcx)sinaxdx=| | fx) eos |sinnxdx +| 0dx 
= 上 | | flx) eos |sinaxdx (6) 
| F,(x)cosntxdx = | | fix)sin 气 ] ‘COsnxdx 十 | 0dx 


= [| fox sinx |cosnxdx 《7) 
将 (6) 与 17)》 代入 到 《5) 中 得 


| fx) sin ( 并 + 可) XAx = 攻 P(x)sinnxadx 


十 | F, (x) COSnxdx {8) 

根据 推论 1， 对 (8) 式 ， 令 #->o0 两 边 取 极限 得 

iim| fix)sin ( x+ 士 ) xdx = lim | Fx) sinnxdx 
+lim | F(x)cosnxdx= 0 


同 理 可 证 , lim | fsin( s+ 二)xdx=0. 0 


引 理 2 ”如 果 范 数 j(x) 是 以 2r 为 周期 的 周期 画 数 ， 并 
且 在 闭 区 间 [一 x, x 上 可 积 ， 则 画 数 f(x) 的 傅立叶 级 数 


Ej 。 
5 十 2 ac + bsSinnx) (14.7) 


Os rb We oe AT a Try renereerer Tree = omee- 


的 部 分 和 
1 sin (n a ) 
(xy 一 一 = | Cf Cx +g) +f (x a 
JE 0 之 
2 
(14. 12) 


证 明 一 数 f(x) 的 健 立 叶 级 数 (14.7) 欧 部 分 和 


Le 光 +》, (qicoskx + bisingx) (9) 


丰 一 上 
将 函数 f(x) 的 傅立叶 级 数 系数 用 公式 (14.6) 代入 到 
《9》 式 中 得 


sl) = fa 
+ 一 coskx fcoskidi 
专 二 1 
+ 一 -sin Ex fr ft) sinktdit) 
-| 1 于 1 Ne af 下 
SS {fo 本 pe Dl| fcoskicoskrd: 
+ [ fosinktsinkxdty 


= 信 f0) En + (coskicoskx + sinktsinkx ]a 


四 二 1 
= 一 民 fC) +Beostd 一 当 4 
=k 
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sin 人 5 十 (t — x*) 
Ls | ft) -一 一 di 


念 ff 一 x=x,， f=x+%S, A 
当 f= 一 x 时，%= 一 工 一 和 
当 =x 于， %=XT 一 x 


于 是 ，8,(%) = 一 ff 一 dt 


到 本 2sin 兰 
2 
本 cos gin -一 
中 于 + ceoz = 一 一 一 一 《 见 35 页 注 个 ) 
而 三 】 Sn 
从 
S 二 
2cos( = + 元) Bin EN 3 
:J 
2sin 
nT 狼 开 分 人 T 
Rid 2 da ~. 
2c03 3 co0s3 Ni 2 2sin 2 sin 了 sin 2 sin 3 
EE Ee— 
。_ 省 
2 人 
SinnTeos $+(1- 29in? )sin 字 
ee 
. 
23]n -7 


Binn%e 0 二 + cosnzainT 


2sin3 


sin { nn +3) sin{ 4 


一 一 二 一 


x 。 多 
2Z81 了 0 一 一 2351 了 -一 
FP 2 
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rr 号 pn 


1.) 
SInL 大 十 一} 名 
1 2 


= | f(t%) 一 一 一 一 一 29 
2 oSin.~ 
2 
sin( es 
a a 
2 2S13- 一 ， 
SI 人 z 十 也 名 
+ | fx+%) d% 
2S1n- 一 
a 
sin( n+ )s 
中 f+2) 一 一 一 一 一 - 是 以 27 为 周期 的 西数 。 
25in3 
sr n+ 二 ) G+2n | sin|( n+3)+ 2nr+z | 
事实 上 ， 国 为 一 一 -一 一 一- = 一 一 一 一 一 一 一 -一 
2sinm- 一 -一 a 和 2siz( 子 + 区 ) 
~sin( + 3) sin( Mt 二 和 
~ 28in 二 2sin 
ain( n+ 二 多 
所 以 一 一 一 一 -一 一 是 以 2X 为 周期 的 通 数 。 又 ftzx+ 雄 也 是 以 27 为 周期 的 闯 
2sin 7 
ain( n+ 三 )a 
效 ， 于 是 ， 站 位 + 归 一 一 一 一 一 一 基 以 2r 为 周期 的 阔 数 。 
25jn 广 


鸯 为 周期 函数 在 任 闪 长 度 等 于 局 期 的 舟 区 间 上 的 积分 相等 ， 所 以 


ee sin( n+ 志 sint n+ 
f ue ed G2 = (f+ ( 


2sin 包 
2 


yp 2sin 
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。 | 
S 十 -一 
int s+-5-)% 


关于 积分 | f(xX+%》 一 一 一 一 一 一 d% 用 一 % 代 痊 xs, 有 
如 2sin 


a 1 
sin 十 二 
i 玫 多 


i 
2 2sin ~ 


、 De 
| sin( n+ 十 )( 名 》 
= | fx —%) . d(—%) 
92sin— < 
2 
sin( + +1)s 


I 
2sin 了 了 


sinf #+ 于 jz 


从 而 94(x) = 一 - f fx ~%) dx 
2sin 之 
2 
sin( s+ 1) 
dz 


0 
2s10 
1 
证 让: 
sin( 罗 二 js 


| [5 A++2%)+Fx -5 一 一 一 -一 
Se 2sin 了 了 


dz 口 


如 果 钞 数 A(x) 三 1， 显 然 它 满足 引 理 2 条 件 〈 对 常数 函数 
而 言 ， 任 和 何 正 数 角 是 它 的 周期 ) 。 此 时 ， 由 于 f(x+%)=f(x 


-2%) = lb 于 是 , 《14.190 式 右边 的 积分 变 为 
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人 一 一 一 一 一 必 。 而 左边 前 函数 f(x) =1 的 傅立叶 级 
5 

数 的 部 分 和 5,(x) 三 1。 事 实 上 ， 由 和 傅立叶 系数 公式 (14.6)》 和 

三 前 函数 系 的 正 交 性 〈 公 式 (14.3)) 容 易 求 得 函数 (x) 三 1 的 

傅立叶 系数 。 


i "1cosnxdx=0 (2= 1, 2, 1) 


= 


b= | lsinnwdx=0 (=1 2, …) 


于 是 ， 函 数 f(x) 三 1 的 傅 立 时 级 数 就 是 1， 从 而 ， 对 任意 的 
多 和 六 ， 都 有 


$, C(x) 三 1 


sin( + 
从 而 1=- i | ds (14. 13) 
和 

下 面 我 们 讨论 傅立叶 级 数 收 剑 的 充分 性 定理 。 假设 项 数 
f(x) 满 足下 列 条 件 : 

(1) 孙 数 f(x) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 ， 

(2 ) 阔 数 f(x) 在 闭 区 间 CC -，r3 上 连续 或 只 有 有 限 个 
第 一 类 不 连续 点 。 具 有 这 种 性 质 的 函数 f(x) 称 为 分 段 连 续 。 

(3)》 函数 f(x) 的 导 函 数 f'(x) 是 分 段 连续 的 ， 具 有 这 
种 性 质 的 函数 f(x) 称 为 分 段 光 滑 ， 

对 于 分 段 光 清 通 数 f(x) 来 说 ， 它 的 导 函 数 f(x) 在 闭 区 
间 [-x，x) 上 除了 有 限 个 点 不 存在 外 ， 其 余 所 有 点 沽 存在 是 
连续 。 在 每 个 导 函 数 (x) 不 存在 点 (同时 也 是 f(x) 涉 连 继 
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点 ) ， 导 函数 户 (x) 的 左右 家 限 在 在 (几何 卡 ， 相 当 于 该 点 从 
定 左 右 切 线 ) 、 即 如 果 点 x 是 f(x) 不 存在 点 (也 是 f(x) 的 
不 连续 点 ) 有 


fx) =iim f(x + x) = lim fl(x+Ax) -f(x -0 
PF nd ee 外 一 


0 Tx 
fix) = Him fg+ dx) lim H+ A) f(x+ 0 
过 下 十 二 NN 一 +0 1x 


这 说 明 导 逆 数 户 (*》 不 存在 点 就 是 导 函 数 f(x》 的 第 一 类 不 
连续 点 。 并 且 是 有 限 个 。 

由 此 看 出 ， 导 函数 户 (x) 的 不 连续 点 〈 即 不 存在 点 ) ， 
可 能 是 函数 f(x) 的 不 连续 点 ， 也 可 能 虽 是 函数 f(x》 的 连续 
点 ， 但 函数 f(x) 在 该 点 的 在 右 导 数 不 相 等 。 然 而 ,不论 哪 种 
情形 ， 导 郑 数 广 (x) 的 左右 极限 缘 存 在 (一般 说 来 ， 二 极限 不 
相等 ， 但 对 可 去 不 连续 点 ， 有 可 能 二 极限 相等 ) 。 反 映 到 儿 何 
上 就 是 函数 f(x》 的 图 象 (曲线 ) ， 在 闭 区 间 [ 一 x，7#] 上 最 多 
有 有 限 个 不 连续 点 和 角 点 ， 
在 所 有 不 连 瑟 点 上 上， 曲线 的 
左右 切线 缘 存 在 ， 即 在 闭 区 
间 [ 一 x，xD] 上 ， 助 线 f(x) 
是 由 有 限 段 光滑 曲 线 弧 组 


成 ， 因 此 常 称 此 种 曲线 为 分 -去 Se 
段 冯 滑 的 。 如 图 14.1 记 示 . es 
定理 14.3 ( 收 伍 定理 ) 图 14.1 


如 果 以 2z 为 周期 的 函数 fx) 在 闭 区 间 [ -x,x] 上 是 分 段 
光滑 的 ， 则 函数 x》 的 传 立 叶 级 数 在 .每 一 点 x 此 收敛 于 


fx) 的 左右 极限 的 算术 平均 值 ， 即 
学 十 (aCOSNX + BSinnx) = 


分 析 要 证 明 函 数 f(x》 的 短 立 叶 级 数 
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Ee et rE -TY mr er we mT be 


9 
一 人 (zucoszx +pSinnx) 


= 


收 合 于 人 中 0). + x+) ， 只 须 证 明 


2 


SX) = 0 【2 一 CO) 


为 此 ， 上 让 (14.12)? 式 与 (14.137 式 ， 只 要 证 明 


sin( 多 十 二 )x 


1 上 Ex +%) tfix 一 5) 一 dy 
TT ' ， % 
2S10- 一 . 
2 
sinA m+) 
0 +f 0). | 0 
< wi sin 之 
2 


一 ”站 【7 一 CO) 


证 明 ”由 等 式 (14.12) 与 (14.13)， 将 差 式 
xy -A+0) 0 


写成 积分 形式 ， 有 
$C) — f(x +0) 1 0) 


sin( +) 
= 下 5 


。 多 
1 
Ds1 3 


sin x+ 工 )> 
1  f | E 
-| Cf(lx+0) +f (x —0)) 


有 四 
25810 3 


二 [ f(x+%) -f(x+0) sin( n+ 二 judy 
A 9 2 


。 多 
2 
np | es Re ti) sinf n +i)zdz 
了 2sin 工 ~ 2 
2 (10) 
先 证 明 
lim| 了 x+) 一 x+TO0) sin( s+ 二 ) wd%=0 
ins 2sin 2 
2 
为 此 ， 令 
Fo =- A+%) -x+0) 
23S1in- 一 


由 于 f(x) 在 闭 区 间 C0，xJ 上 是 分 段 连 续 函 数 ， 于 是 F(%) 在 
区 间 (0，x】 上 也 是 分 段 连续 函数 。%=0 点 是 F(x〉 的 可 去 
不 连续 点 。 事 实 上 ， 因 为 f(x) 在 闭 区 间 [ -x，xwJ 上 分 段 连 
续 ， 所 以 

lim F(z) = lim xt%) f(x+0). -f(x +0) 


。 多 
2sin7 


名 
Jim_ /+%) ~f xt0) ep Cy 


E+ 十 0 蔚 + 区 一 
S%1 一 一 
之 


令 F(0)=f',(x), 则 函数 FE(x) 在 闭 区 间 【- 0，r] 上 是 分 跋 
连续 函数 ， 根 据 引 理 1 和 推论 2， 有 


lim| JJx+z) -fx+0) sin( #+ 让 )xds 
A 2sin 却 


了 1 ] Pe 一 
im| Ftz)sin 让 十 双人 2 0 
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同 理 可 证 
ta LD fn snf， 


a + 二 )sdx=0 


2sin 地 

由 〈10) 式 ， 有 
， _ fx+ 的 +Fx-0 1 
lim | SCX} 2 | 


+o 于 和 


一 1 itm .| riw) -fx+0) sin (n+ 工 )zaz 


+lim -二 | (~ *)- 2) 一 ~/ (x—0. 0) sin (s+ 5 )sds 
an +e 2sin 


吕 
定理 14. 3 指出 : 一 个 以 2x 为 周期 的 光滑 或 分 段 光滑 函数 
jx)， 它 的 傅立叶 级 数 在 数 轴 上 任意 一 点 x 皆 收 敛 于 
车 函数 f(x) 在 点 * 连续 ， 则 

f(x +0)=f(x-0)=f(x) 
于 是 ， 函 数 f(x》 的 傅立叶 级 数 收敛 于 


f(x+0) A 0)_ pox) 


即 水 数 fCx》 的 个 立 叶 级 数 在 连续 点 x 收 分 于 应 数 f(x) 本 
身 。 从 而 我 们 得 到 ; 


以 2 lle altop tlds ls 期 落 数 
换言之 ， 这 样 


$14.5 函数 的 傅立叶 级 数 展开 
一 数 的 钱 立 叶 级 数 晨 开 


同 函 数 的 唆 级 数 展开 类 似 ， 一 般 说 来 。 把 一 个 函数 f(x) 
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在 给 定 区 间 上 ， 表 成 它 的 铺 立 叶 级 数 的 和 ,就 叫做 把 函数 f(x) 
在 某 个 区 间 上 展 成 傅立叶 级 数 ， 
上 节 定 理 14. 3 指出， 以 2% 为 周期 的 分 段 光滑 函数 f(x)， 


hab 可 蜂 成 傅立叶 级 数 ， 如 果 图 数 
续 ， 则 函 玫 了 Cx) 在 奖 不 数 办 上 可 


一 展 成 创立 ; 
赤 际 进行 函数 f(x) 展 成 传 立 叶 级 数 时 ， 不 仅 需要 把 一 个 


以 2r 为 周期 的 分 路 光滑 函数 f(x), 在 整个 数 轴 上 的 一 切 连续 
点 构成 的 集合 上 展 成 情 立 时 级 数 ，、 而 县 ， 更 重要 的 是 ， 把 分 段 
光滑 的 冰 数 ， 在 开 区 间 (-x,x) 内 (或 闭 区 间 [ -x，x) 上 ， 
此 时 要 求 f(T) =f (xz)) 的 连续 点 集合 展 成 储 立 叶 级 数 。 此 时 
需要 将 已 知 函 数 f(x) 作 周 期 延 拓 到 整个 数 轴 上 ， 得 到 冰 数 
了 (x) 的 周期 延 拓 阔 数 
f(x), 当 xE(-A， Xt) 
{x)= 


J (x -2k5}, 3 xE ((2k -17, (2k +1)7) 
如 图 14.2。 这 样 ，J(x) 就 是 一 个 以 3r 为 周期 的 分 眉 光 涡 函 


数 。 根 据 定理 14.2， 可 在 整个 数 轴 寺 的 f(x) 的 所 有 连续 点 构成 
的 集合 上 展 成 傅立叶 级 数 .当然 可 在 开 区 间 (- zz) 内 的 连续 点 


集 上 展 成 傅立叶 级 数 ， 又 因 在 (- x, zr) 内 j(x) 就 是 f(x)， 所 


' -人 rr Pr i 


以 ， 酒 数 (x) 可 在 〈-x，z=) 内 的 连续 点 集 上 展 成 傅立叶 级 
数 。 
实际 展开 时 ， 并 不 需要 作 周 期 延 折 ， 而 只 须根 据 给 出 的 函 
数 jx)， 求 出 傅立叶 系数 ， 写 出 情 立 叶 级 数 就 可 以 了 。 
一 % 当 一 六 cx<0 


例 1 将 函数 f(x)= 在 开 区 间 〈 一 zy 
0， 当 0<%LAH 


T)》 兴 展 成 傅 立 时 级 数 。 
解 显然 函数 f(x) 在 (-~x，x) 内 连 铁 ， 且 是 分 段 光滑 
的 。 其 周期 延 拓 函数 在 数 轴 . 上 ， 也 是 分 段 连 续 和 分 段 光 滑 的 ， 


故 根据 定理 14.3， 训 将 局 期 延 拓 函数 并 x) 展 成 傅立叶 级 数 ， 亦 
即将 函数 f(x) 在 开 区 间 (-r，zz) 内 展 成 傅立叶 级 数 。 由 公式 
(14.6) ， 有 


办 
,二 1_ | f (x) cosnxdx= 一 | — xCoshxdx 


十 1 | Ocosnxdx 
i 0 


和 6 
Cp 上 sinax | ep | 1 Sinnxdx 
TT i = it 一 丰 刘 
ov 到 倘 
Se a 由 (一 -coszx ) ep 时 《~ 1 1 
Tt 多 Ld 一 nx 六 


时 贞 
5 = 上 | fwysinaxdx = 一 上- | ~ xSiinxdx 
A 有 T 一 将 
hd | 0 sinnxdx 
FL D 
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一 和 形 其 


0 | COSHY 人 
7 上 扩 


于 是 ， 在 开 区 间 (-x，x》 内， 


f(x) = 7 十 > (一 - lS cosnx 十 C1 sinax ) 


开 


< 


划一 了 


在 开 区 间 〈- r，r) 外 ， 上 述 傅立叶 级 数 表 示 给 定 函数 
f(x) 的 周期 延 拓 函数 ， 在 x= kx 点 收敛 于 也 姜 一 = 子 《 如 图 


14. 4) 
图 14.4 
1, -Xx 
例 2 将 函数 f(x) = 在 开 区 间 tx,7) 内 
一 *， OXI 
的 连续 点 焦 上 展 成 傅立叶 级 数 。 


解 ”函数 fCx) 在 -rr，r) 内 的 连续 点 集 为 《一 r，0) 1 
《0，z)。 根 据 定理 14.3， 可 将 函数 f(x) 在 〔〈-m 0) U (0， 
z) 内 展 成 情 立 时 级 数 ， 其 系数 由 公式 (14.6) 来 确定 。 


= [fewdx= -i | ax + -一 - | _xdx 


TT 
= 1 
a, = EE flx)cosnxdx 

1 | 4 1 了 

二 二 一 一 CDSNxidx + 一 一 — xCoOstxdx 
oT 一 也 TT 0 

=_ 1 .Si98X 上 -二 | | 
Wr bE Eg Jr 迪 [1 


十 


1 ~- cosnxx | 一 一) 


$= Ne | f{x)singxd x 


J 下 下 
= 一 一 - SINiWxdx + -一 一 — xsinnxdx 
Tt 


到 o 


| ee 
江 如 


十 .一 一 
一 下 名 


胡 


一 .em et n 时 | 
=<"D -1 1 .sinax|" 


nT 从 NT xX jo 


(z+D(-1)"-1 


Hat 


于 是 ， 对 任意 的 全 (一 7 0) U0, 7T), 有 


fo- 主 - 盾 !》 [2 上 -一 一 一 一 -COSHxc 


+ (T+1) ht 


Lng | 
RT 


(加 图 14,.5》 
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二 育 函 数 与 惕 函数 的 侍 立 叶 级 数 


1 奇 范 数 与 偶 函 数 的 博 立 吁 级 数 

设 函数 f(x) 是 以 2x 为 属 期 的 可 积 奇 函 数 ， 则 函数 
(x) coszx 也 是 以 2z 为 周期 的 沿 函 数 ， (x)sinzx 是 偶 也 
数 ， 因 为 在 区 间 (一 x，x) .上 奇 函 数 的 积分 等 于 0， 而 侦 函 数 
积分 等 于 该 函数 在 区 间 〈0，r) 上 的 积分 的 2 倍 ， 所 以 ， 奇 臣 
数 f(x) 的 傅立叶 系数 


-一 一 [fewax =0 


= 1, ?, *…) 
{14.14) 
5,= Ea f (x) sinnxdx 
2 
= 一 上 fx)sinsxdx (n= 1, 2, ''*) 
于 是 ， 麻 函数 帮 x) 的 傅立叶 级 数 只 含 正 落 项 ， 邯 
isinzx 《14. 15) 


内 理 ， 如 果 函 数 (x) 是 以 2r 为 周期 的 可 积 的 偶 函 数 ， 
刚 偶 函数 f(x) 的 傅立叶 系数 


n= | xydx 
TT 和 
“= 一 上 f(x)cosuxdx Cn= 1，2，…) 《14.16) 
£,= = 上 fx)singxdx = 0 (x#= 1, 2.) 
7 一 
于 是 ， 偶 函数 f(x) 的 傅立叶 级 数 只 食 余 芒 ， 即 
2 oe (14.17) 
例 5 将 函数 fx) => 在 开 区 问 (-r，z) 内 展 成 傅立叶 
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1 AIR 


级 数 ， 
解 ” 因 为 f(x) =x 为 奇 函 数 ， 所 以 ， 由 奇 函 数 的 傅立叶 
系数 公式 (14.14) 有 
#0 = 不 一 


2 本 < 
= -一 一 | xSinnxdx 
亚 用 


md Ei Ls 
二 | > COSHX 了 | CDSNX 了 
x 多 9 1 
— 1)"+! 1 ; 学 
= a 1) 2 Singx | 
x 区 NTT 办 . 
到 ot 二 17324+4 
多 


于 是 ， 四 公式 人 14.15) 知 ， 函 数 fx) 在 开 区 间 (- <，z) 内 可 
展 成 只 含 正 丫 的 傅立叶 级 数 ， 邵 


s+ 1 
X=2 一 一 一 Sinnx 


有 二 1 


二 面 的 傅立叶 级 数 在 开 区 间 (~ mm 之 外， 家 示 函 数 f(x) 
的 周期 延 拓 通 数 ， 而 在 x*= kx 点 收 化 于 一 三 -一 =0 (如 图 


14.6 肥 示 )， 


14.6 
例 4 将 函数 f(x)= isinx| 在 数 轴 上 展 成 傅立叶 级 数 . 
解 ” 因 为 f(x) = |sinx| 是 以 2x (实际 它 欧 周期 是 x) 为 
周期 的 连续 函 狐 ， 并 且 在 整个 数 轴 上 ， 又 是 分 段 光 消 的 偶 画 
数 ， 所 以 ， 可 在 数 轴 上 展 成 上 只 含 存 余 防 的 短 立 吐 级 数 ， 
由 公式 (4.16)， 有 


2 


站 9 %» 站 4 
io = 2 | jsinx| dx = 2 一 | sinxdx = 一 


开 下 
#1= 于 [ lsinx| Cosxdx = 一 - | sinxcosxdx 
四 和 
1 LL 
=— (— COs2x) = 站 
27 . 
当 #1 时 ， 


2 * 。 2 
| | | sinx | cos#xd» = sinxcosnxdx 
t 了 


上 于 Csin(1- n)x+sin(l +#)x dx 
0 


需 


#—1 六 十 1 和 


和 Ceos(# -1)7— 1 


J 

_2. 

Ht 

a 271 [En _ | 
Tt 

Su 

A 2 


莹 


4 1 


党 " TE kk=1,2,.") 


1 
i (n=2E+1, k=1, 2, *) 


于 是 ， 由 公式 (14.17) 有 


4 
f(x) = lsinx| = > 


图 14.7 
2 按 正 弦 展 开 和 按 余弦 展开 
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pr ce 


在 次 数 的 储 立 叶 级 数 展开 中 ， 有 时 需要 把 开 区 间 〈0，z) 
(或 《-x，0) 内 ) 有 和 定义 的 项 数 f{x) 展 成 只 含 正弦 的 傅 立 
计 级 数 〈 又 称奇 式 展开 ) 或 者 屡 成 只 售 余 汞 的 傅立叶 级 数 (又 
称 偶 式 展开 ) 。 为 此 ， 需 要 把 定义 在 开 区 间 (0，x〉 上 的 画 数 
f(x) 作 奇 式 延 折 到 开 区 间 (~x，0) 内 ， 得 奇 函 数 ”( 见 图 
14.8) 。 

{4%), x€ (0, x) 

—f(—x), xE(—-xr, 0) i 
或 作 偶 式 延 拓 到 开 区 间 (一; 太 内 ;得 倘 画 数 ( 见 图 14.9)， 
ED 
fx), xECTx 0 


NT wy nt 


fx) = 


F(x) -| 


~ 


图 14,8 图 14.9 


然后 对 所 得 的 奇 两 数 玉 x) ( 奇 延 拓 函数 ) 和 侦 函 数 广 (x) ( 侦 
延 拓 函数 ) 分 别 用 系数 公式 (14.14) 和 (14.167， 求 出 相应 的 傅 
立 叶 系数 ， 即 可 展 成 只 合 正 蓄 的 傅立叶 级 数 (14.15》 或 只 含 余 
驼 的 傅立叶 级 数 (14.17)。 但 是 ， 在 具体 作 奇 个 展开 时 ， 只 和 需 
要 分 别 按 公 式 (14.14) 和 (14.165) 计 算 相 应 的 候 立 时 系数 即 可 ， 
并 不 需要 具体 去 作 奇 偶 延 折 。 
例 5 ”将 申 数 
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在 开 区 闻 〈0，r) 内 展 成 只 含 正 苞 的 傅立叶 级 数 。 

和 解 “” 因 为 函数 f(x) 在 开 区 间 (0，z) 内 是 分 县 光滑 揭 ， 所 
以 ， 根 据 定理 14.3 可 将 奇 延 拓 函 数 在 开 区 间 〔〈- zx，r) 内 展 成 
傅立叶 级 数 〈 如 图 14.10)， 即 将 函数 f(x) 在 开 区 问 (0, r) 内 
展 成 只 含 正 苞 的 傅立叶 级 数 。 

由 系数 公式 (14.14)， 有 


帮 * 3 
=-2 | 0sinnwdx +-2 有 1.sinvxdx 
TT 和 TT 了 
su 
— COSAX x 地 元 
-_2_ cou “=- -2 (cos ME eosrr) 
元 四 | 译 Nn 2 


将 5 代入 公式 (14.15) 中 得 
cos- — CSAT 
singx, wE(O0 zx) 


区 


2 
f(x) =—— 2 
如 图 14.10 所 示 ; 


图 14.10 


例 6 把 函数 f(x) =x 在 开 区 间 《〈0，z) 内 按 偶 式 展 成 傅 
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Tm rma 人 站 yr ppp mp. bee rh © mp ET re re os ddbgrsteabe wp HD i 
~ . ee 。 


解 ”由 公式 (td.16》 ， 有 
“= 二 | f(x)dx= -到 人 xdx= 


= -2 上 fix)cosnxdx = 二 | xcosnxdx 
开 1 2 Ja 


2 | Si x | 
ae 一 … 一 - i 
xt 并 


a | sinax 7 
4 or 由 交 
一 4 
= 2E—-1 
= cosnx | 一 x2k-—1)" 
3 8 


0，2#= 2 上 8 
将 健 立 叶 系 数 代 入 到 (14.17) 式 中 ， 对 任意 xE 09, 7), 有 


flix) =x= 子 + 记 cos (2 -Dx 
x 二 | 


_zx 4 - 1 
he 2 三 二 三 二 COs(26— 1)x 


2 -1)" 


图 14 .11 


三 以 2 为 周期 的 函数 的 依 立 时 级 数 
1 以 2 为 周期 的 函数 的 傅立叶 级 数 
设 f(x》 是 以 2/ 为 周期 的 周期 函数 ， 通 过 变换 
La t= (7) 


癌 送 


就 可 以 把 函数 A(x) 变 成 以 2z 为 周期 的 关于 变量 :的 函 浆 
ro (4) 
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or 


刘 果 函数 f(x) 在 开 区 间 {一 1，/) 内 是 分 段 光 少 的 ， 则 
F() 在 开 区 间 〈- xx，xz) 内 也 是 分 虹 光 滑 函 数 。 从 而 FC7): 在 
开 区 间 《一 5，x) 内 一 切 连 续 点 集合 上 可 展 成 傅立叶 级 数 ， 即 


FO) -A+ De, Cosnt + bsinnt) 《8) 


Ld | 


__ 工 
其 中 Zi 一 Rs | Poryds | 
| 
4,= | Flf)cosnidt (n= 1, 2, | 
br 
j 


2,= 二- 上 Petysinwidt 《站 一 1 2, **) 


学 
又 因 = -下 ， 记 愉 F(D = (二 )=f(x)， 从 而 , 由 (8) 


式 得 函数 f(x) 在 开 区 间 (- 7，2) 内 展 成 的 傅立叶 级 数 是 


flx}) = 2 + Yacos +&, Sin 0 ) {14.18) 


区 二 


当 f= -5 和 时, x= 一 性 当 $= 7 时 ，x= 妨 di= d= 


将 上 述 结 果 代 入 到 《3) 式 中 ， 得 (14.18) 式 中 的 系数 


人 x 
| -ro 地 fee 


如 一 


= 
— 


人 
[4 
| fx)}cos — dx (x=1, 2, 1) ‘(14.19) 
ke) f(x)sin dx (#= 1, 2， **'*)。 


2 / 将 非 周期 数 f(z) 在 开 区 间 《 -1 内 展 成 傅 立 
叶 级 肛 


如 果 非 周期 函数 (x), 在 开 区 间 (一 7?，/) 内 是 分 段 光滑 
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ETT Wh sr re epee mee et pap We te ne tw er hp a 
TRY “hap dds iv 


的 ， 则 可 把 函数 f(x〉 在 开 区 间 《一 1!， 人 ) 内 的 连续 点 剑 上 展 
成 佬 立时 级 数 (14.18)， 

其 道理 向 在 开 区 间 〈( ~x，x* 的 情形 完全 一 样 。 首 先 拒 丙 
数 A(x》 周期 延 拓 到 整个 数 各 上 ， 就 得 到 以 27 为 周期 的 周期 
函数 太 x)。 然 后 ， 在 整个 数 轴 上 函数 1x) 的 连续 点 集 上 展 成 
傅立叶 级 数 (14 18》 


Fe = 全 2 (a. Cos + b, sin oe) 


其 中 系数 由 (ti4.19》 式 确定 ， 

当然 在 作 具 体 展 开 时 ， 无 需 作 周期 延 折 ， 只 要 由 公式 
(14.19) 计 算出 系数 m，az，2，( 居 = 1，2，…)， 然 后 代入 .到 展 
开 式 人 14,187 中 即 可 。 

名 奇 式 展开 和 偶 式 展开 

闻 把 定义 在 开 区 间 (0，r)C 或 〈(-，0)3 内 的 函数 f(x)， 
在 开 区 闻 〈0，F) 内 所 有 连续 点 集 上 展 成 只 售 正 弦 或 只 会 余 驴 
的 傅立叶 级 数 一 样 ， 可 以 将 定义 在 开 区 间 (0，AC 或 (一 71,0)) 
内 的 分 段 光滑 的 画 数 f(x), 在 开 区 闻 (0,1) [或 (-/，0)] 内 
的 所 有 连续 点 集 上 展 成 只 售 正 弱 或 具 含 余弦 的 傅立叶 级 数 


天 下 
f= 2 b, sin (14. 20) 
其 中 
2 。 AT 
Pe | fe) Sin 7 dx (#=1,2,.") (14.21) 
或 者 
本 HTX 
i cos™ (14. 22) 
其 中 2 [ fend: a 
/i 
(14, 
2 RITX 1 23) 
a= [ f (x)cos- -ax (x= 1， 2, | 
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10 


2 ，0<x< 1/ 
在 开 区 闪 (~1，{) 内 的 连续 点 集 ( -1，0) U (0，/) 上 展 成 全 
立 叶 级 数 
解 ” 由 公式 (14,19)， 有 


1 
= 二 E， fr)dx= 全 0 f 2dx |=2 
Pe HTY 
ee 全 f(x) cos 一 dx 
于 A 4 Ly ] 
a Eu COS 7 dx 十 [ 2C0s—— dx 
7 
SEE 。 形 江 和 % 
六 一 fx) Sin 一 dx 
= 一 | 0singzX dx+ [ dd dx | 
_ 2 HNAX 
2 2 人 i ) | ] 
| 
ye 办 二 2 一 1 
0, x= 2 
将 tny 他 9 六 的 值 代 入 到 公式 (14.18) 中 ， 得 
本 s (2€— 1)rx _ 
f(x) =1+—< 人 EC) 
U (C0,7) 


当 x=0, 土 ? 时， 级 数 收敛 于 1。 候 立 叶 级 数 的 和 函数 图 
和 象 如 图 14.12 所 示 。 
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Sp FERS Yh epee .wher ey. 1 po i PIT EN pe PE :+ le I ET ort rp np ce i ee ra 。-， 、 


一 3 31 -i 0 t 21 1 尼 
图 14,12 
例 8 将 函数 
~, 0<<xy 委 1 
fx) = | 
1 , 1<x<2 


在 开 区 间 (0，2) 内 按 正弦 展 成 傅立叶 级 数 ， 
解 ” 由 系数 公式 (14.21)， 有 


b, = 一 | flx) sinT dx 

_ 2 [上 HX | NA 

二 -一 xsin d+ 1: sin d ] 

2 2 
于 2 NIN )| 2 [ WK 
=x{- co 
( pp 2 2 OS 本 dx 
2 CosZTX 
太阴 ] 


2 KT 
XN 


2 AN ， Nx 2 
7 元 ) es 
将 5。 之 值 代入 到 公式 (14,20) 中 ， 得 
全 sin -az 2 ] NATX 
Fe 2 二 sin 2 COS sin “~ 
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图 14.13 


4 将 函数 f(x) 在 任意 开 区 间 《ec,D) 内 展 成 傅立叶 级 数 

设 函 数 f(x) 是 定义 在 开 区 间 (4,56》 内 的 分 段 光 滑 函 数 。 
令 5~a= 27， 将 函数 以 27 为 周期 延 拓 到 整个 数 轴 上 ， 就 得 到 
以 27 为 周期 的 分 段 光滑 函数 了 (x)。 根 据 定理 14.3, 可 将 函数 


广 (x) 在 整个 数 轴 上 的 x) 的 连续 点 集 上 展 成 傅立叶 级 数 , 即 


fx) = 他 2 ( f， cos- 广 十 上 Sin 一 ) 


其 中 好 4 = 7 | fix)dx 
a= 侧 (xz)cos 一 dx (n=1, 2, -…) 
64.= 一 | ; fix)sin dx (#=1, 2, *) 


但 由 于 周期 函数 在 任何 长 度 等 于 周期 的 闭 区 间 上 的 积分 尼 


相等 ， 于 是 周期 延 拓 函数 六 (x) 在 闭 区 间 [一 已 站 上 的 积分 等 
于 函数 fx) 在 闭 区 间 Co。4 + 27]= [La,8I 上 的 积分 。 从 而 英 
数 f(x) 在 开 区 间 (a，5) 内 的 连续 点 集 上 可 展 成 精 立 时 级 
数 ， 即 


f(x)= 名 + (a cos™—7 十 本 sinzz) 《14.24》 
肯 二 由 
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其 中 na= 一 | I dk A | 
ds -二 flx)cos dx (## = 1,2 “yy” 和 | (14,25) 


十 | fx) sin Sdx (4= 12， | 


例 9 将 函数 f(x) =x 在 开 区 闻 (a，4 + 2 站 ) 内 展 戌 候 立 
叶 级 数 ， 
解 ” 由 公式 (14,25) ， 得 


oa 一- | fixydx=—t {wdx=2(a+D) 


Z 
中 十 站 
,一 -六 下 co dx 
2 ne -+2f 
= -| $in tT cos 一 7 | 
1 « 
A 2 
i [人 sin2 和 4 Pe 
i #E 7 Hr: t 
a WA i Hr 
有 7 ] 
= -2 sin2z4 (z=1, 2, **) 
1 i “ :ANY 1) 
= ni: dx 
Ce | Dy 
= 一 | xsin 一 六 dx 
Ee We NAN 小 | “+27 
> [ or J ne 0 i < 


] [- 1(4 + 24) 。。 TA 天 AT 
i Ny i Hm i 
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la WTA i NANA | 
i 
2 人 
人 i (图 二 1， 2， 》 


代入 到 《14.24) 式 中 ， 对 任意 wxE(ea，ez+27) 有 


本 27 瑟 1 ATA KATY 
TO 7 Cos I 


HMTA PY 
~ Cas 7 S17 一 一 一 


i 


27 ww 1 ， NA ， ] 
stit2 Dsin| -FP XxX) 


5 二 4 


$14.4 傅立叶 级 数 的 一 致 收 证 性 


在 讨论 傅立叶 级 数 的 一 致 收敛 、 逐 项 积分 与 逐 项 微分 之 
引 理 1 (推广 的 微 积分 基本 定理 ) 如 果盘 数 fx) 在 闭 区 
间 [eo,5 上 连续 ， 且 分 段 光 消 ， 则 


| f (dx = (6) —f(a) 
， 证 明 设 了 是 闭 区 间 Ca,5] 的 任意 分 割 ,并且 把 所 有 
(x) 不 存在 点 也 加 进去 ， 有 
Pd xi < 二 
于 弟 ， 


JU) -Fa)= Df i) ~f lx)) 
i=L 


由 于 对 任意 ?7(1 之 ?和 #), 务 数 f{x》 在 团 区 间 [x;_,，x;] 上 连 
绪 ， 在 开 区 间 (Cx; xi) 内 可 导 ， 根据 拉 格 朗 日 定理 ， 有 
f C3) —f rs0) = (i) (xi — xi1) 
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id -~ Par rt Rr 


其 中 5 在 wi 与 ”% 之 间 。 从 而 
jb) -Fa) = FED (xi 一 xi (1) 


+ 二 ] 
因为 六 (x) 是 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 @ 的 函数 ， 所 以 ， 在 
闭 区 间 [ea, 的 上 可 积 。 从 而 《1 ) 式 右 端 正 是 可 积 郴 数 户 (y) 
在 闭 区 间 [4,51] 上 的 积分 和 。 令 A(T)->0， 对 《1) 式 两 边 
取 极 限 ， 得 


f 2) -f(a4) = | f (x)dx 0D 
引 理 2 (推广 的 分 部 积分 公式 ) 如 时 函数 s(x)，v(x) 在 
闭 区 间 [Cs,5J 上 连续 ， 且 分 段 光 滑 ， 则 
| gx (x dx = Lux) r(x) 


一 人 YI)DKXTdx 《14.26) 
证 明 对 连续 画 数 x(x)v(x) 求 导 ， 得 


CHCXI PX I = HCN 《YX) + HX) V(x) 
上 式 右边 每 一 项 都 是 连续 函数 与 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 的 画 
数 之 积 ， 因 而 两 项 给 可 积 。 豆 根据 引 理 1， 有 


{Cun) + uC) vn) Ids 
= | Cg{xyr x) dx = Lu(x) tx)) 上 (2) 
f Cw{xIo (x) + ux)v x) I dx 
= ' gCx) vx) dx + 人 n#'(xv{x)dx (3) 
比较 (2) 与 人 3) 得 
1 WCX) VCX) dx 十 | gw!'(x)v(x) dx 


D(z) 的 第 一 类 间断 点 是 指 画 数 在 该 点 不 可 导 ， 但 导 首 数 请 (z)? 在 该 点 的 左 
右 狐 限 蕴 存在 。 
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= Cs(x) r(x)) | (4) 
将 (4) 式 移 项 得 
| g(x (x dx = w(x) vx)) | 
一 人 和 人 了 口 


定理 14.4 (一 致 收敛 定理 ) 如 果 函 数 f(x) 是 以 3r 为 周 
期 的 在 闭 区 间 [一 +*，x) 上 分 段 光 滑 的 连续 应 数 ， 则 函数 f(x) 
的 傅立叶 级 数 在 整个 数 轴 上 绝对 收 和 伍 ， 并 且 一 致 收 伍 于 函数 
jx)。 

证 明 设 a' 与 5 是 导 阔 数 f'(x) 的 傅立叶 系数 ， 则 


= 一 一 | ff oocosmxax 
b= 一 | roosinrxedx 
出 推广 的 分 部 积分 公式 (14.26) 有 
No 
Ne | fer)cosnxds 
ms oe pe ee 『 f Co 
nT | 一 旦 为 TT Xt 
站 
二 (14.27) 


b= 


1 ftx)sinnxdx 


证 


= -~-- fx)cosax 
NN 


二 站 
+- 1 | f Cx)cossxdx 
一 第 Wi 一 贞 


2 《14.28) 


由 不 等 式 21a1|- 四 所 ls] :+ 1* 和 (14,27) 式 有 
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re 一 PE 


al 


Tp 
1 ,2 1 
由 (14.28) 式 ， 有 
1 


2 6 =2 le 一 e+ — 
其 多 
1 12 1 
即 [| <z( aA, re ) 《6) 


于 是 ， 由 (5) 与 (6) ， 对 任意 x 有 
la,cosax + ,singx| < |ad + 12 
1 


2 , 2 
< Bp") + 二 
根据 814. 2 引 理 工 知 ， 数 级 数 


See 


尾 二 ] 


收敛。 又 级 数 》 工 也 收 你， 从而， 根据 定理 11.2 知 ， 级 数 


二 1 


村 (ao 十) + 呈 
收 仑 。 于 是 ， 根 据 对 一 判别 法 ， 画 数 f(x) 的 俯 立 叶 级 数 绝 
对 并 一 致 收 分 于 和 函数 ， 而 报 据 定理 13.4， 本 数 f(x) 的 情 立 
时 级 数 的 舟 函 数 就 是 函数 故 x) 本 身 ， 因 此 ， 函 数 斤 x) 的 傅 立 
叶 级 数 绝 对 并 一 致 收 敏 于 f(x). 加 ] 

定理 14.5 设 范 数 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 在 闲 区 间 上 分 
段 连续 的 函数 。 如 果 函 数 jx)》 的 全 立时 级 数 为 


G0 中 
EE + 人 (zscosmx + osSingx) 


则 函数 1x) 从 0 到 任意 一 点 x 的 积分 可 由 函数 (x) 的 健 立 
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叶 级 数 从 0 到 x 脖 项 积分 得 到 ， 即 
| f (1) ds = x 办 [a 二 Cosnidt 


| sinniat| (14. 29) 
证 明 “考虑 函数 
二 二 可 | [rp - 季 ]2 (7) 


fs 


因为 陋 数 f(1) 是 分 段 连续 函数 ， 所 以 ， 对 任意 x*， f(1) - 季 


在 闭 区 间 K0，x] 上 可 积 ， 并 且 函 数 F(x) 连续 。 又 因为 在 任何 
两 个 相 邻 的 不 连续 点 间 ， 郑 数 /(x) 是 连续 的 。 从 而 ， 殷 据 微 
积分 基本 定理 知 ， 


F'(x)=f(x) -学 
在 相 邻 二 不 连续 点 之 间 是 连续 的 ， 即 F"(x) 是 分 段 光 滑 的 。 
又 上 后 于 对 任意 x, 有 
F(x + 2r) = | [rp -a]a+ [Ap -号 
=F (x) + | [RD -la 


Ld 
一 让 


三 寺 - | fa di -ar 


= F(x) txao— na = F(x) 
即 系 数 F(x) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 。 
由 上 述 讨 论 知 ， 国 数 F(x) 在 整个 数 轴 上 可 展 成 傅立叶 级 
数 


F(x)= 多 十 DAscosnx + Bsinnx) (8) 


由 推广 的 分 部 积分 公式 《14.26) ， 当 #1 时 ， 有 
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人 PCx DJCCSUXGX 


开 一 和 
= FeO). Sx” 1 | BOx)sinsxdx 
到 站 一 下 大江 一 时 
ER 『 [fw -和 | sinaxdx 
i TT —r 2 


ee A | flx)sinnxdx 
多 Tt | 


i | Sinwxd x 
2 一 时 


rs (9) 


' Flx)sinwxdx 
一 也 


by 
bb 

外 
3 - 


< | F'(x)cosnxdx 
在 并 一 轩 


二 | (fe -各 ) Cosnxd x 


uy 


一 ti _1. ~ fCx)cosnxdx ~ -2 — 人 COSNXdx 
于 二 二 2717 


一 着 


为 了 求 出 4 在 〈8) 中 令 x=0, 并 出 (7) 和 《9) 式 
得 


oo 


和 4 
0=F(0 )= + 4,= - 色 - 了 -和 


sg 三 | s 二 上 
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三 1] 


在 展开 式 《8》 A 代入 所 得 各 系数 值 ， 有 


Foo -5 入: 有 | -之 


SHY 十 Singx | 


风 Yesinzx 十 Bb.(1- — Cosnx) 
多 


自 一 外 


= 人 | (gCOSHf + BSinst) ds 
8 


四 二 


由 《7) 式 得 
加 时 A 


y | {a.Cosnf + bsinni) dt 


即 人 fd = 全 3 = :3 人 (aCOSnt + Bsingt) dt 吕 0 


定理 14.6 没 函 数 f(x) 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 ， 导 
函数 f'(x) 是 分 段 光滑 的 ， 函 数 (x) 的 傅立叶 级 数 为 


ftx) = 他 十 DiCascosnx + bsinnx) 


则 对 任意 xE (- ec, +o0)， 有 


0 = Pacosnx + bsingx)' 
四 二 | 
= Dab.cosax — Hasinax) (14.30) 


特别 是 ， 在 导 函 数 万 (x) 的 连续 点 x， 有 
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Tt FAD Te pe Fp Ve Peat © PR 0 A Dt ec pr .I VE Wk ein 


了 Kx》 = [名 中 (zscoszx + BSins») ) 


= Darcosnx + ,Sinnxy! 
册 宇 


= Dnbcosnx — NaSinnxy (14.31) 


二 4 


证 明 ”由 题 设 ， 根据 收敛 定理 14.3 彻 ， 
et = 2 十 六 (zcosmyx +h' sinnx) 【107 


其 中 ao，2a5， 吕 为 天 (x)》 的 傅立叶 级 数 的 系数 。 
由 公式 (14.27) 和 (14.28) ， 有 


d= HP, B= -Ha, 


而 av=- 上 fer)jdx= -Lfex) | =0 
人 —x 并 恤 下 
将 zx，z5，8 代入 到 (10) 式 中 ， 得 


x+TO0+ Cs 一 人 二 2 Hb COMNX — HaSinrx) 
当 点 x 是 f(x) 的 连续 点 时 ， 由 于 
f'CGx tO0)=f'(x-0)=f (x) 
有 . 
0) (ee 0 fig 


于 是 〈14.30) 就 变 为 


f (x) = Dacosnx + bsinnx)! 


Do 
= Dbcosnx ~ KASINnx) I 
sj 二 | 
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定理 14.6 指 出 ， 以 2r 为 周期 的 连续 沙 数 f(x), 如 果 它 的 
导 范 数 r(x) 是 光滑 的 ， 则 在 数 轴 上 任意 一 点 x*， 函 数 (x) 的 
导数 等 了 省 数 f(x) 的 任 立 时 级 数 逐 项 求 导 的 三 角 级 数 在 该 点 
x 之 和 ， 册 纺 时 导 函 数 万 (x) 的 傅立叶 级 数 可 由 函数 f(x) 的 
傅立叶 级 数 逐 项 求 导 得 到 。 

例 ] 由 上 节 例 3 给 出 的 函数 (x) = x 的 情 立 叶 展开 式 


ww 
-1+ 
x 2 二 二 一 S1 刀 区 各 


用 逐 项 积分 法 ， 求 函数 x* 的 傅立叶 展开 式 ， 
解 ”因为 函数 fx)= > 在 开 区 间 〈-z，x) 内 连续 ， 所 
以 ， 根 据 定理 144.5， 对 任意 *E(-r xr)， 有 


区 四 十 1 x 
= | 1 上 起 


x 


元 9 


1( — tt! 工 一 Cospyr 

= 2 一 一 LCosni) 
s=] 

二 22 Cd ~ COSHX) 


-DD DY -CD 1)” oe 


a 三 d=} 


2 a -过 Lb a2 此 十 上 
om 


2 去 本 
二 二 【人 有 一 上 


为 了 来 级 数 》 的 值 ， 令 
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本 = 5 0 了 一 COSNX 《2) 
对 (2) 式 两 这 从 -zx 到 x 积分 。 因 为 《2) 式 右边 的 
三 角 级 效 在 《-z，z] 上 一 致 收 伍 《用 对 - 判别 法 ) ， 所 
以 ， 根 据 定理 12.6， 可 以 逐 项 积分 、， 从 而 有 


[4 2 娘 Wy 人 是 可 
| 工 dx = | cr- 二 人 一 | COSHXCx = 276 
至 一 1 


2 了 | 


即 2rz = | i a 


EE 12 
亦 即 c= 一 s-, 将 。 秆 代入 (2) 式 中 得 
和 NE COSNX 
二 二 】 
2 i SC ; 
有 妈 We 2 一 -COSNX， XEC~AT MT) 
学 习 指 导 
一 ”内容 概 要 
1 重点 及 要 求 


本 章 在 三 角 沙 数 系 及 其 正 交 性 移 基 础 上 ， 给 出 了 函数 
f(x) 的 健 立 叶 级 数 的 概念 。 接 着 讨论 了 本 章 最 重要 的 函数 {x) 
的 傅立叶 级 数 收 敛 定 理 ,要求 读 者 党 扣 此 定理 的 证 明 方 法 ,会 应 
用 钉 立 叶 系 数 公式 , 比较 熟练 地 将 某 些 函数 展 成 傅立叶 级 数 。 会 
从 已 知 阴 数 的 傅立叶 级 数 展开 式 出 发 ， 应 用 范 数 的 情 立 时 级 数 
的 逐 项 可 积 性 与 逐 项 可 微 性 求 某 些 函 数 的 傅立叶 级 数 展 开 式 。 

2 分 段 光滑 函数 f(2) 的 博 立 叶 级 数 展开 式 


2 和 


设 Y 为 函数 f(x) 的 所 有 连续 点 构成 的 集合 
(1) 以 3 为 周期 的 周期 通 数 f(x)， 或 定义 在 开 区 间 
{一 7+，、XA) 或 定义 在 闭 区 间 【 -rr 上 (此 时 要 求 f( -x)= 
jz)) 的 函数 f(x)，。 


to 


f(T) = EY + > {qsC ONnr + ba BIND) 


—_ 下 之 下 (14.1*} 


其 中 了 EC- oo + co0) 了 或 %EC-X,m 几 了 
或 EC-X,N]InY 了 ,系数 由 公式 (14.6) 确 定 


1 非 奇 仙 


一 一 一 - 


oh 


f(z) :> be sinny 


= | 
| jz) 上 毅 项 数 j= 其 中 5 Et-00+00) 站 了 了 或 TEt-7,7T) 败 YY， 2 
或 7 EL 一 NA9AIJNMY 了 , 系 激 由 公式 (14.1 引 确定 


fw) = 时 + > On COSNT 
和 二 1 
-| 俩 本 到 | 一 其 中 ZE 《cos + co) 站 了 或 fsE(-x DY (43 ) 
或 YEL~N RAINY, 系 数 由 公式 《14,16》 确 


定 


(2》 以 27 为 周期 的 半期 冰 数 大 xx)， 或 定义 在 开 区 问 
《一 六 7 或 定义 在 闭 区 间 《- 心 门 上 《〈 此 时 要 求 .A(- 7) = AD)) 
的 函数 f(x)， 
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一 - -一 -一 -一 一 一 一 一 -一 一 -一 -一 -一 


fz) -ry ( Ma COS 二 


至 二 1 
-| 非 坷 人 由 | 一 ; PAL (14.4*) 
| #4 | | + Psi ) | 
其 中 E(-00,+oO)NNERrEC- DN 


~ 


或 7GCEC- 门 外 了 共 半 条 公式 (14.10} 研 定 


[es 
f= bs sin 一 一 
| fC) | 匣 函 数 |. | ,014.6*) 
de ke 鞭 中 TE(-o0, +o0) 站 了 或 Et- 站 :i 


或 YEL- 了 DNY, 系 数 山 公式 414.21》 确定 


oh 
fr) = 了 + >» te CO -一 


名 星 二 1 。 
ee 
或 YEL-1 们 六 ,系数 由 公式 (14,238) 痛 定 


《3) 定义 在 开 区 间 (0, ?内 的 函数 (x》 的 奇 \ 偶 展开 ， 


jr} = bs sinn% 
| 奇 民 环 名 (14.78) 
EY 其 中 x EC0，n) 站 了 ,系数 由 公式 (14.14) | 全 全 
确定 
fx) |=- 二 
£7) = + | (有 COS 人 区 
_| 个 宕 开 = 二 1 (14.8*) 
一 一 | 共 中 X€ (0,T) 个 1, 系数 由 公式 (14.16) 
确定 


《4) 定义 在 开 区 间 人 0,7) 内 的 函数 大 zx 的 奇 、 所 展开。 
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fz) -> be sin 2 


自 守 」 


(14.9*) 


其 中 x 00,DN 了 ,系数 由 公式 人 14,21) 隆 定 


oo 
ftx) = 人 + a Cog WT 


-| 偶 展 开 全 1 , 14. 10*)} 
其 中 vx€ (0,7) 站, 系数 由 公式 (14.23) 确 定 


《5》 定 义 在 任意 开 过 癌 (a,2) 内 或 定义 在 闭 区 间 Ca,5I 上 
(但 Fa = 了 (5)) 的 函数 f(x)， 
flx) = .+ Su +8, sin < 
2 ( C= Be 


其 中 XE (4,8) 门 7 或 xEray tb 门 了 ,系数 由 公 
《14.25)〉 确定 


二 儿 点 说 明 


1 傅立叶 级 数 的 由 来 

1882 年 法 国 卓 越 的 数学 家 傅立叶 在 研究 热传导 问题 时 ， 明 
确 地 提出 了 在 开 区 间 (-x，x) 内 有 定义 的 任意 消 数 可 以 展 成 
三 角 级 数 的 问题 。 后 来 经 过 不 少 人 的 努 方 ， 增 加 了 一 些 条 件 ， 
严格 地 证 明了 这 一 命题 。 由 于 储 立 叶 是 第 一 个 捐 世 把 函数 展开 
成 三 角 级 数 的 人 ， 同 时 ， 他 对 一 些 特殊 问题 的 研究 确实 解决 了 
当时 的 一 些 实际 问题 ， 因 此 ， 健 立 叶 的 工作 是 有 很 大 贡献 的 ， 
后 来 ， 人 们 把 函数 .Ax)》 所 展 成 的 三 角 级 数 称 为 函数 (x) 的 
傅 交 叶 级 数 ， 

2 “关于 一 般 的 正 交 了 番 数 系 
设 定 义 在 闭 区 闻 Ca，6b 上 的 函数 gq (x) 与 W(x) 丑 可 
程 ， ; 如果 它们 的 缚 积 g(x)yt%) 在 闭 区 间 £4,62] 上 的 积分 等 于 
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09， 即 
fF} 
| ox) yx)dx=0 


则 称 两 个 函数 p(x) 与 (x) 在 闭 区 间 [5e, 上 是 正 交 的 。 
如 果 定 义 在 闭 区 间 〔s,b3 上 的 可 积 函 数列 
PICK), PN) Op 
中 的 任何 两 个 不 同 函 数 在 闭 区 间 Ca,59 上 正 交 ， 涛 


| PXIG KAX=0 CH, 如 二 于 2 Brem) 


则 称 函 数列 《g(x)} 是 闭 区 间 〔5a, 妇 上 的 正 交 毅 数 系 。 
在 讨论 某 些 问 题 中 ， 常 常 还 要 假设 对 任意 *EN， 


| gi xdx= A >0 


即 在 所 讨论 的 正 交 系 中 ， 不 包含 恒 等 于 9 的 函数 ， 

特别 地 ， 如 果 4,= 1C#= 1，2，…)， 则 称 {g(x)} 是 标准 
正 交 系 。 

我 们 在 §14.1 里 讲 的 三 角落 数 系 

1, CosSxw, Sinx, ‘+, COSFX, SilAX, 

是 一 般 正 交 系 的 一 个 重要 特例 ， 

3 ”这 一 章 的 中 心 问 题 是 讨论 如 何 把 一 个 函数 展 成 三 角 级 
数 ， 这 与 在 第 十 三 章 中 把 一 个 函数 展 成 窒 级 数 是 相当 的。 但 
是 ， 要 把 一 个 函数 展 成 寡 级 数 ， 则 牙 函 数 必 须 存 在 任何 阶 导 
数 ， 这 个 条 件 是 比较 高 的 。 而 把 函数 展 成 三 角 级 数 ( 仿 立 时 级 
数 ) ，、 只 须 函 数 分 段 光 滑 即 可 。 这 说 明 把 一 个 函数 展 成 三 角 级 
数 比 展 成 宕 级 数 的 条件 要 低 得 多 。 也 就 是 说 ， 相 当 广 泛 的 函数 
都 可 以 展 成 三 角 级 数 。 正 因为 这 样 ， 讨 论 三 角 级 数 的 伍 散 性 ， 
函数 f(x)》 的 依 立 叶 级 数 展 开 的 理论 和 方法 ， 对 研究 函数 有 着 
重要 意义 。 

4 ”关于 定理 14.5 说 明 

从 定理 14.5 的 条 件 ， 我 们 是 不 能 确定 函数 f(x)》 的 盆 立 叶 
级 数 收 伍 于 (x), 但 却 可 以 逐 项 积分 。 即 函数 x》 从 0 到 用 
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的 积分 等 于 函数 f(x) 的 传 立时 级 数 逐 项 积分 所 得 到 的 三 角 级 
数 的 和 。 
特别 地 ， 令 x=a 有 


[fa 人 2 Ii+ 
0 2 


村 者 A f 
(| aCOsnidt + { Bb. sinntd ) 
令 w=b,， 有 
fu) za 学 
0 0 


+5 (Ff a.cosrtdt+ | 六 sinnidt) 


六 二 1 


二 式 相 减 得 
所 中 
| fF as | di 2 (| ascosntdt 
和 
+ | bsinatdt) 
a(b—a) 1 
0 [acsinns 


一 Sinpiz》 一 一 (coszb 一 COS8Z4) |] 


三 ”例题 选 讲 
例 1 证明 函数 系 
Sinx ,Sin3x，…，S1inaf(K28 一 十 )X， vs 
在 [0， 世上 是 正 交 的 。 
证 明 对 任意 的 #，mwE 瑟 , 且 5 由 三 角 范 数 的 积 化 和 
差 公 式 ， 有 
Sink28# 一 在)xsinft21 — 1)x 
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= {cosocn — Hm) — cosoC{n +m) — 1x} 


于 是 ， ff Sin(2x— J)xsintom — 1)xdx 


= 二 |: CoS D(H HH) rAdx 一 | CoS (H+ m) ~ 1xdx 
T 昌 
| _ Sin2[(x+wm)- 1x 区 -0 
2 2 一 级 》 DCCH#+w} 一 1] 6 


根据 正 交 通 数 系 定义 知 ， 函 数 系 
sinx, Sin3x, ,SIN (92 — 1)Xx, 
在 闭 区 间 | 0, 马 | 上 是 正 交 的 。 
例 2 证明 函 数 系 


1，Ccosx，Sinx。，CcCos0xySsin3xr，，…m，COoSNHY Sinzxy…， 
在 闭 区 间 〔0，x] 工 不 是 正 父 的 。 
基本 思路 ”证明 存 六 mw 志 #*， 个 得 积分 


| sinmxCosnxdx 0 
0 


证 明 设 如 和 +# 分 别 为 奇数 和 偶数 (或 分 别 为 偶数 和 
奇数 ) 。 


因 汶 sinmxcosnx = Csin(Cm + #)x + sin(m — #)xY 
所 以 ， 


| SifNlmxcosnxdx = +[ [ sin(m + RH)xdx 
og 8 


十 | sin(m — nxdx | 


1| -1 
= 也 | COS(m+ x | 十 


+_—1 CoOS{m— A) x | 
jz 一 多 0 


由 于 当 mw 和 # 分 别 为 奇数 和 偶数 或 分 别 为 偶 数 和 奇数 
于 ， 太 +5 与 为 下 稍为 琳 数 ， 于 是 
‘270 


Cos(m+i Hr= ~1, costm—r)r= -1 


从 而， 有 
人 sinmxcosgxdx = [= 二 二 
2 人 ， 聘 十 下 
-|. 3 了、- 
全 1 一 此 m2 -0 


根据 正 交 函数 系 的 定义 知 ， 沙 数 系 
1, cosx, six,*", COSAX, SINAX, *«* 
在 闭 区 闻 [0，x] 上 不 是 正 交 的 。 
例 35 将 以 2r 为 周期 的 连续 光滑 函数 Pe 
傅立叶 级 数 。 


解 f(x)= sintx= 人 


一 2ecos2x 二 cos'?x) 


心 | 一 全 


站 


| 1— 2cos2x+ -二 os 人 


一 
= 


由 于 三 角 函 数 系 
1, cosx, Sinx, CosDx, Sin2x, ,COSHX, SINnx, «*e 


的 正 交 性 ， 不 难 推 得 对 任意 x 不 9，2，4， 


fs = 


(3~ 4cos2x + cosdx} 加 


如 | 请 


一 -一 [ 于 (3 一 4cos2x + COSdx) COsnxdx 


=0 


@ 其 实 ， 我 们 用 三 盘 公 式 , 有 已 将 (x) = sind4y 用 三 角 函 数 系 中 的 祭 落 五 数 
COB2%，CoOS4% 及 少数 宕 示 出 来 这 就 是 了 (w) = sin4z 的 林立 叶 级 数 。 事 实 上 ， 它 与 
攻 展开 公式 求 得 结果 完全 一 样 。 
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A Hi 自卫 5 穗 直下 ralgigaldrgiirircrrtnh 如 bi mm mpqupeegpreai -dryrereey 、iram pm a -we 、 .， 


而 ps 人 3~—4cos2x+ cosdx y,, 


天 8 
1 * 3 1 3 3 
过 一 -一 ae d 1 一 一 里 ee ER 一 
T | 8 天 8 < 4 
4, = | $C— con2x t COSdx ee 


同样 ， 由 三 角 函 数 系 的 正 交 性 
2, 于 {fdsinnxdx 


全 一 一 | 二 (3 — 4cOS2x+ COs4x)sinnxdx 


=0 {(#=1, 2, ……) 
因此 ，sin'x 的 傅立叶 级 数 是 


pr 3 1 1 
Siix= 一 一 -一 十 -二 
x 2 COS2x% cosdx 


例 4 将 函数 f(x) = sgnx 在 开 区 间 (- r，z) 内 展 成 博 
立 叶 级 数 ， 

解 因为 函数 f(x) = sgnx 是 奇 函数 ， 展 开 的 区 间 为 开 区 
间 (一 x,z)， 所 以 ， 区 数 f(x) 的 傅立叶 级 数 的 展开 式 由 
(14.2*) 式 确定 ， 其 系数 出 公式 (14.14) 计算 。 
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en PEF wh ttt FE EAT? “A OAR © PPE. he rt tt Pe rp par Hp ore 


6 = [ sgnxsinnxdx 
jE [LH 
=- | sinnxdx 二 -2 二 Cos | 
Kia 6 元 他 io 
二 
(CDE DR ee 
0, #=2 


从 而 ， 对 任意 xEC-x，0)U (0，z), 有 
dh Er sin(2k ~ 1)% 


4 Ssin(ak- 1)x 
2€—1 


#4 二 | 


当 x=0 时 ， 级 数 收 敛 于 
f{0+0)+f00—0) ee 克 
2 


于 是 ， 对 任意 Sn T), 有 


__4 Sin(2E — 1)x 
sgnx= a | 


天 一 上 


例 5 将 函数 f(x) = cosax 在 开 区 间 ( -了 ，z) 内 展 成 博 
立 叶 级 数 。 

解 当 z 为 整数 时 ， cosax 的 傅立叶 展开 式 就 是 它 本 
身 ， 

当 4 不 是 整数 时 ，、 它 是 侦 函 数 ， 展 开 区 间 为 开 区 间 ( 一 x， 
fr)， 所 以 ， 郑 数 f(x) = cosax 的 很 立 叶 级 数 展开 式 应 出 
《14.3*) 确 定 ， 其 系数 由 公式 (14.18) 来 计算 。 


| 计 F 
= 上 f(r)dx= -2 [ gy 


2 Sinax |” _ 2sinax 
EA 各 Ta 
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tt i qival 和 rr 。 -上 


a 2_ 人 
Mi (x)cosnwdx = COSAXCOSHXA NR 
0 [9 


= | reostax — nx) + costax t+ Hx) dx 
呀 0 2 
| -x Ce | 允 
好 一 并 红 十 名 


1 [= Ds ne | 
好 一 俱 好 十 在 


一 
一 


ner {1 ml ] 


oT 这 一 央 a+ 


~ 《— 1)"2asinar (z=1 2, .1.0) 


Ta ~ NY 
_ Sinax , Wi 24( ~1)°sinar 
于 是 ， coszx = 2 yp 0 COSXX 
人 (23 +2a Dcosn | 
X 和 (一 了 了) 
例 6 将 函数 fx)= 工 在 (0，zr) 内 展 成 只 含 正 蓄 的 休 
立 叶 级 数 ， 
解 由 系数 公式 (14.14) 。 有 
8.= : | 1°sinaxdx = —2 coszx 
rd ov HAT 外 
=- 二 [1-(-1D9= 1 
NT (SE€—1)x 
0 ， 太一 2 大 


从 而 ， 由 514.7*7， 有 


1= 一 -Tsin(24-1)x，xE(0，z) 


大 二 1 . 
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1， 当 0<x< 委 名 
例 7 将 函数 f(x) -| 在 开 区 间 (0， 
0 ， 当 A<xn, 
Z) 内 展 成 只 合 余 芝 的 傅立叶 级 数 。 


解 ” 按 系数 公式 〈14.16) 计算 ze，2 
二 i 2 
| fed | 1 dx+ | 0 dx| = 


办 


2 


Ci 二 
TT 


flx)cosnxdx 


而 不 
二 = | | 1l1:cCos#xdx 十 | 0-cosnxdx 
D 名 


» Sinnx |#* 


光 部 


_ 2sinzp . a 
ls 


根据 展开 式 (14.8*) ， 有 


fx) = BN 人 COSRX 


Tt 


kh 1 1 | Si YY 
二 一 一 (+ -2 cosnx ) 9 


xE(0，5) Uh, zx) 


例 8 将 函数 f(x)= sgn(cosx) 在 开 区 间 [0，xwJ 内 展 成 
傅立叶 级 数 ， 


解 ”因为 函数 
1, 当 Ix| < 一 
f(x)= sgn(cosx) = 1 , 当 |x| = 于 
-1, 当 F< lx| <z 


是 偶 水 数 ， 所 以 我 们 可 以 认为 是 将 函数 sgh(cosx7 在 (~- rr) 
内 的 连续 成 集 上 展开 成 位 立时 级 数 ， 从 而 傅立叶 系数 可 由 公式 
(14.16) 计算 。 
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Bo smth holo Ede A ES 


“= |) fxdx= 二 | 1dx+| (~ 1) dx 


n bg 
2= 一 一 | f(x)cosnxdx 
可 0 


玉 5 
=- 全 -| | COSNX GEx 十 人 -eeseoyz] 
nT 0 3 
= 2 4 _ Sinnx |* | 
多 a 3 
wx 4(— 二) 人 1 2k 
{ -De 
六 | 0 .4#= 2 


DN TN 
全 
所 以 ， 由 展开 公式 (14.3*) ， 有 


CD 
sgn(COSx) = ok Cos(2k-1) x, xE (0, x) 


友 二 | 
例 9 将 函数 有 (x)= cos 本 在 开 区 间 (0，2x) 内 展 成 傅 立 
时 级 数 ， 
解 ”此 题 可 以 看 作 ， 将 函数 f(x) = cos 志 在 开 区 间 (4， by 


= (0，2x) 内 展 成 傅立叶 级 数 。 此 时 /= x， 于 是 可 按 展开 式 
(14.11*》 展 成 储 立 叶 级 数 。 其 系 涩 出 公式 (14,25) ”计算 ， 


人 业 _ » i 各 
= | f(x)dx= 3 | cos dx 
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[3 
忆 | CosT-cOsnxdx 
I E 2 


= i | 二 [cos (等 + nx) 十 人 nx) |ax 


3 ee sin (s+ + 诗 )* |， 


2 1 a 
1— 2% sin (二 )> 8 = 
i 
b= | f(x)sin 5 d 
有 2 2 Ei DHTX 
os | Cos 本 sin dx 


Lg 
a | Cos sinnxdx 
J 0 2 


一 二 [si ax + | + sin(zx- *)]ax 


1 ff-2 2x+l zz 
一 2 [元 人 |, 

上 ,| 

Sx—1 2 1 


So Se ee _ 
[4 an-1 rn — 1) (= 1, 2, 


于 是 ， 对 任意 xE (0，z), 有 


x 87 本 oi 
cos -=D FT sih 1 SiN dx 


司 一 香 
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= rT ere rtp vbr wr even PPE PN 0 A 一 中 wer ie 


例 10 将 函数 f(x) = 二 -在 开 区 间 〈0，2r) 内 展 成 依 


[2 


立 叶 级 数 。 
解 ” 按 展开 式 (14.11*) 展 成 傅立叶 级 数 ， 其 系数 由 公式 
《14.25) 确定 


4 


9 
可 DRTN 
ta = - | f(x)cos— —dx 
一 好 


-Au 


24 二 DAHAX 
py pr a cos_<”. dx 
2X 


[We 
A 
| 

之 
© 

2 


’ 1 2x 2 
2 {x —*) eh | ee | singxdx =0 
2 多 | TT 0 


| DR 
,= | ftx) Si1n Tp dx 


2 
XT 由 
-4 | TY sinnxdx 
开 0 2 


了 a ~—coszx | _ 1 全 COSZX J, 
2 外 多 | ox J # 
JT 多 2 开 多 欠 


_ .ZX _ WSIL in22Zz 
于 是 ， f(x)= "i sin J 
一 上 
= DxE (0, 27) 


am 二} 


例 11 将 函数 f(x) = x~-[xJ] 展 成 傅立叶 级 数 。 
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解 此 函数 f(x) 的 周期 21=1，1= 圭 ,在 区 闻 C0,1] 上 
fx) = x; 故 应 按 早 开 式 (14.4*) 展 开 , 其 系数 由 公式 (14.19) 计 算 
“= 一 一 {fdx= 于 加 Ca Ed 


这、 
2 
1 _ x? | 1 下 
二 2 上 xdxw= 2 了 1 
i 
sa.=— 1 | fx) cos .dx 
i _f i 
Se 人 fitx)cosT dx 
“ _1 wl 
区 2 
1 xSiNnIWTX COSOFATX 1 
二 了 | xXCOSINNAX A = 2 十 es 一 |] | 


=0 (7z=1，2，…) 


b=- | f tx)sin 站 dx=2 | xsin2pzrXdx 
-=i 0 


9 xCcos2NTX | | 
ZA dn mr | 
1 
NT 


mr 


《 一 1, 2， 人 


于 是 ， 对 任意 xE(- coy +co) 门 (8， 呈 十 1)》 (=0, 土 1, 土 2， 
…)》， 有 有 


例 12 ”如 果 函 数 f(x) 满足 条 件 
f(x+x)= f(x) 


mp Pe ver EE -ere ar rr Tver ,wr pt EEA Pm 


则 此 函数 A(x》 在 开 区 间 (- xr。，r) 内 的 傅立叶 级 数 中 ， 所 有 
下 标 为 偶数 的 傅立叶 系数 等 于 0， 即 
at 
证 明 ”函数 f(x) 在 开 区 间 〈- r，r) 内 展 成 傅立叶 级 数 
的 系数 〈 按 系数 公式 (14.6) 计算 ) 


zi= -上 | fx) dx= 一 - | f(x)dx 


和 上 fx) dx 
Tt 0 


对 于 积分 下 | f(x) dx， 令 x=x+hi=x 一 zt， 当 x=0 时 ， 
外 


t= 一 2 当 x=7z 时 ，1=0, 且 dx= di, 于是， 将 上 上述 结果 代入 
第 二 个 积分 中 得 


> | yw 上 for tdt 
T 0 x 


me fe 


而 fdr | ford 


Ei 
一 一 bo : 
中 上 flx)adx= | fxdx 


| fiiydi=0 
TT “=e 


他 一 1 | flx)cossxdx 


如 
= 一 f(x) Cosnxdx + —— [ f(x)cosnxdx 


对 于 上 式 右 边 的 第 二 个 积分 ， 作 与 上 面相 同 的 变换 得 


_] | fx) cospxrdx= -上 [ (m+ti)cosstn +i) dt 
br DD I 一 不 
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hr 


a 人 [0D3(- 1)cosntdt 


虹 


a ?2 E fliycosridt 
TT 一 万 


ft 2 A | flx)cosnxdx 


TT 


代入 上 式 得 
(~ 


A 二 -| 上 f(x) cosnxdx + ~ ~” [| f(x)cosnxdx 
Mr 一- 厅 部 一 灵 


1+€— 1)°+:! 


- f(x)cosnxadx 


这 说 有明 当 # 为 偶数 时 ，a.= 0， 即 6,= 0,(#=1,2,…)。 
同 理 = 一 [ fx)singdx 


= 人 f(x) sinyxdx+_ 下 fx)sinnxdx 
Tt TT TT 9 


一 | Gosinaxdx 
+ 二 | -fC D'sinatd! 
T 4 


二 | fx)sinnxdx 


Tt 
这 说 明 当 ”为 偶数 时 ，5= 0， 即 5..=0 (x=1,2,……)。 
综 上 所 述 ， 有 = 0 二 六 = 0 
例 13 证 明 ， 设 函数 p(x) 与 gx) 的 傅立叶 系数 分 别 为 
4 5 及 a 8.0z= 0，1，2，…) 如 果 o(-x)=9g(x)， 则 
Go 一 Ce (201，2，…)， = 一 月 《1 二 了 开 2，…) 


证 明 <, =- 上- | lx)cosaxrdx (= 0，1，2，…) 


TT 
令 x=-1 当 %== 一 + 时 ， f = 元 ; 当 x 二 时 ， f= 
281 


“1 pt rp ur Fp TE et SE Ss ee pa Ee pet 4 oleh orb re Te ea te pn A ~“ dm a i 


dx = ~ dt, 将 上 述 结果 代入 系数 a。 的 表达 式 中 得 
—t)costa( — 1)I(- di) 


Ep 


二 | 80Deossed 


me | w(t)costidt =a, (x=0, 1, 2, **) 
并 -ff 
即 a =0, (x= 0, 1, 2, *…) 
| {x)sinaxdx 
区 一 天 
1 


a fw( 的 癌 和 到 二 5 


-让 | esinndt = [ yO)sinnidt 


一 月 ， (x=1, 2 …) 
-P(x=1, 2, 9 


I1 


即 2 


Si1Nnx 


例 14 ”由 已 知 三 朋 人 娄 2 的 和 ， 即 


ED = 一 二 一 (0<x<2m) 


站 二 | 


利用 情 立 叶 级 数 的 逐 项 可 积 性 ， 求 出 三 = 角 级 数 罗 coszx 的 和 ， 


二 } 


基本 思路 ”根据 定理 14.5， 对 任意 xwE€ (0，27), 从 0 到 x 逐 


项 积分 ， 
解 对 任意 xE (0，27), 等 式 


oF 本 
A AX—x 
# 2 


的 左右 两 边 从 0 到 4 积分 ， 并 根据 定理 14.5， 有 
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== 


ra 本 


w xz-—i 加 »* Sinnf 一 COSYH 区 
| 2 dt = | d= De 


nm 1 


= YL- Cosnx -> 1 Y COS8% 


x At nt 
二 sh pe 
届 了 江 一 中 Ti 1 部 元 er 
三 a ee 
而 | (于 -|= 委 * ~ 
从 而 ， 有 
TX wx? 1 COSHX 
i "Oa A 


n= 丽 三 1 


为 了 求 出 数值 级 数 六 -让 -的 和 ， 令 四- 一 = 所 再 对 上 式 丙 


边 从 0 到 2 积分 得 


| -2 SE dx 


Cy Sinnx | za 
=2xe- 人 a 
Ei | 
一 2TTP 
于 是 ， 
人 (之 - 守 4 eg | (到 > x! ) 人 
| 
rt 
6 
从 而 
COSHX _ 各- A 
2) Wz d 2 
二 
A x NX xl- 6rx+ or 
二 0 92 
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ra 
rp Pde Wt cP Se ert hope ho TET Tt RL. hm TE BE LE EM A 2 A de 
-i i 


$14.1 
1 证 明 ， 现 数 系 


A 27% 


Pe 27T%¥% 加 还 芝 ,HAY 
» 


i : Sin 1 …08 一 3 in 一 -一 -cy 


1, cos s Sin 7 
闭 区 间 [一 1， 力 上 是 正 交 函数 系 
2 和 证明， 也 数 系 


Tx insT” a sin2”+ 1) 
21 7 mf 2 


在 闭 区 间 [9， 门 上 是 正 交 的 。 
$14.3 


5 将 下 列 以 2 为 甩 期 钢 函 数 屡 成 傅立叶 级 数 ， 
《1》 f(%) = costy, (2) f OX) = sintx, 
《3) f(x) = sgn (sinyg), (4) f(x) = > (arcoskx+ Br sinkx), 


二 


4 特 下 列 函 数 在 开 区 间 (- XxXw, 7T) 内 展 成 铺 立 叶 级 教 } 
C1) f(x)sinax, (C2) fC%) = | 对 ， 
(3) fx) = wsin, 


5 将 下 列 函数 f(z)， 在 开 区 间 (-R，XT) 内 范 数 1(%) 的 连续 点 构成 


的 点 集 上 ， 展 成 傅立叶 级 数 ， 


GD1 -| | 
1>*， 


1，0<<YZ<7TI! 0<<%<T。 


6 将 下 列 函 数 在 开 区 间 〈0，z) 内 展 成 只 含 正弦 的 情 立 叶 级 数 : 
j Or 
《1) 上 xz) = 了 9， (2) f= 了 2 
0 


7 将 下 列 函 数 在 开 区 间 〈0， 有 内 展 成 只 售 余 蓄 的 傅立叶 级 数 ， 
{1) f(x) = shx, (2) Hx) = 和 一 2。 
8 将 下 列 周 期 画 数 展 成 傅立叶 级 数 ， 


284 


% -T+ 0, -x+—1, -Xx<0, 


(C1) f{(2 = jos 村 ， (2) 所 网 = sgnsin 二 ， 
9 将 下 列 画 数 在 指定 区 间 内 展 成 情 立时 级 教 ， 
有 4, 当 Ox 

CDya | 其 中 4 为 常数 ， 在 开 区 间 (0，25 内 的 
0 当 !<xw<c 27， 
连续 点 集 ; 

xi, OX<lA, 

ew 0，x = 7 
一 ?过 %< 必 2R， 在 开 区 全 (0，27) 内 


| 0， ~ 一 5<<X<0， 
(3 fx) 一 
(5，0<<x<5, 在 开 区 间 (- 5,5) 内 项 数 jz) 的 泊 有 连续 
点 集 上 ， 
3814.4 
10 ”由 已 知 腿 开 式 


区 - 》 《一 1)s+1 二 2 《 -和 xc<T) 


利用 逐 项 积分 法 ， 将 函数 x?，x:。w**， 在 开 区 间 {~7x,7) 内 展 成 林立 
叶 级 数 。 
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第 十 五 章 多 元 函数 


一 元 函数 的 微 积分 是 一 个 非常 有 用 的 数学 工具 ， 它 解决 
了 很 多 初等 数学 无 法 解决 的 实际 问题 。 但 是 ， 实 际 问 题 是 复 淋 
的 ， 常 常 要 涉及 到 含有 两 个 或 更 多 自 变量 的 函数 ,为 了 应 用 微 
积分 解决 更 广泛 的 实际 问题 和 数学 本 身 的 理论 问题 ， 就 需要 把 
一 元 函数 微 积 分 的 概念 和 玛 论 推广 到 多 元 冰 数 上 去 . 

讨论 多 元 通 数 ， 我 们 以 二 元 函数 为 主 ， 这 是 加 为 从 一 元 函 
数 进入 到 二 元 画 数 、 会 产生 一 些 新 的 内 容 ， 但 从 二 元 到 三 元 或 
# 元 头 数 时 ,就 没有 什么 本 质 上 的 不 同 ， 只 是 形式 上 的 差异 。 因 
此 ， 只 要 掌握 了 二 元 函数 的 极限 、 连 妹 等 概念 积 研究 二 元 函数 
的 方法 ， 读 者 就 不 难 将 二 元 函数 的 一 些 概念 和 理论 推广 到 三 元 
以 至 # 元 请 数 上 去 ， 


3 15.1 平 面 点 集 


一 平面 点 集 的 一 些 概念 


我 们 知道 ， 一 元 函数 的 定义 域 是 数 轴 上 的 点 集 ， 而 二 元 函 
数 的 定义 域 则 是 平面 上 的 点 集 。 所 以 ， 在 讨论 二 元 函数 之 前 ， 
首先 要 介绍 平面 点 集 的 一 些 概 念 . 

由 解析 几何 知道 ， 所 有 有 序 实数 对 (x，3》) 集 与 平面 所 有 点 
集 之 间 是 一 一 对 应 的 。 平 面 上 具有 某 种 性 质 P 的 所 有 点 或 有 序 
实数 对 (x， 儿 的 集 G， 记 作 

G=1(x， J)1 (x, 圈 具有 福 质 P】} 
例如 ， 
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E={(x, y)| a<x<b, cyEd) 
是 平面 圭 算 形 z 过 x 作 2，c 世 yy 志 4d 上 所 有 点 (x，》) 的 点 集 ， 
F={(x, yx:+y:<1} 
是 圆心 在 原点 ， 半 径 为 主 的 单位 圆 内 所 有 点 的 点 集 ， 但 单位 图 
周 上 的 后 不 包含 在 FF 内 、 
定义 ” 设 PIC，))，P(xs， ya) 为 平面 上 的 两 后， 非 负数 


plPi, Pa) = ,~ we) + yy) 
称 为 点 了 与 点 了 ;之 间 的 距离 。 设 P(xs，0) 是 定点 ， 对 任意 6 之 
0, 点 集 
UD, ={(x 9 x) ~ <6} 
称 为 点 了 的 6 加 形 邻 域 ， 点 集 
UP, 6)= {Cx, 9) lx~xd <o, ly -yl 6} 
称 为 点 DP, 的 6 方形 邻 域 . y 
不 难 证 朋 ， 这 两 种 邻 域 具 有 
如 下 的 性 质 ， 点 了 ,的 任何 一 个 圆 
形 邻 域 包含 点 了 ,的 某 一 个 方形 邻 
域 ， 反 之 ， 点 DP, 的 任何 一 个 方形 
邻 域 包含 点 P， 的 某 一 个 图 形 邻 
域 (图 15.1) 。 
册 于 这 丙种 邻 域 具有 互 得 包 图 15。1 
会 的 关系， 今后 不 加 区 别 ， 统 称 为 点 P, 的 邻 域 . 
定义 ”有 平面 点 列 {P 人 xnw .yo)} 与 定点 PCx， 加 )。 如 果 
对 任意 给 定 的 e 之 0, 存在 所 入 , 当 ?> 加 时 ， 有 


plP,, py 一 CX CO— Xxo) :十 (ys — Ym) a 
则 称 点 列 {PC .收效 于 点 局 CXxos yo)。 


例如 ， 友 列 { P,( 二 ， 寺 ) | 与 | 0。( 1+ 二 ,1 一 土 ) 分 别 收 全 


于 点 Pet0 0) 与 0,(1, 1)， 事 实 上 ， 
287 


pp PY=Y (全 -9+( 二 -0) = 了 = 二 /如 


2 482 了 


与 ooo0=V[G+d)- 可 #)-1 
EE 


于 是 ， 点 列 {P,(， a 分 别 收敛 于 点 


Pt0, 0)S OC(1, 1). 
根据 两 种 邻 域 的 关系 ， 关 于 点 列 收敛 ， 有 如 下 害 理 ， 
定理 1 点 列 {Pus(x。7o)} 收 效 于 点 PCxo，7m) 的 必要 充 
分 条 件 是 ， 当 #->oco 时 ， 有 Xn 一 x 与 .yxo。 
证 明 ”必要 性 ”如果 点 列 {P 了 (xs，22)} 收 伍 于 点 PCxw0)， 
即 对 任意 给 定 的 e>>0， 在 在 mm EN, 当 w 汪 mw 时 ， 有 
plPss Pi)= xn xo) + (yo — 0) <e 
从 而 分 别 有 
[xx EV x tN 0) <e 
与 jya -ys Sa 0) +t (~) <e 
于 是 ， 当 ?一 ceo 时， 有 xs 一 x， 与 yp 一 
充分 性 ”如 果 当 《一 oc 时 ， 有 xs>%， 与 yn 一， 即 对 任意 
给 定 的 e 守 0， 存在 Hw， 当 # 污 时， 有 
|x;— Xx, <e 
对 同样 的 e 盖 0， 存在 和 r， 当 #> 和 4 时 ， 有 . 
| %4 — pol < 
取 加 = max{#， 加 }， 当 # 之 加 时 ， 同 时 有 
l= 5 jy 一 yl Ee, 
于 是 ， E 
0 PPj) = wma wt Ce tes Va 
到 点 列 PCxw rz)} 收 化 于 点 Px J 
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gap ho ee es th i a 2 攻 Ep 


定义 ” 设 E 蚌 一 平面 点 集 ; 

《1》 如果 点 PEE, 且 存在 点 了 的 某 个 5 邻 域 U(p, 6) 包 
含 在 点 集 互 之 中 ， 即 DJD(P，6) cE, 则 称 点 了 为 点 集 互 的 内 点 。 

(2) 缴 果 点 了 的 任意 邻 域 内 ， 
都 含有 点 集 E 的 无 限 多 点 ， 则 称 点 了 
为 点 集 E 的 聚 点 . 

(3 ) 如 果 点 P 的 任何 邻 域 内 ， 
既 含 有 点 集 互 的 点 ， 又 含有 不 是 点 集 


的 点 、 则 区 点 了 为 点 集 E 的 界 点 . 图 15.2 
点 集 上 的 所 有 界 点 集 ， 称 为 点 集 B 的 边界 (图 15.2) 。 
例 1 讨论 点 集 


B={(x, »)| 0<x’+y’:<1} 
芍 内 点 ， 育 点 、 界 点 和 边界 . 

解 ” 对 任意 一 点 Plx,，》) EE。，。 因 为 原点 0 到 点 了 的 距 
离 pCP，1 )<1, 于 是 只 要 取 d= min{p( 了 ，0),，1~ p(tP，0)}， 
则 点 了 的 6 邻 域 U( 了 ，6)CBE, 所 以 点 P 了 是 EE 的 内 点 。 再 由 了 的 
任意 人 性， 点 和 集 忆 的 所 有 点 都 是 它 的 内 点 ， 瑟 内 的 任意 点 、 原 点 
QC(0，0) 和 圆周 x*+y=1 上 任意 点 的 任何 邻 城 都 含有 点 集 E 
的 无 限 多 个 点 。 根 据 灌 点 的 定义 ， 点 集 Kx，y)1x2+372<1} 上 
的 任 总 点 都 是 点 集 的 懈 点 ， 原 点 0 (0,0) 和 圆周 x?+y=1 上 
的 点 ， 昌 然 都 不 属于 点 集 EE， 但 它们 的 任何 邻 域 都 含有 EBE 的 
点 ， 又 食 有 不 是 EE 的 点 ， 所 以 原点 和 圆周 上 的 点 都 是 五 的 界 
点 ; 从 而 知 点 集 z 

{Cx 9) x+ 和 = 了 与 x:+y:=0} 
是 点 集 三 的 边界 . 
例 2 讨论 平面 点 集 
瑟 = {(x，J) x，》 般 取 正 整数 } 
的 内 点 、 聚 点 和 界 点 。 

解 ” 对 任意 一 点 PEE, 则 点 了 与 EE 中 所 有 点 之 闻 的 距离 大 

于 或 等 于 1 ， 所 以 取 0< 之 1 时 ， 点 了 的 6 邻 战 0C(P，6) 内 除 点 了 
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ep rR 站 盾 本 -二 -， .、,， 


外 再 没有 点 集 巨 的 点 ， 于 是 点 集 忆  y% 


没有 内 点 也 没有 聚 点 ， 而 E 的 点 者 “ 
是 它 的 界 点 ， | 

我 们 知道 ， 在 数 直线 上 , 开 区 | 你 ”，* 
间 与 闵 区 间 仅 相差 两 个 端点 ， 但 对 _ | 
连续 函数 的 性 质 影响 很 大 , 即 闭 区 中 到 
间 上 的 连续 和 函数 有 四 个 重要 性 质 图 15.3 


( 见 第 三 章 和 第 七 章 ) ， 但 在 开 区 闻 内 连续 函数 的 这 几 个 性 质 
未 必 成 立 。 对 于 二 元 函数 也 有 类 似 情况. 

定义 ”如 果 点 集 了 的 任意 一 点 都 是 它 的 内 点 ， 并 且 了 内 的 
任何 两 点 所, B， 都 可 用 完全 属于 DD 的 连续 曲线 《 即 曲 线 上 的 点 
都 属于 D) 联接 起 来 (这 种 性 质 称 为 连通 性 ) ， 则 称 点 集 D 为 
开 区 域 ， 开 区 域 连同 它 的 边界 称 为 闭 区 域 (图 15. 4) ， 

开 区 城 、 针 区域 及 开 区 域 连 同 它 的 部 分 边界 统称 为 区 域 。 


点 集 已 = {(x，J7] o 十 天 委 寺 是 闭 区 域 ， 点 集 卫 = {(x，7) 
| 妆 + 入 <1 是 开 区 域 ， 整 个 数 平面 是 开 区 域 ， 氮 集 王 = {(x,y) 
11 志 x*:+y 之 2} 是 非 开 非 闭 的 区 域 . 

定义 ” 设 E 是 一 平面 点 集 ， 如 果 李 在 坷 点 的 作 邻 域 (0， 


M), 使 
ECU(O, M) 


2%0 


则 称 点 集 E 为 有 界 (或 E 为 有 界 点 集 ) ， 否 则 EE 为 无 界 。 显 
然 ，E = {C(x, yp)| <<x< 生 0， cd}, E={ (Cx, ylx:+y 
之 1 都 是 有 界 点 集 ， 而 EE= {C(x，y)1 0 所 x 之 + co，x 委 ?7 委 4} 是 
无 界 点 集 . 

定义 设 D 为 一 平面 有 界 区 域 ， 在 D 上 任意 两 点 P, 0 之 疗 
的 距离 ptP，Q) 所 构成 的 数 集 的 上 确 界 

dD)=sup{o(P, 0)| P, QED} 

称 为 区 域 D 的 直径 . 

例如 ， 圆 的 直径 就 是 该 贺 域 的 直径 ， 矩形 的 对 角 线 就 是 该 
矩形 域 的 直 和 名。 


二 ” 几 个 基本 定理 

有 了 平面 点 集 的 一 些 概 念 ， 我 们 就 可 以 建立 与 实数 连续 性 
类 似 的 一 些 基本 定理 ， 这 里 我 们 只 给 出 平行 于 闭 区 间 套 定理 的 
闭 和 矩形 套 定理 和 一 个 应 用 起 来 较 方 便 的 全 点 原理 ， 

定理 15.1 〔 闭 和 矩 形 套 定理 ) 设 

D,, D,, "ee D,, i 
为 一 列 闭 矩 形 域 ， 如 果 满 足 条 件 : 

(1) DCD,, n=1, 2, 

《2) 当 jx 一 oo 时 ， 人 DD, 的 直径 4d(D.)->0，. 
则 在 在 唯一 一 点 ?.， 属 于 所 有 闭 全 形 域 D， 

证 明 为 了 方便 起 见 ， 
我 们 假定 闭 矩 形 域 D, 的 边 分 
别 平 行 于 x 轴 和 》 轴 ， 3 

设 闭 矩 形 域 Ds 在 x 轴 上 及 十 - 二 
投影 的 闭 区 间 为 [aa; 在 
》 轴 上 投影 的 出 区 间 为 em 
#4] (图 15.5)。 于 是 我 们 得 
到 两 个 财 区 尊 列 

{Cem 859j 与 {[cz， da] 
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由 条 件 (1 7 知 ， 这 两 个 闭 区 间 列 满足 
[CAs LE led $3, 帮 一 1 ， 了， “ap 
[zy dantt I CLesy d,), N= 卫 ， 2 


由 条 件 (2》 知 ,天 #->oo 时 ,，4d (Ds = wb- a) + (ds 一 0) 
>0, 则 当 #55 时， 有 bs- 44->0，4d, 一 cna->0， 根 据 闭 区 间 例 
定理 ， 分 别 存在 唯一 一 个 数 aC Cas 8 与 BELecs 4d)(n=1, 
2，…)。 由 于 ar 委 ca 和 je] 和 do 所 以 点 P(ac，P) ED (n= 
1，2，…)， 

下 面 再 证 点 PK(a， 六 ) 足 唯一 的 ， 假设 还 有 一 点 只 疤 忆 也 有 
了 所 (2= 1，23，…)。 设 PD(P，P)= 盖 0, 出 于 己 和 了 同属 于 
了 有 有 <d(D。 (z=1，2，…y， 于 是 

lim dd (D,)r 


站 一 os 


这 与 条 件 (2 ) 矛盾 。 从 而 点 P 是 唯一 的 、 
同 财 区 间 套 定理 一 样 ， 定 理 中 区 域 为 闭 的 条 任 是 不 可 缺少 
的 ， 例 如 ， 开 算 形 域 列 D 


D.= | (3 0 < < 0<-》 < a 1l=,, 2 0 


显然 ， 满 足 定理 的 两 个 条 件 ， 
(C1) DCD, (=1, 2, .)s 


(2) d(D,) = 0 (z<-oo) 。 


但 没有 一 个 点 属于 所 有 的 冠 形 域 D。 

定理 15.2  ( 聚 点 原理 ) 如 果 E 是 有 界 的 无 限 点 集 ， 则 点 
焦 瑟 至少 有 一 个 聚 点 ， 

分 析 ”首先 由 已 知 条 件 作 一 列 闭 矩形 套 . 由 闭 和 矩形 套 定 
理 ，“ 套 ”所 一 个 点 P 《〈 互 的 聚 点 ) ,然后 再 证 明 点 了 就 是 EE 
的 来 点 ， 

证 明 因为 点 集 巨 是 有 界 的 ， 所 以 存在 一 个 闭 正 方形 域 
D， 使 ECP。 我们 通过 DD 的 中 心 ， 把 D 分 成 四 个 相等 的 闭 正 
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方形 ， 则 在 这 四 个 闭 正 方形 中 ， 至 少 有 一 个 闵 正 方形 含有 忆 的 
苑 腿 个 点 ， 和 否则 瑟 只 有 有 限 个 点 ， 与 已 知 条 件 矛 盾 。 用 忆 表 示 
这 个 闲 正 方形 。 显然 ，D 的 直径 为 改 D) = 立 4(D)。 用 同样 
的 方法 ， 把 DD, 分 成 四 个 相等 的 闲 正 方形 ， 其 中 至 少 有 一 个 闭 正 
方形 含有 五 的 无 限 个 点 ， 用 ,下 示 这 个 闭 正方 形 ， 这 时 4 (D:) 


= 冯 4(D)。 这 样 的 作法 无 限 继 续 下 去 ， 就 得 一 闲 正 方形 列 


D,, D,, ey Ds a 
其 中 每 一 个 闲 正 方形 都 含有 E 的 元 限 多 个 点 ， 且 满足 条 件 : 
Ci) DD,, 人 一 1, 2， 时 


(2) dD,) = 去 2(D)-~0 (n> 00) 


根据 闭 抢 形 套 定理 ， 存 在 唯一 一 点 P ED, (n=1，2,') 。 
下 面 证 明 点 P 就 是 点 集 E 的 紊 点 。 对 任意 给 定 的 6 汪 >0， 作 
点 了 的 6 邻 域 UCP，6)。 因 为 当 x->cc 时 ，d 《Ds) 0。 所 以 对 
6>>0， 存 在 N， 当 7>>N 时 ， 有 d(D,) <6, 又 由 于 PE D,。 因 此 
当 z*>> 人 时 ，P.C U( 了 ,6) 。 于 是 U(P，6) 含有 互 的 无 限 客 个 
点 ， 即 点 了 是 点 集 王 的 聚 点 。 DD 
下 面 我 们 给 出 常用 的 聚 点 原理 的 等 价 命题 。 
定理 15.3 如 果 { 了 ,} 是 有 界 点 列 ， 则 在 {了 ,} 中 存在 收敛 子 


FP ra}. 
证 明 我 信 分 两 种 情况 证 明 。 i A tie 
相同 的 点 ， 设 
了 


则 {Pa} 就 是 点 列 { 了 Pe} 的 一 个 收敛 子 列 。 
如 果 在 {了 } 中 没有 无 限 多 个 相同 的 点 ， 这 时 点 列 {P,} 的 所 
有 的 所 构成 的 点 集 E 必 是 有 和 界 无 限 点 集 。 于 是 根据 聚 点 原理 ， 


点 集 瑟 至 少 存在 一 个 聚 点 了 。 作 点 了 的 十 邻 域 U(P, 工 )， 


293 


ii PIR eres re ee tet rr 7 NN rove ett seo ， i 
eT he Tr ee warery ,rr -1 


+= 1，2,…， 由 配点 的 定义 知 ， 每 个 邻 域 U( P， 寺 ) 都 含有 E 


的 无 限 和 多 个 点 ， 即 含有 点 列 {P。} 的 无 限 多 个 尽 。 
在 JP，1) 中 任 取 一 点 为 Px.。 


在 UU(P ， 二) 中 任 取 一 点 Pr:， 使 之。 


在 U( Sy, 于 ) 中 任 取 一 点 P*， 使 #. 过 #1;。 


在 UU( P， 去 ) 中 任 取 一 点 Pb 使 riCmk 


本 看 日 昌 南 刘 


从 而 得 到 点 列 {P} 的 一 子 例 
P,,, P.,,, “ey P=., 二 (CF NN) 


根据 我 们 的 取 法 ，o(P，P,x》 < 于。 于 是 当 ->oo 时 ，p(P， 
Px)->0, 即 子 列 {Pr} 收 化 于 点 P， 0 


$15.2 多 元 函数 概念 


在 给 出 多 元 函数 概念 之 前 ， 我 们 简单 回 题 一 下 一 元 函数 的 
稳 含 。 如 昌 瑟 是 及 的 非 空子 集 , 对 互 内 每 一 个 数 *, 按 着 某 种 对 
应 规律 户 都 有 唯一 确定 前 数 7 相对 应 ， 则 称 ?为 x 的 函数 。 
这 里 对 应 规律 /是 画 数 概念 的 核心 ， 数 集 三 是 函数 的 定义 域 。 
我 位 所 说 的 函数 是 单 值 函数 ， 多 元 函数 概念 同一 元 函数 概念 没 
有 本 质 的 区 别 。 所 不 同 的 是 ， 多 元 函数 的 自 变量 的 个 数 为 二 个 
或 更 多 个 。 

于 面 给 出 二 元 函数 的 定义 。 

定义 ”机 困 了 是 数 平面 上 的 非 空 点 集 ， 对 了 内 的 每 一 个 点 
(《x，?)， 按 着 某 种 对 应 规律 {/。 都 有 唯一 确定 的 数 * 相对 应 ， 
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刚 称 * 为 点 Cx，.7 的 函数 或 称 x 为 %，7) 的 二 元 函数 ， 记 作 
=f(%, 2») 
这 时 x*，y 叫做 自 变 量 ，x 叫 艇 因 变 量 ， 点 集 D -叫做 定义 域 。 
例 1 由 物理 学 知道 ， 物 体 运 动 时 的 动能 WV 和 它 的 质量 w 
及 速度 sz 之 间 的 关系 是 
抒 = 祥 mm 


当 mw,? 取 定 一 组 正 数 时 ， 由 上 面 的 公式 ， 总 有 唯一 一 个 数 厂 相 
对 应 。 按 二 元 函数 的 定义 ， 丈 是 mr ? 的 一 个 二 元 函数 ， 这 个 区 
数 的 定义 域 是 
>0,，v>0 
例 2 出 实验 知道 ， 密 封 的 一 克 分 子 的 理想 气体 ， 其 容积 
让 ， 于 强 了 ， 绝 对 温度 TT 之 间 的 关系 是 
PV = RT.(R 是 比例 常数 ) 
这 个 方程 反映 了 P，P，T 之 间 的 依赖 关系 。 至 于 选取 那 两 个 变 
量 作 为 自 变 量 ， 完 全 依赖 所 讨论 的 问题 来 决定 。 例 如 ， 讨 论 压 
强 了 对 容积 矿 和 温度 T 的 依赖 关系 ， 我 们 就 把 六 ，T 看 作 自 变 
量 ， 这 时 P 了 就是， 了 I 的 二 元 函数 ， 
1 
P= RS 
这 个 函数 的 定义 域 是 
V0, T>T, 
其 中 T, 是 气体 最 低 液 化 后 ， 
例 5 设 
2 :+ 
et x 当 x + 人 0 
0， 当 x += 0 
对 数 平面 上 的 任意 点 (x, 四， 车 x*+yP 夺 0， 则 对 应 数 z= 
wy/x 97); 若 x 二 天 = 0 则 对 应 xz=0 根 据 丫 数 的 定义 ，z 是 
点 (x, 外 ) 的 国 数 ， 定 义 域 是 全 平面 。 
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一 元 函数 的 定义 域 比较 简单 ， 痢 是 及 .的 子 集 ， 而 二 元 函数 
的 定义 域 是 数 平面 上 的 子 集 ， 比 起 及 的 子 集 要 复杂 得 多 。 
例 4 求 函数 
多 一 arCcCcos 部 + afcsin 也 


的 定义 域 
解 、 要 使 反正 纺 和 反 余弦 函数 有 意义 ， 必 须 同时 有 六 | 芝 


1 与 | 划 < 系 1， 即 il <2 与 17| <<2。 于 是 ， 它 的 定义 域 是 辕 
和 形 : 
D= {(x, | ~2<x<2, -2<y<2} 
例 5 求 函 数 


ge = (x +y*) 
的 定义 域 。 
解 ”要 使 根 式 和 分 式 有 意义 ， 必 须 同时 有 
1 ~ x:—y:>0 与 x+ 人 0 
从 而 得 0<x:+ y 之 1， 于 是 ， 它 的 定义 域 是 单位 回 ， 并 去 掉 回 
心 《 原 点 ) 和 圆周 上 所 有 乓 ， 邵 
D= {Cx, DI Ox +y:<1) 
例 6 求 是 数 
pe 1 
“= ln(x+y rp 
的 定义 域 ， 并 画图 。 


解 ”这 个 函数 是 由 两 个 函数 ln(x + 一 一 一 一 之 


和 所 构成 ， 为 使 前 一 个 函数 有 意义 ， 它 的 定义 域 是 
= {(x, 9)| x+y>1} 
汰 使 后 一 个 申 数 有 意义 、 它 的 定义 域 是 
D,= (C(x, 7 x+y<2} 
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于 是 ， 吗 数 % 的 定义 域 D 是 D 与 D, 的 公共 部 分 ， 即 
D=D,ND,= {(x, 9) 1<x+7<2) 

定义 域 卫 的 图 象 是 数 平面 上 两 条 直线 x+7= 1 与 x+.?= 2 之 阅 带 

形 开 区 域 (如 图 15.6) 。 : 


2=f (x,y) 


图 15.6 图 15.7 

最 后 我 们 讨论 二 元 函数 的 图 象 ， 设 有 二 元 阔 数 %&= f(x,7)， 
先 建立 空间 直角 坐标 系 ， 在 x y 平面 上 通 出 函数 的 定义 域 D， 
在 PD 上 任 取 一 点 P(x，y)， 则 有 唯一 一 个 数 x=f/(x，.y) 相对 
应 ， 从 而 在 空间 中 有 一 点 MCx，y，J《x，3》)] 《如 图 15.7) 。 

定义 ” 设 函 数 x =. 扩 xx，7) 在 只 上 上 有 定义。 空间 点 浊 

5= {(x，7y zw=f6x, 1), (Xx, 7) ED 
称 为 函数 % =_f(x，) 的 图 象 ， 

例 7 描绘 函数 xs=T- xx- 的 图 象 。 

解 ” 这 个 函数 的 定义 域 是 整个 数 平面 。 由 解析 几何 知道 ， 
%=1-%~y 是 空间 中 的 平面 。 如 何 确定 它 的 位 置 呢 ? 我 们 知 
道 ， 空 间 中 不 同 的 三 点 可 确定 一 个 平面 。 易 见 这 个 平面 在 三 个 
坐标 轴 上 的 截 距 都 是 1。 于 是 ， 这 个 函数 的 图 象 是 过 三 点 (1， 
0,0), 《0,1,0), 《0,0,1) 的 平面 (图 15.8) 。 

例 8 描绘 函数 s= “十 大 的 图 象 ， 

解 ”这 个 函数 的 定义 域 也 是 整个 数 平面 。 对 于 定义 域 上 的 
任意 点 (xy .09 有 >z 产 六 所 以 它 的 图 象 在 2 平面 上 方 。 用 yz 平面 
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A 于、 ynRip 帮 2 《人 -Sr CampgrT :Asia 和 eemeprc rrggg | -人 


〈 即 x = 站 截 它 ， 其 截 线 为 抛物 线 %=y*; 用 xx 平面 (由 y= 0) 

截 它 ， 其 截 线 为 抛物 线 z= x:、 并 且 容 易 看 出 图 象 对 两 个 坐标 

而 xx 商 和 yx 面 是 对 称 的 .由 此 不 难 确定 它 的 图 象 是 顶点 在 

原点 ， 以 x 轴 为 旋转 轴 ， 开 口 朝 上 的 旋转 抛物 面 (图 15.9》，。 
今后 我 们 对 到 的 二 元 函数 的 图 象 多 数 是 空间 曲面 。 


图 15.8 图 15.9 


$15.3 二 元 函数 的 极限 


我 们 在 一 元 项 数 徽 积分 和 级 数 中 已 经 看 到 ， 所 有 重要 往 念 
都 是 建立 在 极限 的 基础 之 上 的 。 同 梯 ， 多 元 函数 的 极限 也 是 讨 
论 多 元 函数 微 积 分 的 一 种 工具 ， 下 面 我 们 拒 一 元 函数 的 极限 概 
念 推广 到 二 元 函数 上 来 。 

定义 ”如 果 函 数 f(x，9) 在 点 P(X， 和 4) 的 某 邻 域 有 定义 
《在 点 P， 可 以 无 定义 ) ， 对 任意 给 定 的 e 盖 0， 存 在 6>> 0, 对 邻 


域内 任意 点 P(x， 力 ;， 当 0<P(P，P) = wx x) + Cy- 
<6 时 ， 有 
{fCx, 1)- | <e 
则 称 数 女 为 函数 Ax， 在 点 Po(x*%，9) 的 极限 ， 记 作 
lim flx, = 4 或 lim f(P)= 4 
7b 
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从 定义 中 容易 置 出 ， 所 谓 函 数 f(x， 3) 在 点 PCxs， 为 ) 以 
”4 为 极限 ， 就 是 任意 给 定 的 e 盖 0， 存 在 点 Po 的 6 邻 域 UCP, 5)， 
在 这 个 邻 域 内 的 任意 点 PtP, 陈 外 的 函数 什 AP) 与 4 的 差 的 
绝对 值 都 小 于 8 
在 二 元 淆 数 极限 定义 中 ，、 将 点 P, 的 图 形 邻 域 换 成 点 Pr 的 方 
形 邻 域 亦 可 ， 叙 述 为 ， 
对 任意 给 定 的 e 盖 0, 存在 0>>0, 当 |x -wx <<0， [7 一 | < 
8 (x 7)) (x, 3 加) 时 ， 有 
| f(x, y)— Al <e 
象 一 元 函数 时 一 样 ， 二 元 函数 f 作 x，y) 也 有 当 点 P(x，,7) 
趋 于 无 窃 时 的 极限 . 
定义 ”如 果 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 存在 正 数 有 ， 当 |x| > 刀 
| 7 之 时 ， 有 
| f(x, 7) ~ A| <e 
则 称 有 4 为 作 x，37) 在 当 点 P(x，7) 一 co 时 的 极限 ， 记 作 


lim fx, 7)=AA 或 lim A(P)= 


了 ~ 


一 元 次 数 极限 的 一 些 简 单 性 质 ， 四 则 动 算法 则 ， 复 合 函 数 
的 极限 等 ， 对 二 元 函数 仍然 成 立 ， 在 这 里 我 们 不 再 重 述 。 
例 1 证 明 ， 极 很 


lim— .=0 


pd V+ 
证 法 一 ， 用 方形 全 坟 证 明 。 因 为 对 征 意 《xy 
有 Vt = |x| ， 从 而 
xy _ xy [xy| _ 
ep 0 | - x+ yr | lx| 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 之 0, 取 6= s, 当 jx~ 串 <，]7-0<0， 
(x, Js(0， 0) 时 ， 有 


"|<1l<e -7 


= [二 


i 
Vt 


Pr 2 pm bt Me 和 


证 法 二 ”用 贺 形 邻 域 来 证 明 。 先 把 点 (x，J)) 表 为 极 坐 标 ， 


即 
db 
y= rsing 
则 (x，y)->C0， 人 0) 等 价 了 于 r 一 0 (0 和 0<2r)。 从 而 
et ~ 人 0 ] = rsingcosll <r 


可 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0, 取 5= e, 当 


0<a = 7 0): jC 0): =wx*+y: =r< 之 6 时 ， 有 


es 0 | rE 
WT 
例 2 证明， 极限 
Himnsr = 


证 明 因为 (x: 一 y)?=x‘-2xy: + 这 0, 即 x'+ 之 2XY 
所以 


a es 
wry oxy 2y: 2%" 
AS 记 <e 一 <<e， 得 加 > -7 > 二 、 于 是 ,对 任意 


给 定 的 6 二 0， 存在 正 数 A= 一 二 当 ]x| 汪 >K，1y| 宝 K 时 ， 有 


| 2 -0 | i 
一 元 通 数 可 以 看 作 是 二 元 函数 的 特殊 情况 。 在 一 元 函数 
&(x) 在 点 ze 秤 在 极限 ， 邯 
Mm = 


网 把 函数 zx) 看 作 二 元 函数 时 ， 在 点 (x Jo 也 存在 极限 。 且 
li (x) 5 4 
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例 3 求 极限 


tim(Cx? wD 7 4 月 


由 一 十 om 
内 二 中 
[4 2 2 和 
b Vaint+7) ~ J 区 。 bs 本 
人 


所 以 根据 一 元 函数 的 极限 及 极限 的 四 则 运算 法 则 


A 
时 

lim( wx? te lim 共 ， lim 二 lim 二 . 
+ 村 一 ed x 了 ?十 中 下 ~ #7 

J 一 二 中 . i J 了 + J 了 ?十 兰 
lim_h -=- 0 

击 一 十 沦 € 
3 一 十 心 


从 二 元 函数 极限 定义 看 到 ， 极限 


Jimk(P) = A 
ee 
是 无 穷 多 的 并 且 当 PAKP, 时 ， 不 论 沿 善 娜 条 路 线 ， f(P》 的 极 
限 都 必然 是 4。 因 此 ， 如 果 点 P->P 沿 两 条 不 同 的 路 线 ， 所 了 ) 
有 不 同 极限 ， 则 作 P) 在 点 P, 不 存在 极限 。， 这 是 判别 二 元 函数 
人 LP) 在 点 P, 不 存在 极限 的 一 个 简便 方法 ， 

例 4 证明， 函数 


ee 7) = i 


+ 

在 点 (0,0) 不 存在 极限 ， 

证 明 ”我们 令 点 (x,，y) 沿 直 级 y = &x 趋 于 (0,0)。. 强 然 , 这 
时 (x, 7)= (x, Ex)—>(0, 0) ee 本 人 

xy xy》 _ 上 
2 - et Lim rr 1+k’ 

从 而 ， 不 取 不 同 的 值 ， 即 沿 通 过 点 (0.0) 的 不 同 直线 ， 当 《x%， 
加 一 (0，0) 时 ， 极 限 厅 相 等 ， 例 如 ， 当 上 = 1 和 有 &= 2 时 ， 其 极 


限 分 别 等 于 志和 三 。 于 是 。 f(x，) 在 点 (0,0) 不 存在 极限 。 
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ww 


上 面 我 们 所 讨论 的 二 元 函数 fx，》) 在 点 P(x,，%》 的 极 
有限 ， 称 为 二 重 极 限 。 下 后 我 们 讨论 让 x 与 ?依次 分 别 趋 于 x 与 
J。 的 极限 。 
定义 ” 设 丽 数 flx, 四) 在 点 P(x。， Ja》 的 某 邻 域内 有 定义 
(点 P, 可 除外 〉， 如 果 对 任意 固定 的 7， 当 x 一 xs 时 ， 六 xy， 了 7) 
的 极限 存在 ， 其 极限 是 ?的 函数 ， 设 
ms = gO) 
当 7y 一 加 时 ， 9 人?) 的 极 跟 也 存在 ， 设 
rig 7)= 妇 
即 
lim na flx, y= 4 


IID 昂 下 并 


则 称 数 .4 为 函数 pe 了 7) 在 点 P(xo，y0), 先 对 x 后 对 ?的 累 
次 极限 . 
类 似 地 可 以 定义 BB 为 f(x， 了 ) 在 态 Pait wn， 90), 完 对 7 后 对 
x 的 累 次 极限 
lim lim f(x, »)=B 


wr YI0 


注意 ， 一 个 二 元 函数 两 个 不 同 顺 凤 的 累 次 极限 可 能 不 相 


等 ， 
例 5 呈 数 


f(x, 7)= a 


在 点 (0, 人 0 两 个 累 次 极限 都 存在 ， 但 不 相等 。 
和 解 ” 对 任意 固定 的 yss0, 有 


Pe Pit i 1 


Ein XxX+y 2 
于 是 ， 

本 

了 x 十 0 x+y 


对 任意 固定 的 x 送 0， 有 
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imi 
了 7 x+y % 


于 是 ， 


lim lim-” -=1 
N00 yO yy 


这 钢 子 说 明 ， 累 次 极限 不 能 轻易 交换 极限 顺序 ， 否 则 就 会 


得 出 错误 的 结果 . 
下 面 讨论 二 重 极限 与 时 次 极限 的 关系 。 
例 6 函数 
I 


在 点 (0,0) 两 个 累 次 极限 都 存在 ， 且 相等， 但 是 二 重 家 有限 不 存 
在 ， 
和 解 ” 对 任意 固定 六 0 ， 有 


Xi 
im 一 一 ， ~ 二 从 


2 
a NR) 


于 是 ， 


lim lim 7 =0 


J (Ce 
完全 类 似 地 也 有 


| 一 一 
Del 


即 两 个 累 次 极限 存在 ， 且 相等 。 
党 直线 y= 0 (x 二 9), 有 


xiy: 


| i 
a rt I el 
沿 直线 y=x (x 并 0), 有 
有 0 
a yy): Oe 9 
即 二 重 极限 不 存在 ， 


站 


例 7 了 通 数 
1 


f(xy Y= (x+ysinl sin -一 
~ 2 


在 点 (0,0) 两 个 累 次 极限 都 不 存在 。 但 是 二 重 极 限 存 在 。 
解 对 任意 固定 7 下 0, 有 


1 1 


(x 十 7)Sin- sin -一 一 %Sin 1 
~ Se 


加 


sin Trysinlsin 了 
~ 2 


et 


dr” 


Ww 0 , xsin-sin 了 0 而 Jsin sin -不 存在 。 二 是 极 


限 


1 
% 


1 


lim(x+ ysin -sin 一 
wm-*[ 2 2 


不 存在 ， 从 而 黑 次 极限 
i 


lim lim(x + y)sin -了 Sin >- 
2 Ne 区 


也 不 存在 。 
同 理 可 证 ， 累 次 极限 


lim lim(x +y)sini. git L 
~” 2 


2 7 


也 不 存在 。 
二 重 极限 却 存在 。 事 实 上 ，。 当 (x，7) 记 (0，0) 时 ， 有 


| i pe ba 之 r 
[x+y)sin SS 0 <krA<i+ ly 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e 盖 0， 存在 6= e, 当 lx 一 省 | <6, jy- 可 
6，(x，》) 沁 (0，0) 时 ， 有 
[Crty)sinl in-0 |< ]x| 十 上 | 一 : + := 2 
通过 上 述 例子 自然 会 提出 ， 在 什么 条 件 下 二 重 极限 和 黑 次 
极限 都 存在 ， 且 相等 呢 ? 十 是 有 下 述 定 再: 
定理 15.4 如果 函 数 Kx，?) 在 点 《xu， 为 ) 二 重 极限 
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lim x,y) 
在 在， 而且 累 次 极限 
lim lim f(x, »y) 


J 


也 存在 ， 则 它们 的 极限 必 相 等 ， 即 本 
lim lim f(x, »)= mn flx, 2 


了 0 友 一 当 间 


证 明 设 


I 


1m f(x, 7})= 4 
即 对 任意 给 定 的 e>>0， 存 在 6>0， 当 ke 一 <6, 17- 州 <8， 
(x, EC ye)y 有 
| flx, 3)— Al <e ( 13 
由 已 知 条 件 ， 对 任意 满足 水 等 式 0 之 jy es <6 的 7》 极限 
slim fx，》) 存 在 ， 设 


lim f(x, 3)= p(y) 
出 不 等 式 〈1) ， 当 x 一 x, 时 ， 有 


p(y)— A|l < 
于 是 ， 对 任意 给 定 e 六 09， 存在 0, 当 0 过 [y ~ yol <o 了 村， 有 
lp(y)— A|l <e 
了 一 加 
或 lim lim f(x, y}= A 
IT x #0 
或 lim lim f(x, y)= i {x, y)= -二 0 


FYI0 Fr x0 
yt 


将 定理 中 的 条 件 改 为 另 一 个 累 次 极限 
lim lim f(x, ») 


#0 -7 一 7 有 


存在 ， 也 有 同样 的 结论 . 
由 这 个 定理 我 们 可 得 到 如 下 二 重 极 限 与 累 次 极限 的 关系 ， 
. 4。 如果 二 重 极 限 与 两 个 累 次 极限 都 存在 ， 则 其 极 眼 必 相 
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一 -rr et me eo rae NA i I 


等 ， 此 时， 可 交换 极限 次 序 ， 即 
lim lim f(x, y)=lim lim 六 xx，?7) 
90 ww0 = 一 20 yy 


2。 如果 两 个 累 次 极限 都 存在 ， 但 不 相等 ， 则 二 重 极限 不 
存在 ， 我 们 常常 用 它 来 证 明 二 重 极限 不 存在 。 


$15.4 二 元 函数 的 连续 性 


一 ”连续 函数 的 概念 
我 们 在 一 元 微 积 分 中 主要 是 讨论 一 元 连续 函数 ， 同 样 在 多 
元 微 积 分 中 也 主要 是 讨论 多 元 连续 函数 、- 
设 净 煞 站 x，7) 在 点 PCxn %) 的 某 邻 域内 有 定 
义 ， 如 果 f(x, 在 点 己 存 在 极限 ， 且 车 于 该 点 的 函数 值 f (x 
Jay 即 
dom x, 9) = f(x 为 ) (1) 


Sw 


则 称 函 数 f(x， 力 在 点 P, 连 续 ， 或 者 说 点 P, 是 函数 xx， 尹 的 
连续 点 

函数 FAx， 力 在 点 Pi(xs，]) 连 续 ， 用 “一 67” 语言 叙述 就 
是 : 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 6>>0， 当 点 P(x，7) 满 足 P(P, 叫 ) 
<6 时 ， 有 

| f Cx, 9) -fx 和 诈 <e 

由 连续 定义 不 难看 出 ， 大 xzx， 力 在 点 PCxo， Jo) 连续 必须 
满足 三 条 : 

1。 苞 数 f(x，》) 在 点 DP 有 定义 ， 

2。 耳 数 f(x，3) 在 点 PD, 存在 极限 ， 

3。 下 数 作 x，D) 在 点 了 ,的 极限 等 于 f(x,，%,)。 
其 中 有 一 条 不 成 立 ， 则 称 函 数 f(x，y) 在 点 PD, 不 连续 (间断 》 
或 称 点 已 是 fx，y) 的 不 连续 (间断 ) 点 。 

例 1 证明， 基数 
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x 
fx, 9)= 1 + 
0， 当 x:+ y=0 
在 点 (0,0) 连 续 。 
2y _ | 2x | .lxl lx 
x 十 和 - | 芝 科 可 
从 而 ， 当 (>x， -> (0, 0) 寺 ， 有 


二 
Xt 


即 
lim f(x, 2)=f(0, 0)=0 
于 是 ， 由 连续 的 定义 ,所 给 函数 在 点 (0,0) 连 续 ， 
例 2 讨论 西数 
apd 2 9 
flx, 二 tp? 当 x: tO 
i 0， 当 x:+y=0 
在 点 (0,0) 处 的 连续 性 ， 

解 ” 轨 上 节 例 4 知 ， 这 个 函数 在 点 (0,0》 不 存在 极限 ， 所 
以 x, 四 在 点 (0;0) 不 连续 ， 

周一 元 函数 在 区 间 上 的 连续 一 样 ， 有 二 元 函数 在 平面 区 域 
上 连续 的 定义 。 

定义 ”如 果 函 数 用 x，y) 在 区 域 也 上 上 的 每 一 点 都 连续 ， 则 
称 jx，y7y) 在 区 域 了 上 连续 ， 

如 果 点 (x，%4) ED, 旦 为 区 域 忆 的 办 点 ， 则 函数 乒 x,y) 
在 点 〈>”， )》%) 的 连续 性 ， 同 样 由 极限 (1》 米 确定 ， 此 时 点 
Cx, y)}ED., 

关于 一 元 连续 函数 和 的 四 则 运算 法 则 ， 对 于 二 元 函数 志 有 类 
人 的 结果 ， 其 证 明 方 法 也 相同 ， 在 这 里 不 再 重 述 ， 
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下 面 我 们 给 出 二 学 复合 商 数 的 连续 性 定理 
定理 15.5 设 %=f(x, 2), x= g(x, 7), v=#(x, 7)， 
如果 函 数 g(x， 7)，$Cx，) 在 点 PC*o， 加 ) 的 茶 邻 城 有 定义 ， 
且 在 点 BCx， 和 ?有 连续， 函数 4#， 四 在 点 (W640) = [g(xos 
8)， 功 (Xo，0)2 的 茶 令 域内 有 定义 ， 且 在 点 (x,，w) 连续 ， 
则 复合 阔 数 /Lg(x，y)，#(x，3 站 在 点 PC， 办) 连续 。 
证 明 ”因为 f(x，z) 在 点 (wo, vo) 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 的 
:0 存在 ? 盖 0 当 |x 一 如 之 7， tv 一 妇 | 之 wn 时， 有 
{fix, 2)—f uu, v)| < 
因为 #= g(x， 了) 各 v= x, ?在 点 PCx， 加 ) 连续， 所 以 对 上 
述 7 之 0， 在 在 公共 6>0， 当 I 一 x | 之 6, | 7 一 之 6 时 ， 有 
lg ~ ol = [pxX, 7)— gx, 有 < 
与 lv~ vl = WBEx, 7)— Px, 0) < 
于 | yy 一 ?| <5 了 时 ， 有 
| fio ex, 5) Fx, FI -fo x po) BEXo 四 
= | fx, 2) -f(a, vo) <e 
这 就 证 明了 复合 函数 fCyCx，》)，¥《x，3)D 在 点 PCxo，y?) 连 
续 . 0 
有 了 二 元 连续 范 数 的 四 则 运算 法 刚 、 复 合 函 数 的 连续 性 及 
基本 初等 函数 的 连续 性 ， Uy 
是 连续 的 。 


二 连续 函数 的 性 质 


同一 元 函数 的 情形 一 样 ， 定义 在 有 界 闭 区 域 上 的 一 元 连续 
函数 也 有 同样 的 性 质 ， 

定理 15.6 (有 界 性 ) 如 时 函数 f(x,，7) 在 有 界 闭 区 域 D 
上 连续 ， 则 f(x，7) 在 D 上 有 界 . 

这 个 定理 象 一 元 另 数 的 情形 一 样 ， 可 以 用 平面 有 限 履 盖 和 定 


理 证 明 。 这 里 作为 诊 点 原理 的 应 用 ， 用 定理 15.3 米 证 明 ， 


证 盟 、 反 证 法 ,假设 (x, 37) 在 区 域 D 上 无 界 ， 由 无 界 的 
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定义 ， 对 任意 正 数 复 ， 在 卫 上 上 至少 存在 某 一 点 (xu yu)， 俩 
| f xu, 1)| | 

对 对 我 们 依次 取 直 然 数 M = 1，2，…，z*， …。 在 D 上 相应 地 
存在 点 Pa(xs，7s) (2 = 1，2，…)， 使 

| 
” 于是， 我 们 得 到 一 个 全 部 合 于 有 界 闭 区 域 D 内 的 点 列 《Ps(x， 
.?a)+。 根 据 定 理 15,3， 有 界 点 到 【P} 必 存 在 收 侣 子 列 《Pe 
《xox yk)), 设 

limP,, (x 2)= Px, 0) 


因为 DD 是 闭 区 域 ， 所 以 P(x,，y0) ED。 
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另 一 方面 ， 因 为 拨 x，7) 在 史上 连 绪 ， 当 然 也 在 点 FECxe， 为》 
连续 ， 亡 以 绷 据 时 结 源 财 和 连续 定义 ， 有 
lim fCx os 260) =f x $0) 


从 而 得 到 了 矛盾 . 口 

定理 15.7  《〈 介 值 性 ) 如 果 耻 数 f(x，y) 在 区 域 D 上 连 
续 ，Pi(xi，1)，P(x:，y2) 为 局 中 任意 两 点 ， 且 /xi 1) 去 
Axo，72)， 则 介 于 有 ，21) 与 f(x:，7:) 之 间 的 任意 数 +， 
在 了 中 全 少 存 主 一 点 P(x。， yy 使 

flxo, J)=r 

证 明 我 们 把 它 化 为 一 元 落 
数 的 情形 ， 应 用 一 元 函数 的 介 值 
性 定理 证 明 . 

根据 区 域 了 的 连通 性 ， 在 D 
内 作 连 结 两 点 Pi(x'， Vy) 号 P(x,, 
7:) 的 一 条 连续 曲线 / (如 图 ? 5 
15.10) 。 设 点 线 /的 参数 方程 z 
为 图 15.10 


“ $09 


ce .rw fe -+ rp I Me 3 rep EH 4 A Tr :1 TT 


| Sf) (actep) (1) 


2=2 (7) 
其 中 参数 := a， 对 应 于 点 Cx, 71), 即 (x 1)= (x(a), y(a)7 
而 参数 #= 8, 对 应 于 点 Cx;，%), 即 Cx ,721) = Cx(8),y(8)), 
把 关系 式 《1〉 代入 f(x，7), 得 
Flt) = fCx(t), y(t)) 
由 于 f(x, 连续 ，x=x(1)，y=y(1) 又 是 1 的 连 严 函数 ， 所 
以 根据 复合 函数 的 连 综 性 ，F() 是 [a， 旭 上 的 连续 函数 ， 而 
且 数 * 是 介 于 F(a) 与 FC(8) 之 间 。 于 是 ， 报 据 一 元 函数 的 介 值 
性 定理 ， 在 区 扣 fa， 的 上 至 少 存在 一 点 名 ， 使 
F(t)= 
机 w(t PAP) = poy 那么 点 PC(x .Yo E《〈 因 为 这 个 点 
在 曲线 1 上) ， 从 而 
F(2)=fCx (0), yOOT=f(%, 7) = 
即 flxo, y)=r, Plxo, y) ED 0 
定理 15.8 ”( 最 值 性 ) 如 果 画 数 f(x，7) 在 有 界 周 这 域 了 D 
上 连续 ， 则 太 x，y) 在 DD 上 能 取 到 景 大 值 和 最 小 值 ， 即 在 DPD 上 
至 少 存在 两 点 Pi(x，x2:} 和 和 了,(x;， 加 ), 使 
fx yOE fx, WE flxss, F321), (%, WED 
这 个 定理 的 证 明 ， 请 读者 仿照 一 元 函数 的 情形 自己 完成 ， 
最 后 我 们 讨论 一 致 连续 性 。 
定义 ” 设 函 数 f(x, 在 区 域 D@ 上 有 定义 ,如 果 对 任意 给 
证 的 e 盖 0， 存在 0 盖 0， 对 DD 上 的 任意 两 点 P(x 加 )，PeGxay 
yz)， 当 pl 了 1， 了 ,) 之 6 时 ， 有 有 
| fx, 1) — fx 了 <e 
则 称 函 数 所 xzx， 思 在 区 域 愉 上 一 致 连续 。 
由 一 致 连续 定义 立即 可 推出 一 发 连续 的 函数 必 连 续 ， 反 之 
连续 函数 未 必 是 一 致 连续 函数 。 例 如 ， 画 数 f(x，》) = sinxy 


吉成 十 以 是 任 交 区域 。 
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在 平面 上 是 连 续 的 ， 但 是 非 一 至 连续 《〈 参 寡 指 导 ) 。 下 向 
明 ， 琴 数 在 有 界 闭 区 域 上 连续 与 一 致 连续 是 等 价 的 。 

定理 15.9 ” (一致 连续 和 性 定 理 ) 垦 果 函数 大 x， 力 在 有 界 
闭 区 域 D 上 连 毕 ， 则 fx，y) 在 PD 上 一 臻 连续. 

证 明 ” 反 证 法 。 假 设 函 数 f{x，7) 在 D 上 非 一 臻 连 缮 ， 即 
存在 某 ao>>0， 对 任意 的 6>0， 和 Q, 当 
AP，Qw)<6, 有 

| fCP) -大 Q)| > 


于 是 ， 我 们 依次 取 9= 1， 亏 ,…， …， 就 相应 地 得 到 两 个 点 


列 P。， QED { 必 二 和 汪 ， 2， 使 
PlPs, 0.)< 过， [PoD) 一 大 Ce) 六 外 = 2 


C1) 
出 于 了 DD 是 有 界 闭 区 域 ， 所 以 点 列 《P 是 有 办 的 ， 根 据 定 理 


15.3， 点 列 {p 存 在 收敛 子 列 {P,}。 设 
limP, 让 一 Ps ( 2) 


因为 D 是 闲 区 域 ， 所 以 P,E D. 
下 面 再 证 {P。t} 所 对 应 的 点 列 40, 寻 也 收敛 于 P ,根据 我 们 
的 取 法 ， 有 


1 
(Po 0 ) < 《3 ) 
当 上 >ce 时 ，zteco, 于 是 p(Pst，0v)0。 又 由 于 
p(0. PDOSO(0，，PoD+PCPok Po 


当 &->co 时 ， PlP,, 和 On 有 
lim0,, 


一 > 


再 由 于 Fw， Ji 当然 在 点 P, 连 续 ， 根 据 连续 
的 定义 ， 对 邯 ， 存 在 6>0, 即 存在 点 的 6 邻 域 UCP,，6)， 当 
B11 


2 


1 
0 


tx JJ)E UP o) 时 ， 有 
[fCP)~f(P)! < (4 
又 因为 当 ->oo 时 ，P ,P,Q0,,>P、 于 是 ， 当 充分 大 时 ， 
Pr 和 和 0»: 都 包含 在 分 域 UC(P,, 5) 之 内 ， 从 而 由 《4) 式 有 
[ACP -OP < /QAP) < 


于 是 ， 
[fCP YO~f QO EP -fPY + |f0,) ~f PY 
< 
这 与 (1) 式 矛 盾 ， 0 
学 习 指 导 
一 内 容 概要 
1 重点 及 要 求 


本 章 的 重点 是 二 元 函数 的 极限 与 连续 ， 关 于 平面 点 集 ， 要 
求 掌 捍 几 个 概念 以 及 汪清 它们 之 间 的 关系 。 关 于 二 维 连 续 统 ， 
要 掌握 定理 15.2 和 定理 15,3， 尤 其 要 掌握 应 用 定理 15,3 证 明 间 
题 的 思想 方法 。 关 于 二 元 跑 数 极限 ， 要 求 会 用 定义 证 明 一 些 简 
单 函 数 的 极限 ， 了 解 与 一 元 溺 数 极限 的 区 别 ， 并 漠 清 二 重 极限 
与 黑 次 极限 的 关系 。 关 于 二 元 时 数 的 连续 性 ， 同 一 元 阻 数 的 连 
续 性 完全 一 样 ， 要 对 照 起 来 学 习 。 

2 ” 内容 概 变 

由 于 二 元 隆 数 是 在 平面 点 梨 上 上 讨论， 所 以 引入 了 平面 点 和 集 
的 一 些 概念 。 我 们 是 从 平面 上 两 点 之 间 的 距离 出 发 ， 首 先 引 入 
了 点 的 邻 域 概念 , 而 后 用 邻 域 定义 了 点 集 的 内 点 、 膏 点 和 界 点 ， 
进而 给 出 了 开 区 域 与 闭 区 域 , 

平行 于 实数 的 连续 性 定理 ， 在 平面 点 集 上 也 可 以 建立 某 此 
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相应 的 定理 。 我 们 只 给 出 闭 矩 形 套 定理 和 聚 点 原理 。 

二 元 函数 的 极限 定义 给 了 两 种 等 价 形 式 ， 一 个 是 圆 形 邻 
域 ， 一 个 是 方形 邻 域 ， 证 明 极 限 问 题 ， 哪 种 方便 就 使 用 哪 一 
种 。 

定 方 形 邻 域 的 极限 定义 中 ，“ [x- x <<6, 17 一 <9， 
(x，y) 夺 (xo，%0)” 不 能 改写 成 “0 之 lx- xj 之 5, 0<17y~- 
| 过 6”。 这 是 因为 0 之 |x 一 x 0 之 13- 于 不 仅 《x， 9) 去 
(xo，%0), 而 且 点 (x，y》 也 不 能 在 通过 点 (x。，%) 的 两 条 直线 
x= x 与 y=) 上。 这 与 二 元 函数 f(x，7) 在 点 (x。， 4) 的 极 
限 与 点 〈x， 为 ) 泡 关 是 不 一 致 的 。 

在 一 元 函数 f(x) 在 点 x。 的 极限 定义 中 ，x 一 x。 方 式 只 有 
x,， 的 左 方 或 右 方 ， 因 此 有 左 、 右 极限 。 函 数 作 x) 在 点 x。 存 在 
极限 的 必要 充分 条 件 是 左 、 石 极限 存在 且 相 等 . 但 二 元 污 数 
fx，7) 在 点 P(x,。，) 的 极限 定义 ， 在 平面 上 点 P(x，y) 可 以 
汕 任 意 路 线 和 任意 方式 趋 于 点 PC(%， 49)。 因此 在 计算 二 元 郴 
数 极限 时 ， 不 能 限制 点 P(x，》) 趋 于 点 P(xs，.yo》 的 方式 ， 只 
有 惑 点 P(x， 轨 沿 任意 路 线 和 任意 方式 趋 于 PCx，j) 时 ， 函 数 
fx， 力 的 极限 都 存在 且 相 等 ， 才 能 断定 所 x， 力 在 点 PCxe 
3) 存在 极限 。 击 此 可 见 ， 二 元 项 数 的 裤 限 远 比 一 元 函数 的 极 
限 复杂 得 多 ， 

二 元 函数 的 连续 、 一 致 连续 的 概念 和 连续 函数 的 性 质 ，。 这 
些 都 是 一 元 函数 的 连续 、 一 致 连续 的 概念 和 连续 六 数 的 性 质 的 
推广 ， 没 有 什么 新 的 内 容 。 只 是 有 界 性 、 一 致 连续 性 定理 的 证 
明 应 用 的 是 聚 点 原理 ， 注 意 掌握 证 明 的 思想 方法 。 

注意 ; 二 元 函数 flx, 3 在 点 P(x,，.,y6) 连续 与 flx, 了 
关于 变量 x 连续 或 关于 变量 ?连续 是 有 区 别 的 ， 前 者 是 通常 所 
说 的 f(x， 了) 在 点 P(x,，. 和 6) 的 连续 ， 而 后 者 是 固定 一 个 变量 ， 
关于 另 一 个 变量 的 连续 ， 其 实 就 是 一 元 盘 数 的 和 连续。 

本 章 的 主要 内 容 及 结构 关系 列表 如 下 ，; 
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二 儿 点 说 明 


1。# 维 欧 几 里 得 空间 

我 们 知道 ， 三 个 有 序数 组 (x，y，%) 可 以 表示 三 维 空间 的 
一 皮 ，; 但 四 个 有 序数 组 (x,，x:，x,，*%,) 就 没有 直观 的 几何 图 
象 。 为 了 将 讨论 二 元 函数 时 所 使 用 的 几何 语言 和 研究 方法 推广 
到 # 元 函数 上 来 。 于 是 , 我们 就 有 与 二 元 函数 平行 的 一 些 概 念 。 

定义 ”所 有 n 个 有 序数 组 C(x， ”2 …，x%a) 的 集合 ， 称 为 
7? 维 空间 ， 其 中 每 个 n 个 有 序数 组 Cx,，x:，…， xn)》 称 为 n 维 
空间 的 点 ，x; 称 为 该 点 的 第 i 个 坐 际 (i = 1，2，…，2)。 

定义 设 PCx,，x:，。*'"…，。xs》 和 QC y,, ap yz) 是 n 维 
空间 任意 两 点 。 非 负数 


PP，0) = YY (x, -71)* 
三 | 


称 为 点 了 与 《之 河 的 距离 , 
不 难 证 明 ， 这 样 定 闵 的 距离 具有 下 列 性 质 ， 
《1)》pP(P，9) 之 0; 当 且 仪 当 点 了 与 0 重合 时 ， 有 
pth, 0)=0, 
(2) plP, Q)= op(0, 7), 
《3) 设 P,，P,，P, 为 n 维 空间 的 任意 三 点 ， 则 有 不 等 式 
p(P,，PJ<D(P，P:)+ACD，P:) 
定义 ”满足 上 述 三 条 的 n 维 空间 ， 称 为 n 维 欧 几 里 得 空 
间 ， 人 简称 # 维 欧 氏 空间 、 显 然 ， 数 轴 和 平面 都 具有 这 种 特性 ， 
分 别 叫 做 一 维 欧 氏 空间 和 二 维 欧 氏 空 间 。 
有 了 hn 维 欧 氏 空 间 概 念 ， 读 者 未 难 把 二 维 欧 氏 空 间 的 一 些 
概念 推广 到 n 维 欧 氏 空 间 上 来 。 
2。 尖 于 非 一 致 连续 
一 致 连续 的 反面 是 非 一 至 连续 .为 了 加 深 对 一 致 连续 概念 
的 理解 ， 讨 论 非 一 致 连续 是 很 必要 的 。 现 将 一 臻 连续 与 非 一 致 


315 


连续 列表 对 比如 下 : 


项 散 zx 认 在 六 上 一 殖 连 纤 男 数 (xy7 在 呈 二 北 一 致 连续 


对 任 音 80, 存 在 ! 基 个 )@D6， 对 吕 上 十 | 存在 某 个 ev 计 0， 对 任意 9， 卫 上 总 
意 两 点 LtX1，Y1) 与 (X2192) yA 一 Xzl 存在 某 两 友 (X1 ， 21》 (xz Vo), 


<H,| Yi ~ 2 < 时 ， 当 | XU -KX2 | EH yi -VY | < 时 ， 
有 | FCxt, Wf) firs) Le 有 | FOX W111') ~ Zr Ye')| 六 Be 
EEE TE ER hE mm 


一 般 说 来 ， 证 明 非 一 致 连续 远 比 证 明 一 致 连续 困难 得 客 。 
主要 困难 在 于 ， 一 是 如 何 确定 e。 ， 主 要 观察 与 分 析 给 定 函 数 来 
确定 ; 

二 是 如 何 选 取 点 (xi'，7)， 《xs'，Y')。 这 要 从 不 等 式 
LACms yy) -f(x,', yz ) | 之 6&6 选取 点 (x 1'， 71) 与 (xe'， 7 ), 并 
使 x! 一 xal 与 |.' 一 "| 能 够 任意 小 ，。 

下 语 我 们 通过 例子 给 予 说 明 。 

例 函数 f(x，y) =sin(xy》) 在 平面 上 是 连续 的 ,但 非 一 多 
连续 ， 

解 ”这 是 二 元 初等 函数 ， 其 定义 域 是 整个 平面 ， 所 以 它 在 
平面 上 连续 ， 

下 面 我 们 证 明 函 数 f(x，》) = sin(xy》 在 平面 上 非 一 致 连 
线 。 由 于 所 给 函数 是 正 强 ， 所 以 容易 想到 当 xy 分 别 为 sr 和 和 


( *+ 半 和 时 ， 函 数 信 差 的 绝对 值 是 1 可取 su= 于 ， x。 = 


VV HT, Ys = WAT, x 一 V n+ 二) yo cs y( + 各) 


有 


ba = V(t) | 


一 一 0 (xX—o0) 


Pd 
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同 理 ， 也 有 | )。-Jol -~0 (xco)。 于 是 存在 ea= 地 ， 对 任意 


给 定 的 6G>0， 只 要 # 为 充分 大 时 ， 所 取 的 点 (xm .Ja)，(xa， 
Je )， 有 
|x 一 xz <é, | nO— ya | <6 
1 - 


但 | jx。 ya- Crm 75')) = sinaz— sin ( n+ 


EE 下 
= 荆 > 二 


即 fx, 7) = sin(xy) 在 数 平面 上 非 一 致 连续 ， 
3。 研 究 多 元 敬 数 的 方法 

研究 多 元 函数 基本 上 有 两 种 方法 ， 第 一 种 方法 是 每 个 月 变 
量 都 同时 独立 变化 , 即 多 重 法 。 例 如 ,多 元 函数 在 一 点 的 极限 、 
全 微分 、 重 积分 等 就 是 使 用 的 这 种 方法 。 第 二 种 方法 是 只 要 一 
个 自 变量 变化 , 其余 的 自 变量 都 暂时 看 作 常 数 , 即 累 次 法 .例如 ， 
多 元 除数 的 累 次 极限 、 偏 导数 、 重 积分 的 单 重 化 等 就 是 使 用 的 
这 种 方法 ,在 一 定 条 件 下 , 有 时 可 将 多 个 自 变 重 表 为 一 元 参数 方 
程 组 ,经 过 变换 就 将 多元 函数 化 成 关于 一 个 参数 的 一 元 函数 , 即 
多 元 函数 的 一 元 化 .例如 , 定理 15. 7 的 连续 次 数 介 和 什 性 定理 的 证 
明 、 多 元 函数 的 泰勒 公式 等 就 是 使 用 的 这 种 方法 , 累 次 法 的 好 处 
在 于 , 它 将 多 元 函数 的 问题 化 成 了 我 们 熟知 的 一 元 函数 的 癌 题 。 


三 ”例题 选 讲 

例 1 判断 下 列 平面 点 集 ， 那 些 是 区 域 ， 并 指出 它们 的 育 
点 和 界 点 。 

{1) E= {x, 7) 1e<x<2， syd) 

(2) FE,= {(x, 7)| xy 0); 

(3) Es ={(x 7)| 7>x:}. 

解 (1) 点 集 E, 是 区 域 (如 图 15.11) 。 但 它 既 不 是 开 
区 域 ， 也 不 是 闭 区 域 (因为 44B，AD 上 的 点 不 是 内 点 ;， BC， 
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GD 上 的 后 个 包含 社 E 内 ) 过 4H，BC，CD，D4 上 的 由 及 
矩形 8B, 内 的 点 都 是 聚 点 ， 所 有 边 上 的 点 都 是 E, 的 界 点 。 

(2) ,是 数 平 面 上 去 掉 x 轴 和 y 轴 后 的 点 集 ， 它 不 是 区 
域 ， 因 为 不 具有 连通 性 〈 不 局 象限 上 的 两 个 点 ， 不 能 用 属于 点 
集 世 :的 折线 连结 起 来 ) ， 数 平面 上 的 点 萌 为 辽 : 聚 点 ，x 轴 和 了 
畏 上 的 点 都 是 已 :的 界 点 。 

{3》E, 是 抛物 线 y= % 开口 内 的 点 集 (如 图 15.12) ， 
它 是 区 域 ， 点 集 5E, 的 所 有 点 和 曲线 y= x 上 的 点 均 为 E， 的 庶 
点 ， 曲 线 ?= x 上 的 点 为 BE; 的 界 点 。 

例 2 ” 证明， 点 了 为 点 集 E 的 聚 点 的 必要 充分 条 件 是， 在 
点 了 的 任意 邻 域内 ， 至 少 含有 一 个 点 集 E 中 蜡 于 点 了 的 点 ， 


图 15.11 图 15.12 

基本 思路 ”充分 宪 ， 只 须 证 明 ， 对 点 ?的 任意 5 邻 域 
U (P，6), 含 有 点 集 EE 的 无 限 多 个 点 。 办 为 点 了 的 6 邻 域 U(P， 
9) 内 总 还 含有 无 限 多 个 点 卫 的 邻 域 ， 所 以 邻 域 U0(P，65) 内 合 
有 无 限 多 个 的 点 。 z 

证 明 ”充分 性 设 U(P，5) 为 点 P 的 任 一 邻 域 ,由 已 知 
条 件 ， 在 UCP， 0) 中 必 有 蜡 于 点 了 的 点 集 EE 的 点 PP。 取 正 数 
ep(P，P)， 则 邻 域 0CP，ei) 中 也 有 蜡 于 点 了 的 中 的 点 
P,, 且 PP。 再 取 ez< DC P,), 在 邻 域 U(P，e:) 中 也 有 蜡 
于 点 ?的 忆 中 的 点 P:， 且 PsP。 这 样 继续 下 去 ， 得 点 集 己 
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中 的 点 列 { 了 ,}， 其 中 所 有 点 P。E UCP，e。)。 由 我 们 的 作法 ， 邻 
域 U(P，e)CU(P，6)，z*= 1，2，…。 于 是 ， 邻 域 U(P，5) 
含有 点 列 《PP 的 所 有 的 点 ， 即 U(P，6) 含 有 点 集 瑟 的 无 限 多 
个 点 ， 邵 点 了 是 点 集 己 的 聚 点 。 
必要 性 是 显然 的 。 
例 5 证 明 ， 设 P,，P,，P, 为 维 殉 氏 空 间 的 任意 三 
点 ， 则 有 不 等 式 〈 三 角 不 等 式 ) 
plP,, PY)SPCP:, P) + plP,, P,) 
基本 思路 ”首先 借助 于 二 次 三 项 式 根 的 判别 式 ， 证 明 对 任 
意 实 数 z，a:，…，z。 和 BB 有 不 等 式 
YF ti < YB, 
再 令 zr 和 5 ;分 别 是 点 P, 与 P, 和 上 pp, 写 P, 的 第 i 个 爸 标 之 差 ， 即 得 
所 证 的 结果 ， 
证 明 对 任意 实数 zl，ca，…，sn 和 5，52，……*， ba 


Dxt hi) Dew:+2a bx +6,’) 


= Per)ets (Fess,) «+ (Ps: ) >0 
= 中 二 f =] 一 


令 A= Das, B= 5 C= yp 
1 ¢ =1 是 二 上 


上 式 是 x 的 二 次 三 项 式 4x + Bx+C 之 0。 因为 二 次 三 项 
式 非 负 ， 所 以 不 存在 相 异 实 根 于是， 它 的 判别 式 B:- 44AC<< 
0, 即 


Bet) ey (2 )(2 ) < 


319 


rr =- 


人 < 
从 而 得 


er 
29aibi, cay Ye A Pp 
i=1 i =} f= 


上 面 不 等 式 两 端 都 加 上 ai 95: ， 得 
Da, + 9 Va bt De < 


1 =1 


ag 1 
十 2 VY Tas NN oer + be! 
i 二} i 二} 1 二 


Vr <(Y Dar NT, ) 
i 二: 1 =} 1 二 
1=1 


设 三 后 P i P,, P, 的 坐标 为 PCxn Xas 7》 Xn), P:( y's 


2 "9 )n) 9 Plws 2 “"', za)。 令 41= Xi bi=ys 
a 有 a1 + 二 Xr 一 > {2=1, 2, #), 从 而 有 


Ee 人 
s+) SN Ya: + 
Dt)y Np 


Y2e 一 区 3 <y2c 一 入 )》” + (Bo 一 外 


如 pf(P,，PJJSPp(P，P:)+ACP，T) 
例 4 ”试用 不 等 式 报 述 航 限 
lim flx, 7)= 才 《1) 
pn 
并 证 明 极 限 ”- 
320 


limxy— 1 
37+t= y+ 1 
解 ”用 不 等 式 叙 述 极限 (1)》 ， 对 任 
意 给 定 的 e>0 ， 存 在 6>0 和 了 >0， 
当 lx 一 xd < 之 6,，y>Y 时 ， 有 
fx, 7) - 4 <e 
在 数 平面 .上 上， 点 集 {(x，3)1 x-al 
6, > 了 ) 的 图 和 象 是 图 15.13 中 的 阴影 部 
分 (无 限 延 伸 的 带 形 ) 。 
根据 这 个 定义 ， 当 x~*3, ?~>+ co 时 ， 


= 3 


C2 | -|2Cx-3?-4 | 一 2 一 让 
jd ' | y+1 = 了 十 于 
4 4 
+ yri~ lx— 3 3 
Er4 -8 8 
~ |x— 3| < 人 < 即 > 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 6= 羡 ，Y= ， 当 jx 一 3l 


<o, > 时， 有 


即 im 总-1=3 
例 5 求 下 询 极 限 ， 


人 1 ) ,2 C 2 ) lim(y’ 十 .72) oe 
5 2 


1 
《3) lim( Ls + . 
~ 全 


J 
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rt i ne Pir a de ea ep pm mr em na a - 


解 【《1) 设 x=yrcosb6，7=rsing。 其 中 += wx 了 + 
X->0 与 )~>0 等 价 于 ”一 0。 因为 
2 _ cosgsin:Ol costsin’ 
一 一 一 一 一 | = | 2 | <r 


~ 
下 | 1+risin 


所 以 


a Mae (os a 0 
rN +rsind 
-7 


(2) 设 x=rcosb,， y=+sin8, 有 


2;2 3 老 ’ 
《wa 十 加 ) x2J2 一 gxinfx2+yz pr coszosin251or 过 


因为 cos:bSin20 是 有 界 量 ， 而 当 ”> 一 0 时 ，#in 和 一 0 所 以 


上 
部 一 由 FJ- 


(nD 


lim( 1+ 4) 7 =。 
例 6 ”证 明 ，lim /(P) = 4 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 任意 以 
点 了 为 极限 的 点 列 {P,》 《PP), 所 对 应 的 函数 值 数 列 {7CP。))} 
都 收 敏 ， 且 lim /Po) = 人 4 
基本 思路 ”这 是 二 元 函数 圾 限 与 平面 点 列 极 限 之 间 的 归结 
原则 ， 其 证 法 与 一 元 函数 的 归结 原则 证 法 相同 。 
证 明 必要 性 ”因为 lim f(P)= 4, 所 以 对 任意 给 定 的 。> 
0, 在 在 6 二 0， 当 30 之 p( 了 ,PP,) < 之 OI 时 ， 有 
| fC(P) — A| <e (1) 
设 { 了 。) 为 任意 以 点 Ps 为 极限 的 点 列 , Pu 二 Pu 即 limP。= Pi 
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于 是 ， 对 上 述 6>0， 存 在 自然 数 N， 当 4>N 时 ， 有 ， 
0<plPs, Pi) < 
由 《1》 式 知 
|f(P) — Al <e 
即 lim f(P,)= A 
充分 性 ”用 反 证 法 ”如果 lim f(P) 所 4, 即 存在 某 个 .>0， 
对 任意 62>0， 存在 点 Ps， 当 0< plP,, Pp,) <6 时 ， 有 
[fcP) -4 这 eo 
由 于 4 的 任意 性 ， 取 6,= 1 时 ， 存 在 点 P, 当 0< ofPP)< 6。 
时 ， 有 
| fC(P) -AI 5 
取 和 = min| 于 ，P(P，P,) )， 存 在 点 P35Pss 当 0<p(Pi，P) 
<6, 时 ， 有 
[ftP,)— A 6 
依 此 继续 下 去 ,一 般 地 取 6. = min { 二 ，o(P。s Po | ， 
存在 点 PP 当 0<< (了 。， P,) < 过 6. 时 ， 有 
[JPJ - Al > 
于 是 ， 我 们 得 到 一 个 点 列 {了 。} 和 它 所 对 应 的 画 数 值 数列 


{7(CP.)}， 由 我 们 的 作法 P. 拓 Pu 0<pCPw PD)<5.< 二 ， 有 
limp,= P， 
但 [JP -44| es 


这 与 已 知 条 件 矛 盾 。 
例 7 讨论 函数 
人 24 
fx,7) = [” Vit 0 
0， 当 x 十 六 = 
323 


的 连续 性 。 
解 ” 当 x: + 六 车 0， 即 机 7) 拓 (0，0) 时 ， 函 数 
区 二 = 
fx, ») sin. : 计 天 
为 二 元 初等 函数 ， 它 的 定义 域 是 (wx，? 半 (0,0) 的 数 平面 。 所 
以 它 在 除 原 点 (0 , 0) 外 都 连续 ， 
再 讨论 原点 40，0 ) 处 的 连续 性 ， 设 x= rcosg，》 =rsin9 
(r 六 0), 当 x: -32 扫 0 时 ， 有 


jx，7) = Sin sintrcos20) 
J 


当 x->0 与 J—>0 时 ， 有 rr 一 0， 而 cos29 是 有 界 量 ， 于 是 。 
lim f(x, =limsin(rcos20) = 0=f(0, 0) 
Cd 一 


0 


即 函 数 fx，》) 在 点 (0 ,0 ) 也 连续 ， 

综 上 讨论 所 给 函数 (x， 少 在 数 平 面 上 连续 ， 

例 8 证明， 如 果 阔 数 /xx， 力 在 区 域 了 上， 关于 变量 9 
是 连续 函数 , 而 关于 变量 x 对 变量 y 一 致 的 连续 @, 则 (x, y) 
在 D 上 连续 ， 

基本 思路 在 D 上 任 取 一 点 (x,。，), 用 插 项 的 方法 得 不 等 


式 
[fCx, -fx yo fx, 9 -fxo, 人 
+ | f(xs, 7)—f(xo, yo) | 

由 已 知 条 件 ， 不 等 式 右 端的 第 一 个 绝对 值 能 任意 小 ， 第 二 
项 绝对 值 也 能 任意 小 . 

证 明 任 取 一 点 Kx yo) ED, 因为 flx, 了) 关于 了 连续 ， 
所 以 国定 x = x。 得 ?的 一 元 是 数 fxo, 在 成 一 多 连续 ， 即 
对 任意 给 定 的 e>0, 存在 >0, 当 i 一 jol 之 6 (x 7 ED) 


全 意思 是 任 取 一 点 tt 230) 记 六, 邓 任 意 6>0, 窑 在 与 y 无 关 的 56>0, 当 | x 一 Xgl 
心 贞 时 ， 任意 Xes y) ED, 有 [jx 3) — xe) <6. 
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时 ， 有 
bfx, 7) —f(xs, 90)) <e {1) 
又 因为 (x) 关于 x 对 y 一 致 的 连 综 ， 所 以 对 上 述 的 
0, 存在 0 全 0， 当 jx 一 ze < 小 时 ， 对 任意 (xo 2) 扎 D, 有 
| fCx, 7) ~f (xo, 7)| <e (2) 
于 是 ， 了 到 6 = min{6,，6,}, 当 [x — * <o, | 7 —.yl <<6 时 ， 
《1》 式 和 (2) 式 同 时 成 立 ， 有 
fx, -flxo, yO) = [fCx, Ff xo P+ fx 
Df oxo J Ef x, 7 -fx D+ [flxo, 7) 
—f(lxw J)| <2e 
即 六 x，7》) 在 点 〈x， 和 ?连续 ， 再 根据 点 (xs，Jm) 的 任意 性 ， 
函数 .xx， 思 在 区 域 品 上 连续 。 


下 题 


§ 15.1 


1。 指 出 下 列 点 售 中 ， 那 些 是 开 区 域 或 闭 区域 ， 并 画 出 图 形 。: 
《1) 必 ={(，3?) 3<22 (2) D={(tr, PW) xz3 关 0 
C3) D={Cx, WH r+y| < 4) D={(x, WL jz + 1}, 
2。 设 上 4，B,， CC 是 平面 上 任意 三 点 ， 证 明 湾 足 三 角 不 等 式 

plA, OPp(A, B+P(B, C) 


并 说 明 其 几 亿 意义, 
5. 设 E = 人 避 -，- 码 -) 和 人 为 自然 元 二 ， 试 讨论 点 集 忆 的 内 
点 、 聚 点 和 界 点 . 


4。 证 天 ， 如 果 点 PE€ UPo, R), I<r<R- pih 五) , 则 UP, 
CU KR), 


§ 15.2 
5. 问 下 列表 达 式 是 否 为 4，48 的 二 元 菌 数 。' 


2 上 
《1) 7 -| row ran (2) 1=| G+ sds,] 


$25 


rare Op ee . 


6. 设 函 数 f(x， 沪 在 区 域 D 上 有 定义 ， 如 果 在 DD 中 任意 周二 zx = 
To， 则 xz，3) 是 一 常数 ， 问 函数 f(z。 各 在 如 上 是 否 为 常数 ， 为 什 


公 ? 
7。 确定 并 画 出 下 列 函 数 的 定义 域 : 


二 ? 
{1) z=x+ winy ; (C2) z= arcsin- -+ arcsin(1 一 人 


2 ! 一 一 一 
(3) 2= Ss 《04)》2=Vs 3 


8. 作 下 列 画 数 的 葬 象 : 


《1)》 2=X2+y -1 (2) sg=1~ Vr:ty’?s 

(3) z=2xr+ Ay?3 (4) 2=w 1 一 3%2 一 ?2 ,| 
3 15.3 

9。 用 不 等 式 叙 述 下 列 极限 的 定义 ; 

《IT) limf (x, ») = ds C2) limf ls, y) = A。 


oo 


了 7 一 J 
i0. 求 下 列 极限 ， 
《1) limln (x+ e7) 27 有 sin (XT + VI) 

pe en (2 nD py 

Bp amd 
: 六 中 

《3) im 5 

了 一 让 om 
11。 讨 论 王 数 

4 
To 


在 原点 (0,0) 的 二 重 极 限 和 累 次 极限 。! 
§ 15.4 
12. 讨论 下 列 函 数 的 连续 福 ， 
《1) flrs 3 二 ln(1+X2z+3?38) 十 eeainyi 
fxz?3y3 ln(xzzt+?2)，X%z 十 ?220， 
《2 )》 fx, ») = | 
0 Ttt+ty*:= 0 


siNnwy 
《3) fx, ») = I i y 夺 0, 


0, y=0。 } 
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一 - 吧 -一 一 


15。 证 盟 ， 如 果 函 数 fgz*， 分 在 区 域 吕 上 连续 ， 列 jf{x、，》)] 也 在 
刀 上 连续 ， 

14。 证 明 ， 如 果 函 数 f(x， 在 点 P(X0o，y 10) 连续 ,上 自 f(xo， 3 
>0, 出 存 在 点 2 的 某 邻 域 UU (P, 钻 ， 在 邻 域 U(P， 人 外 ,内 有 f(x，y) >0， 

15. 证 明 ， 如 果 函 数 f(x， 在 区 域 D 上 连续 ， 上 县 点 (x%1，y1) ED 
GG=1，2，*…，2) , 则 存在 一 点 ， 其， 《DD, 使 


18。 征明， 如 果 函 数 f(x， 在 区 域 D》 上 ， 关 于 变量 z 连续 ， 对 变 
量 y 满足 李 普 希 兹 条 件 ， | 

fxs yf yf EK bys 一 ye 
其 中 点 (x，。y 1)，。 《%，Y2) EDD， 友 为 常数 ， 则 函数 f (x,y) 在 区 域 DP 上 
连续 。 
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第 于 六 章 ”多 元 函数 微分 学 


本 章 是 在 一 元 函数 微分 学 的 基础 上 讨论 多 元 区 数 微 分 学 。 

我 们 曾 用 黄种 方法 讨论 了 二 元 函数 (x，y) 《和 客 元 函数 ) 
的 极限 : 一 种 方法 是 让 x，y 同时 变化 ， 由 此 得 出 二 重 极限 ， 
一 种 方法 是 暂时 固定 x 或 y， 让 另 一 个 变化 ， 由 此 得 出 累 次 极 
限 。 这 是 处 理 多 元 函数 两 种 基本 方法 。 我 们 就 用 这 两 种 方法 来 
讨论 多 元 函数 微分 学 ，。 


$16.1 偏 导 数 


我 们 曾 在 第 十 五 章 提 出 ， 具 有 一 定 质 量 的 理想 气体 ， 满 足 

方程 
Py = RT (及 是 比例 常数 ) 

方程 中 的 三 个 变量 P,T, 六 ， 其 中 任 一 个 变量 都 是 另外 两 个 变 
量 的 二 元 洱 数 。 如 果 在 温度 TT 保持 不 变 的 条 件 下 ， 讨 论 压强 P 
对 体积 矿 的 变化 率 ， 这 时 ， 由 于 了 保持 不 变 ， 即 看 作 常 数 ， 于 
是 忆 就 是 大 的 一 元 函数 ， 所 以 P 对 斑 的 变化 率 就 变 成 一 元 本 数 
的 变化 率 、 即 了 对 灭 的 导数 。 一 般 情 况 ， 0 元 函数 需要 讨论 在 
zx- 1 个 变量 保持 不 变 的 条 件 下 仅 对 其 佘 一 个 变量 的 变化 率 (z - 
1 个 变量 都 看 作 是 常数 ) -9 就 是 所 谓 多 元 函数 的 偏 导数 。 


一 偏 导数 的 定 藉 


定义 、 设 函数 z=f(x, 少 在 点 P(x。，%) 的 某 邻 域内 有 定 
义 ， 在 此 邻 域内 另 取 一 点 0(xi+ Jx，y6) 《暂时 固定 =)。 
如 果 一 元 画 数 (x, J 在 点 x = xm 存在 导数 ， 妈 极限 
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fxo t+ Ax, $0) ~f xo, No) 


lim x 
存在 ， 则 称 此 极限 为 二 元 函数 z=f(x，3》) 在 点 了 (x%,，)〉 关 
于 x 的 偏 导 数 ， 记 作 
O% | 或 of 
Ox | (wos %> Ox 人 xs fe J) 


类 似 地 可 以 定义 x= 了 (x，3》) 在 点 PCx， 加 ) 关于 3 的 偏 
导数 〈 暂 时 国定 x = x,)， 即 
xs，》+ fy) fx 0) 
ly 
同样 可 定义 三 元 函数 f(x，y，%) 分 别 关 于 x、》 和 “的 
偏 导 数 。 例 如 ， jx J， 和 2) 在 点 《xo， or x) 关于 x 的 偏好 
” 数 是 


Cos jo 0) = lim 
A xl 


jy Cs 6) = lim 
+ 


x+ x, 09 区 中 — f(x,. Ps 区 4) 
x 


读者 不 难 写 出 了 J 0) J Cis Po 多 0 。 类 似 可 定义 1 
元 函数 的 偏 导数 。 

如 果 函 数 六 x*， 力 在 区 域 D 上 每 一 点 (x， 轨 都 存在 关于 x 
的 偏 导数 f(x，y)， 则 它 在 D 上 仍 是 x,y 的 函数 ， 称 f(x， 
2) 六 f(x， 2) 关于 x 的 偏 导 函数 同样 ， 亦 称 fy(x， 了) 为 
Kx，J 关 于 y 的 偏 导 函数 。 通 常 仍 简称 为 偏 导 数 . 

由 贪 导数 的 定义 可 知 ， 求 二 元 函数 f(x，y) 的 偏 导数 与 


求 一 元 函数 的 导数 并 无 区 别 。 例 如 ， 求 - 允 - 时 ， 把 f(x, 力 中 


的 ;看 作 常数 而 对 x 求 导 数 ; 求 -名 -时 ， 把 f(x，y) 中 的 x 


看 作 常数 而 对 y 求 导 数 。 至 于 求 多 于 二 个 目 变 量 的 阴 数 的 仿 导 
数 与 此 相同 。 本 
例 1 求 函 数 %=xw:+ 六 在 点 (1,2) 的 偏 导数 ， 
解 。 把 2》 看 作 常 数 ， 对 x 求 导 数 ， 得 
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Wb ni et 
on |] FP -pe PCA wa Pheer 三 -eg CT per FO 一- TE -re 


人 

心 

把 x 看 作 常 数 ， 对 7 求 导数 ， 得 
DO 
Ee 


再 将 点 (1,2) 代入 上 面 结 果 中 ， 就 得 函数 = x+ 多 
在 点 (1 2》 的 黄 个 偏 导 数 ， 即 
9% | 


Os 
Ox i(1.2) 


Oy '(1.2) 


例 2 求 函 数 z=x? (x 沁 0) 的 仿 导 数 。 
解 把 y 和 看 作 常数 ， 对 x 求 导 数 ， 得 


=2xl=2 与 =2x2=4 


O% ee 
Ox I 

把 x 看 作 常 数 ， 对 》 求 导数 ， 得 
-下 =xrlnx 


例 5 求 z= 二 的 偏 导数 ， 其 中 r= zf 太史 


解 这 个 题 如 果 消 去 中 间 变 量 *， 碗 得 到 ?是 x，.JJ 


的 三 元 函数 w= 一 -一 一 <， 然 后 分 别 求 偏 导数 ， 这 样 做 是 
A 十 十 名 


可 以 的 ， 但 比较 麻烦 。 我们 可 以 利用 复合 通 数 的 求 导 法 则 ， 能 
使 运算 简便 些 ， 
:人 a 


i* 


Ox dr Ox re By 7 


i 


因为 这 个 函数 关于 x，7y，% 是 对 称 的 ， 所 以 关于 7》,% 的 偏 导 
数 ， 可 类 似 的 写 出 ， 得 
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55 ，- 和 必须 理解 成 一 个 吾 体 不 


能 象 一 元 函数 y= -zx) 导数 记号 人知 了 了 < 那样 看 成 是 微分 dy 与 4x 
的 商 。 因 为 对 村 ，6x，6y 我 们 并 没有 赋予 具体 意义 ，。 


二 偏 寻 数 的 几何 意义 


二 元 函数 “=Jx， 妨 在 点 P(x。， 9) 的 两 个 偏 导数 有 明 
显 的 几何 意义 。 

设 x=f(x，7) 表示 三 维 空间 的 一 个 曲面 。 如 果 团 定 y= 
es 则 一 元 一 数 | Jo) 表示 在 平面 Yo 上 的 一 条 平面 
膨 线 ， 即 曲面 %=f(x，y) 与 平面 y=y。 的 交 线 ; 

请 各 了 ) 《1) 
» uy 


图 16.1 


%=f(x%, 分 在 点 了 (xoy yo) 关 于 x 的 偏 导 数 f (x, 2 加， 就 
是 一 元 泪 数 %=f(X，J0) 在 点 x=x。， 的 导数 。 由 一 元 函数 导数 
的 几何 意义 知 ，f (x。，y) 就 是 曲线 (1》 在 点 P(x,，%,%) 处 
的 切线 PT 与 * 工 正 内角 a 的 正切 ， 即 /xs Jo = 
tga (图 16。 1) 。 
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3 “pene FEE + gre WrenERRDEEAFE re er rh ra A 


类 似 地 有 ，#= 帮 xx， 力 在 点 Plxo， 加 1) 关于 >》 的 入 导 数 
J ts, yo) 就 是 曲线 SR 7 在 点 P(xo， os zs) 处 的 切 
线 pT, 与 7 轴 正 向 夹 角 8 的 正切 ， 师 ff 'y(xo 0) = tgp, 


三 ” 偏 导数 与 连续 的 关系 
在 一 元 应 数 里 ， 阵 数 在 一 点 可 导 的 必要 条 件 是 它 在 该 点 连 


续 ， 但 二 元 函数 作 x，7) 《〈 多 元 函数 )》 ， 在 点 P(xw JJ 存在 
王 个 屋 导 数 了 ‘(Xos 70)， | xo» Ba 但 函数 fx， 2 在 点 五 


例 4 函数 
站 xy 
J (x,y) = xi+ty 0 全 
0, x+ =0 


由 $15.4 例 2 知 ， 它 在 点 (0, 0) 不 连续 ， 但 出 篇 导数 的 定义 ， 
却 有 
(0 0) = lim/{0+ 4%, 0 ~/(0,0) 


ee 
= x i 


fo0, 0+ Ay -ff(0,0) 


J y (0, 0) = im ZY 


0 
二 
人 Ay 


即 所 给 函数 f(x，3y) 在 点 (6,0) 存在 两 个 偏 导数 。 
在 该 点 不 一 定 连续 ， 这 件 事 我 们 从 偏 导 数 的 定义 并 不 难 理解 ， 


因为 信 导 数 -95-，- 人 -只 是 刘 划 了 汕 数 f(x，) 在 点 Po 旬 


= 


洛 平行 于 x 轴 与 平行 于 》 轴 方向 的 变化 率 ， 并 不 能 刻 划 沙 数 
f(x， 在 点 了 P(x。，Jo) 沿 其 它 方向 的 安 化 情况 。 
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反之 一 样 ， 番 数 f(x, 9) 在 点 Plxss 0) 连续 ， 但 它 的 偏 
导数 不 一 定 存 在 。 
例 5 沁 数 
fx, J) = Xt 
在 点 〈0,0) 是 连续 的 ， 但 偏 导 数 三 :(0，0) 和 .所 (0，0) 都 不 
存在 。 事实 上 ， 由 偏 导数 的 定义 
lim /Ot Ax, Of00 mv A 
P| x Le cx 
= {7 | x| = 1, dx>0 
= 1 一 一 一 一 
Ed | x ( -1 x<0 


所 以 ， 偏 导数 A'.(0，) 不 存在 ， 河 理 ， 可 证 偏 导数 三 ,(0,0) 
也 不 存在 ， 

综 上 讨论 多 元 函数 的 偏 导数 与 连续 之 间 没 有 必然 的 联系 ， 
连续 不 一 定 存在 偏 导数 ， 反 之 仿 导 数 存 在 也 不 一 定 连续 。 


816.2 全 微分 


一 ”全 微分 概念 


偏 导数 只 刻 划 了 函数 没 某 特定 方向 的 变化 率 。 现 在 来 研究 
函数 在 革 点 邻 域 内 全 面 变化 情况 。 为 此 首先 给 出 全 政变 量 的 概 
念 。 

设 二 元 函数 x= 了 (x，y) 在 点 P(r,，.%) 的 菜 邻 域内 有 定 
义 ， 并 设 (x+ Ax，yo+ LAY) 为 此 邻 域内 任意 一 点 ， 称 

z= ft fx, Ht) fx 9) 
为 A(x，3) 在 点 P(x，%) 的 全 改变 量 . 为 区 别 起 见 ， 称 
rr=f (wot Ax, a) -f(x J 与 Ly=f (x Pt Ly) 
-f(x 2) 
为 偏 改变 是 。 .I CR a 人 


he ieee Ha EPE 和 rmt Papp :由 bra wm 一 am = re 本 rmi sy 一， 了 


我 们 己 知 ， 如 果 一 元 函数 y= 了 (x) 在 点 x=xs 存在 导数 
ys 山 总 能 将 y=f x,t Ax) —f (x0) | 
Ay=f (x) dx tO x) = dy + OCIAx) 
即 用 f'"(x,)4Ax 代替 4; 相差 是 较 Ix 的 高 阶 无 穷 小 。 
同一 元 通 数 的 情形 一 样 ， 自 然 我 们 也 和 希望 能 用 Lx，<17 的 
线性 和 函数 近似 代替 Ax， 而 它们 的 差 是 较 p= Axi+ Ly 的 
高 阶 无 穷 小 ， 为 此 我 们 给 出 二 元 函数 全 微分 的 概念 ， 
定义 ” 设 函 数 z=f(x;y) 在 点 PCx， 知 的 某 邻 成 内 有 定 
义 ， 在 此 邻 域 内 ， 如 果 函 数 的 全 改变 量 4x 可 表 为 
ef%=f (xt Ax, Yt sx) fx, 4) 
= AAx+B/Ay+O0(0) (16. 1) 
其 中 4 和 了 3 与 Jx 和 -41y 无 关 ( 仅 与 点 了 有 关 ) p= w Dx TJ， 


则 称 函 数 x=f(x, 力 在 点 P(x4， 加) 可 微 ， 其 中 关于 ZJx 与 
4 的 线性 于 数 - 
LAAx+BLy 
称 为 裔 数 %“=f(x，7) 在 点 P(x， 加 ) 的 全 微分 ， 记 作 
ZX= AAx+BAy 
由 可 微 的 定义 看 到 ， 如 果 范 数 x=Jx， 人 在 点 卫 《xoy 7 
可 微 ， 则 有 〈16.1) 式 成 立 ， 由 此 可 得 
limAz=0 、 
于 是 ， 如 果 函 数 %=f/(x，7) 在 点 P(xu， 思 可 微 ， 则 函数 = = 
Cx， 3) 在 点 Plxo。，J) 连续 ， 即 函数 连续 是 可 微 的 必要 条 件 ， 


二 函数 可 微 与 仿 导 数 的 关系 


由 可 微 的 定义 看 到 ， 如 果 瑟 数 x=f(x， 了) 往 点 PCxw， 为) 
可 微 ， 则 %= 了 (x，.7) 在 点 了 的 邻 城 内 可 用 线性 画 数 近似 表 
达 。 特 别 洛 平行 于 x 轴 和 》 辆 的 直线 EN 二 也 是 如 
比 ， 从 而 可 得 “=.Ax， 力 在 点 卫 可 微 的 另 一 必要 条 件 ， 

定理 16.1 如 果 陋 数 x=f(x,;y》) 在 点 Pw， 0) 可 微 ， 即 
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Li=A4LAx+BLY+IOCD) 

则 z=f(x, ») 在 点 了 在 在 两 个 偏 导数 ， 且 

~» A=f'(xe 9), B=f'y (Cx, 0) 

证 明 令 = 加 保持 不 变 ， 期 人 = 0, 给 x 改变 其 人 Ax 
0, 这 时 p= 1Xx] 。 于 是 ，(16.1) 式 改写 为 

z= AAx + ol | x|) 

| zs=f x tt Ax, yo) -fxes y= AAx+ ot | Jx|) 
从 而 ; 


A a Le ee OR LY. ee | *|) 
x A x 


- 


于 是 ， 有 
lm lin( A+ -4 
即 A=f (xo 7) 
同 理 可 证 B=f'y(x0 9) 口 

这 个 定理 还 说 明 、 了 函数 “=x，?) 在 点 D(x， 1) 可 微 ， 

则 其 全 微分 是 唯一 的 ， 即 
ds=f "s(x, PAX ty Cys 为 ?LAy {18. 2) 

出 定理 16.1 知 ， 如 果 函 数 f(x，y》) 可 微 ， 则 存在 两 个 入 
导数 ， 那 么 反 过 来 如 果 获 数 存 在 两 个 偏 导数 ， 是 否 可 微 呢 ? 由 
上 市 的 例 4 知 ， 落 数 在 一 点 存在 两 个 偏 导 数 ， 茵 数 在 该 点 不 连 
续 .: 当然 更 谈 不 上 可 微 。 如 果 对 偏 导数 再 加 一 些 条 件 ， 就 可 保 
证 遂 数 可 微 . 

定理 16.2 如 果 函 数 *=.A*， 力 在 点 PCxw，%) 的 某 依 域 
内 存在 连续 偏 导数 A “y)y Fl 2), 训 %=f (x, 站 在 点 
了 可 微 ， 

分 析 为 了 应 用 偏 导数 ， 把 x*=f(x，3) 在 点 了 的 全 改变 


其 
Ax%=f (xt Ax, It A fx 970) 
中 却 减 .w+ Lx， yj) 《如 图 16. 2) ， 有 
3 


rr Tn te re -mr 


Sz= [COx+y，1) -xs FFT+Ef Kt A NR yt 

Ay) 一 三 x+ x, 9) | 

上 述 等 式 有 端的 第 一 个 方 。 》 
括号 可 看 作 一 元 饪 数 f(x， 
加) 的 改变 量 ， 而 第 二 个 
方 括号 可 看 作 一 元 阔 数 


{Xotdr yordyy 


xot Ax, 办 的 改变 量 ， 县 
再 应 用 一 元 本 数 的 拉 格 妆 0 yo0} es 
日 中 值 定 理 及 偏 导数 的 途 
续 性 即 可 得 结果 。 图 16.2 


证 明 ”在 点 P(x，%) 邻 域内 给 wx，? 的 改变 量 Jx,AAy， 
由 于 A(x，7) 在 此 邻 域内 存在 偏 导 数 ， 疯 数 f(x， 9 与 1xo+ 
了 x，》) 分 别 在 x 与 x+ Ax 之 闻 和 与 + 之 间 ， 应 
用 拉 格 说 日 中 值 定 理 ， 有 

x+ Ax, 0) 一 xu y= fx tO Ax, yAx, 
0<0,<1 

fcot Ax, rt Ay) fxet Axs Hy) =f yxot+ Ax, 
yt Oy) Ay, 0<0,<1 

于 是 ， 应 数 z=f(x，) 的 全 改变 量 可 表 为 

LS= [x+ Axs 90) fo JOTI+Ef Xt Ax, yot 
Ly) -fxot Ax, 30)I=f xa tO Ax yo) xt 
fiy(xot Ax, Pot +OAy) Ty 

为 了 使 二 式 符合 全 微分 定义 的 要 求 ， 把 它 再 改写 为 

cx = 六 0) LAw+ 太 yx yo LIY + Lf s+ 
GAx, 9) -F's (Cxo 90) 2 Ax +Efy wat x, y+ 
O23) -Ff ys, Yd y 
我 们 只 须 证 明 ， 上 式 等 号 右 端 后 两 项 是 较 的 高 阶 无 穷 小 ， 即 
除 以 p 之 后 极限 是 0 ( 当 p~>0 时 ) 。 设 


六 二 Cf Cx + Ox, 07 一 所 i 人 2 T Cf y+ 
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<1x， ot by) —f "ylxes 9] 各 


出 于 
上 | -| Ax 
加 wwALAxET+ < 入 
委 =| | 
i Ax ts 


及 f(x,)y) 和 f'y(x, 9) 在 点 Plx,， 0) 连续 ， 即 当 p 一 0 
《-Ax 一 0，<-7y 一 0) 时 ， 有 

fxXat x, yf Xo %) 

fyCxeot Ax, yet Oy) > "yx 9) 


于 是 ， 当 p~>0 时 ， 有 c-~>0. 口 
最 后 我 们 考虑 特殊 的 二 元 函数 x=* 它 有 连续 的 偏 导数 
oz _10% -0 
Ox ”Oy | 


于 是 ， 由 定理 16.2 知 ， 
dz= dx= hx+0) Ay= dx 


把 x 看 成 函数 时 ， 它 的 微分 dx 等 于 Ix， 邵 


dx = x 
同样 自 变 量 y Ce 
dy = 
于 是 ， 二 元 区 数 gs we 在 点 《x，J) 的 全 微分 可 写成 
Ss dx + $e (16. 3) 


同样 我 们 可 给 出 ey 例如 ， 
三 元 函数 #=f (x, 2，%) 在 点 (XxX, J, 多) 的 全 微分 公式 为 


of ef af 
d= -: Ns 


例 1 求 鲨 数 x=:*” 的 全 微分 。 
解 。 因为 函数 的 偏 导数 
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在 数 平面 上 连续 ， 所 以 函数 在 数 平 面 上 可 微 ， 其 全 微分 为 
dz = yo“?"dx + we dy 
例 2 求 三 元 函数 xz = xy+y%+xx 的 全 微分 。 
解 。 因为 函数 的 三 个 偏 导数 


0 

Bx 二 ¥ 十 名， Dy yt 

在 数 平面 上 连续 ， 所 以 函数 在 数 平 面 上 可 微 ， 其 全 微分 为 
du#= (yt+%)dx+ (x+%)dy+ (y+ %) ds 


三 ”全 微分 的 几何 意义 


我 们 知道 ， 一 元 函数 3=Fx) 在 点 和 的 微分 吵 = 三 (xu) x 
是 曲线 ? = .fx) 在 其 上 一 点 〈x，7) 切线 关于 LAx 的 改变 量 ， 
闻 样 ， 二 元 函数 x= .六 >x， 加 ) 在 成 《xi， 0) 的 全 微分 Uo 
9 Ax+f 了 (xo，70)AAY 是 曲面 名 =f(x，2) 在 其 上 一 点 《xs 
np，z0) 《zo=f《xo，%4)》 切 平面 关于 Lx 与 4 的 全 改变 量 。 
为 此 ， 我 们 先 给 出 曲面 的 切 平 画 定 义 ， 然 后 再 讨论 全 微分 的 几 
何 意义 。 

定义 ”如 果 在 曲面 z=. 六 *， 因 上， 过 该 曲面 上 一 点 M(x 
为 ，5) 的 任意 曲线 的 切线 都 在 同一 平面 内 ， 则 称 此 平面 为 曲面 
%=f(x,， 7) 在 点 以 处 的 切 平面 ， 

如 某 上 曲面 %=f(x; 了 ) 在 点 M (xo, Yo» Zea) 有 切 平面 ， 由 
于 曲面 上 过 点 刘 的 任意 曲线 的 切线 都 在 切 平面 内 ， 所 区 过 点 识 
的 平面 7》=y。 和 x= x。 分 别 与 曲面 x=_f/(x， 力 相交 而 得 的 曲 
绥 =f(x，%6) 和 zx= 帮 xi，?)， 它 们 过 点 间 的 切线 MT, 与 
MT， (如 图 16.3) 也 应 在 切 平 面 内 。 显 然 ，MTIz 与 册 T。 是 
过 点 并 的 两 条 相交 的 空间 直线 ， 由 偏 导数 的 几何 意义 知 ， 它 们 
的 方程 分 别 为 
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MT.,, 人 六 
区 一 多 sn 70) (x — x,) 


{x= x 


多 一 多， = 0) Cy — Yo) 


图 16.3 


由 空间 解析 几何 知 ， 切 线 MT, 与 MTy 的 标准 方程 分 别 为 


XX wg » el 多 一 多 0 


1 -0 I) 
与 he RE Je ER Pmt, BR 
0 1 fy {xo 0) 


因此 ， 切 线 人 MT.，MT， 的 一 组 方向 数 分 别 为 
{1, 0, f(x 20)} 与 {0， 1, 丰 yo)} 


于 是 ， 切 平面 的 一 个 法 向 量 n 是 
Ee i 下 
n=MT.xMT,=|1 0 fx0s 0) = {—f "x, yo 一 

0 了 了 

由 平面 的 点 法 式 方程 ， 得 切 平 面 方 程 为 
一 上 (Xeoy 70) (一 2e)》 = 0 CF — Yo) + (%—%)= 人 0 

或 x 一 w=f Xe I Xo) tf yx, YC — yo) 

令 Lx= dx，AyY=dy， 则 上 式 右 端 是 函数 >=f(x, 7) 在 
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点 P(xos%4) 的 全 微分 4s， 而 方程 的 右 端 是 对 应 于 自 变量 的 
改变 量 Ix，Ay， 切 平面 竖 坐 标的 改变 量 。 这 就 是 金 微分 的 几 
何 意义 。 如 图 16.3 所 示 ， 用 N,K,C 分 别 表 示 对 应 于 点 己 (xe 二 
Lx, jut+ AYy) 的 曲面 上 的 点 ， 切 平面 上 的 点 和 过 点 旭 的 平行 于 
xy》 平面 上 的 点 ， 则 函数 的 全 改变 量 

Sz = xt Sx, ytdy) -fx y= GN 
而 扔 平面 竖 坐 标的 改变 量 

%— w= (x0 FAx+f yo Ay= dz= GK 

当 1LJxj ，1Zy| 很 小 时 ， 用 全 微分 dx 近似 代替 函数 的 

改变 量 ， 在 几何 上 就 是 GN 二 GK， 其 误差 为 KN, 由 全 微分 的 
定义 知 ， 当 D= wxs+2 0 时 ，KN 是 Pp 的 高 阶 无 穷 


小 ， 即 KN 一 0。 也 就 是 说 ， 在 点 了 的 很 小 邻 域 内 曲面 与 切 平面 
差别 很 小 。 正 因为 全 微分 有 这 一 特性 ， 使 全 微分 在 近似 计算 上 
有 着 一 定 的 应 用 。 


四 ”全 微分 的 应 用 


若 肖 数 %=A(x，2) 在 点 《xp，5) 可 微 ， 则 当 Ax，A7 很 
小 时 ， 可 以 用 全 微分 dx 近似 代 符 塑 数 的 全 改变 量 人 I%, 即 

zds=f "(x0 yx tf yxes yo)L17 ‘(18.3) 
用 这 个 公式 我 们 可 作 误 问 估 计 。 

在 某 些 实际 问题 中 ， 要 计算 丁 数 x=_f(x， 了 7) 在 点 《x,y6) 
的 函数 值 ， 由 于 实测 的 工具 和 方法 等 原因 ，x。 与 % 分 别 产生 
了 误差 Jx 与 JJ1, 从 而 产生 了 函数 和 %=.Ax，% 的 误 盖 ， 

LV = (0+ Ax, Ht Ay) -fx yo) 
现在 我 们 的 问题 是 ， 已 知 误 益 Ix，AY 的 界限 ， 如 何 估计 误 
差 A% 的 界限 呢 ? 出 公式 (16.3)， 有 

A) Tf, 9) IAx tf yx 0) A 

< fx, 2 )| [A x Er 0)| {Ay 
《16. 4) 
例 5 有 一 直角 三 角形 ， 测 得 它 约 斜 边 长 为 2 尺 ， 一 个 锐 
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角 为 30"， 如 果 斜 边 的 误差 不 超过 + 上 0.01 尺 ， 角 的 误差 不 超过 
+1*， 那 么 这 个 锐角 相 邻 的 直角 边 长 .能 和 否 保 证 其 误 善 不 超过 
0.05 尺 。 
解 ” 设 斜 边 为 x ( 尺 ) ， 这 个 锐角 为 y《 练 度 ) 。 由 三 角 
学 知 ， 所 求 的 直角 边 长 : 
=/(x, y)=xCcosy 


这 样 我 们 的 问题 为 当 x。= 2, ,= 于，14x| <0.01，14y1 < 
了 65 时 ， 求 = 的 误 效 时， 


因为 六。(x，3?)= cosy, ff 'y(x, 7) 
= -xsin?， 册 公式 (16.4)， 有 
jx| 入 jcosyd * Ax| + |- wosinyl| A 9] 


TT » I TT 
= COS——— x 0.01+ 2S1n 一 ~- X 一 一 一 
3 6 180 图 16.4 


= 妆 生 x0.01+2x 玫 xx 
1.73X0.01+0.02=0.037 
这 说 明 ， 直 和 角 边 长 的 误差 不 超过 0. 05， 
在 公式 (16.3) 中 ， ZIx 用 f(xot Ax, 十 A y) ~ f(x0, 90) 
代入 ， 得 
fxt Ax, pt Ay) -fxo, If ‘s(xes 加) Axt+ 
fy Fo) 1y 
即 ft Ax, Yot A xs， 加) + 三 (xo po) Ax+ 
fy -7 《16.5) 


这 个 公式 可 用 来 计算 函数 信 的 近似 值 。， 比 如 ， 要 计算 函数 值 
Cs 二 二， 但 是 ， 由 于 半数 f(x, 7) 的 结构 可 能 很 
复 染 , 计算 它 的 精确 值 很 困难 。 这 时 如 果 f (x。，90) 与 f(x 
3%) 都 容易 计算 ， 且 |Lx| 与 -41 又 很 小 ， 则 可 用 公式 〈16.5) 
的 右 端 作为 所 求 函数 值 的 近似 值 。 


在 其 体 问题 中 ， 一 般 不 给 出 琐 数 /xz，7) 利 点 (x。，y0) 及 
改变 量 IAx，Ay。 因 此 在 应 用 公式 《16,.5) 时 ， 根 据 问题 确定 
函数 fx, 2) 和 点 (xo bY 及 改变 量 x， Jy. 

例 4 求 w(2.032)+ (1.97) 的 近似 值 。 


解 。 显然 ， 我们 所 要 计算 的 是 函数 六 x， 罗 = /xi 


在 点 42,02,1.97) 的 值 。 容 易 看 出 点 (xse，3?0) 及 Ax，Ay 应 为 
点 (2, 2) 及 -fx=0.02，-1y= -0.03， 


L(x, ) = 2 ( 日 》= 2 
了 2 3 x + yy) A ~ x Sa/ x y + y2)? 


从 而 得 
f (2, 2)=2, f'.(2,2) = 二 f ‘yl, 2) -地 
把 它 代 入 公式 (16.5) 的 右 端 ， 得 
YB OB) + C1 7 2 + 0.02+ HX (0.03) 


2 


= 2 -一 人 一 全 :1.997 


$16.3 方向 导数 与 梯度 


一 方向 导数 


我 们 知道 ， 了 负数 z= f(x, 2) 的 两 个 偏 导 数 了 2)， 
f(x ) 是 z=f(x，7) 在 点 (x，》》 沿 平行 于 两 个 坐标 轴 方 
向 的 变化 率 ， 但 在 实际 问题 中 ， 还 需要 考虑 沿 某 特定 方 周 的 变 
化 率 问 题 。 如 在 气象 学 中 研究 气温 沿 某 一 方向 的 变化 率 ， 这 类 
沿 特定 方向 的 变化 率 问 题 ， 就 是 本 节 讨 论 的 方向 导数 。 

设 函 数 5=jx，2?) 在 点 P(x,，.yp0) 的 某 邻 域内 有 定义 。 在 
xy? 平 面 上 ， 过 点 了 引 和 任 一 条 射线 /， 在 该 邻 域 内 并 在 上任 取 
一 点 Pwt+ Ax，j%+ Ly)。 用 pp 表示 两 点 P 与 己 之 间 的 
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距离 ， 即 
P=v Axi+ sy 
定义 ”如果 极限 


一 = 一 一 


p+0 


存在 , 则 称 此 极限 为 函数 f(x， 
分 在 点 三 铂 了 的 方向 导数 ， 记 
作 


,或 D, f (xe, 0) 


在 什么 条 忻 下 ， 沙 数 z= 
jm, 2) 在 一 点 在 在 任意 方向 
的 方向 导数 呢 ? 有 如 下 的 充分 图 16.5 
性 定理 . 
定理 16.5 如 果 沙 数 xz= 扩 zx， 力 在 点 Px，.%4) 可 微 ， 则 
flx, 加 在 点 了 沿 任 一 射线 1 的 方向 导数 都 存在 ， 且 


oy ,=f (Xs Yo) COSa +f "yx ycosp 


其 中 a,B 分 别 是 /与 x 轴 和 .》 轴 的 正 向 夹 角 (如 图 16.5)， 

证 明 设 P(x%+ LJx，J+ Ly) 为 上 上 的 任意 点 ， 记 Pp 
为 P 与 P' 之 间 的 距离 ， 则 有 

Ax= pcosa, Ay= peosp (1) 

已 知 f(x，) 在 点 了 可 微 ， 由 可 微 的 定义 ， 有 

fxot Ax, Yt Ay) 一 xD = "sXe I) Ax +f "yx,, 

I) Ay + op) 

把 (1) 式 代 入 上 式 的 右 端 ， 并 用 2 除 上 式 的 两 端 ， 得 


x+TLAx，7 + Ay) -fx Fo) 
Pp 


=f "(xo 0) COSU +t+f yx 9 COSA + 7 
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当 p->0 时， 有 -2 一 0 于 是 左 喘 的 极限 存在 ， 芝 


Of | _1in Com+<xs 2 -f(x ba 
=f "(x0, Yo) cosa+f" 《Xi Cos 口 
由 方 问 导数 的 定义 容易 看 到 ， 由 于 点 P(xot+ x, y+ 

人 Ly) 是 在 过 点 PCx。， 和 9) 所 引 的 射线 ! -上 ， 所 以 当 卫 一 下 所 取 
的 极限 是 单 边 极限 。 由 此 看 出 , 如 果 函 数 六 <x， 力 在 点 P 了 lx。， 
2 存在 关于 * 的 偏 导数 天 yo)， 则 A 7 在 点 卫 灌 有 乎 
行 于 * 输 ， 并 指向 正 回 ， 的 方 回 导数 为 

of + 

已 广 =f zCXo yo0) 
而 A(x，3) 在 点 P 沿 平行 于 x 轴 ， 并 指向 负 方 向 A 的 方向 
导数 为 


ee 787 NE -f/f x (CX ,> 


关于 fy(wis J) 了 世 有 类 似 的 结果 ， 一 般 地 ， 加 果 函 数 fx, y) 
在 点 P(x，J) 可 微 ， 则 函数 /lx，y) 在 点 了 沿 射线 /与 沿 
1 的 相反 方向 的 射线 A 的 方向 导数 绝对 值 相等 而 符号 相反 
这 是 因为 /与 相差 x 角 ， 所 以 /与 1 的 方向 余 芝 相 差 
一 个 符号 . 

对 于 n 元 函数 的 方向 导数 也 有 类 似 结果 。 如 果 函 数 /(x， 
7，x%) 在 点 P(x，7，%) 可 微 ， 则 函数 A(x，y，z) 在 点 卫 洛 
任 一 射线 / i 


0 0 3 本 
B= cosa+ 一 :cos 有 + COSY 


其 中 a，B，p 分 别 是 ? er 即 ¢osa, 
cosB6，cosy 是 /的 方 阿 余 嘴 。 

例 1 求 英 数 f(x，9，z)= YY 天 二 2 一 xy 在 点 了 (ll, 1,2) 
沿 与 三 个 坐标 轴 的 正 向 夹 角 分 别 为 60°, 45", 60” 的 方向 7 的 方 
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向 导数 ， 
解 ” 泗 数 # =_J(x， 》，%) 在 点 P(1，1，2) 的 三 个 偏 导数 


Js(01,1,2)= (yy r=1-2= -1, 
ff yl1, 1, 2)= (2xy— xz)| p=2-2=0 
fl1, 1, 2)= (3%:—%y) | p=12-1=11 
而 方 问 余 引 为 
二 6 1 a _ 1 加 4 四 
cosa= cos60 = 歼 ， cos 月 = cos45 = 地， cosp= co860 
_1 
可 
of as yf 
于 是 Be CoA cosB + dcosp= (DD 
1 1 1 
ey 


例 2 ” 证明， 函数 x=f(x，7) = wx?+y? 在 原点 (0,0) 


党 任 一 射线 的 方向 导数 恒 相 等 ，“ 
证 明 由 $16.1 例 5 知 ， 函 数 在 点 (0, 0) 不 在 在 偏 导数 ， 因 
此 直接 用 定义 证 明 ， 
设 /为 点 (0,0) 的 任意 射线 ， 在 / 上 任 取 一 点 (0+ 人 x， 
0+ 人)， 在 点 (0,0)? 治 射线 /的 方向 导数 为 
Of lim OO+x，0+2I) -70，0) 


下 


pel fe 
古 limV ZE im -1 

~ pp pm A 
由 了 的 任意 性 知 ， 范 数 在 点 〈0,0) 洛 任 一 射线 的 方向 导数 都 等 
于 1 ， 即 恒 相 等 。 


这 个 例 说 明 ， 函 数 可 微 是 存在 方向 导数 的 充分 条 件 ， 而 不 
是 必要 条 件 〈 因 为 这 个 函数 在 原点 不 存在 偏 导 数 所 以 不 可 微 ， 
但 存在 方 四 导数 》，。 
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二 梯 度 
我 们 知道 ， 函 数 /*，》，2) 在 点 了 沿 / 射线 的 方向 导 
数 ， 刻 划 函 数 沿 7 方向 的 变化 率 ， 在 实际 问题 中 ， 有 时 需要 判 
浙 函 数 在 点 了 沿 电 一 个 方向 增加 最 快 ， 也 就 是 说 在 点 卫 没 于 一 
个 方向 ， 方 向 导数 取 最 大 值 
为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 把 方向 导数 的 计算 公式 改写 成 向 


= 六 oF HI 7 了 - {cosa, cosB, cosy} 


由 向 量 的 数量 积 ， 把 作 x，》，z) 在 点 了 沿 /的 方向 导数 改写 
为 | 


of .of of of 
5 2 Cosp + -Bcosy 


=-{ 半 of -$C .tcosa, cosB, cosy} 


Ox ” Oy 
> 一 > -一 > 一 > 一 > 一 > 一 > 一 > 一 > 
=&.7=|gl' ilcosg)= ]5|lcos(5:7 )》 
一 -> 
即 -= | | cos(g,/ ) 


这 样 ， 方 向 导数 就 改写 为 两 个 因子 的 乘积 。 第 一 个 因子 [全 是 
向 量 5 的 长 度 ( 模 ) ， 它 只 与 点 P 有 关 ， 而 与 射线 ! 的 方向 无 
关 ， 第 二 个 因子 cos{8 ，7), 因 为 8 是 常 向 量 ， 记 以 它 只 与 
射线 7 的 方向 有 关 ， 于 是 ， 当 / 变动 时 ，cos(8,1 )》 也 变化 。 
由 此 看 出 ， 当 cos(&,7 ) = 1 时 ， 即 射线 ! 的 方向 与 向 量 8 的 广 
向 一 致 时 ， 方 向 导数 -3 取景 大 值 ， 于 是 ， 向 量 了 的 方向 是 函 
数 f(x，y，z) 在 点 了 增加 最 快 的 方向 。 

$46 


定义 ” 设 函 数 #=f(x， 3 5) 在 版 了 (wo，»， wi) 的 三 个 


偏 导数 - 祭 -，- 芒 ~-，- 革 -不同 时 为 零 ， 以 这 三 个 仿 导 数 为 坐标 


的 向 量 
[3 of of 
Lor” or” Gx jp 

称 为 函数 z=f(x，y，z) 在 点 了 的 梯度 ， 记 作 


jo of of 
gradf Ces yo 和 入 = 1 好， 7 ， 是 上 
#=/ (x, yA 上 点 Qfx， .》， 乞 ) 的 梯度 ， 可 简写 为 
1of of of 
gradf = 人 on) 


这 样 ， 函 数 在 一 点 的 梯度 是 一 个 向量 ， 它 的 方向 是 使 函数 
值 增加 最 快 的 方 铅 ， 它 的 大 小 是 函数 沿 该 方 回 的 方向 导数 。 
有 了 梯度 概念 ， 了 就 可 以 给 出 方向 导数 与 梯度 的 关系 ， 
- lgradf| cos(gradf,1) 1) 


es 孙 数 沿 射线 7 的 方向 导数 ， 等 于 梯度 在 1 上 的 
投影 。 

例 3 求 项 数 #=x +y +% 一 3xy% 的 梯度 并 问 在 哪些 
点 其 梯度 《1) 垂直 于 轴 ; (2) 平行 于 %* 轴 (3) 
等 于 零 。 

解 函数 的 三 个 偏 导 数 为 


Og Og 

= Dy%, By > ~ 3X%y 
Ox _ 2 
O% eg 


于 是 ， 葡 数 在 点 (x，)，%) 的 梯度 为 
gradg= {3x:— 99%, 3 — 3xy, 3%:— 3xy} 


(1) 在 x 轴 取 单位 向 量 * = {0，0，1ij。gradx 与 z 畏 
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垂直 相当 于 向 量 grad# 与 7 答 雪 。 由 两 个 向 量 垂直 的 条 件 (对 
应 坐标 乘积 的 和 等 于 零 ) ， 有 
3%°— 3xy=0 

即 如 二 xy 
于 是 ， 曲 面 字 = xy》 上 任何 一 点 的 梯度 都 与 * 轴 秋 直 . 

(2) grads 与 x 轴 平 行 相当 于 向 量 gradx 与 7 平行 ， 
由 两 个 向 量 平行 的 条 件 (对 应 坐标 之 比 相等 ) ， 有 

3X 一 3y% _ 97— 3x% _ 3%:— 3xy 


ee 一 一 


0 0 1 


从 而 得 方程 组 
人 0 
yx%=0 
解 得 x=y=0, 即 % 轴 上 任何 一 点 的 梯度 都 平行 于 zx 轴 。 
《3)》 要 使 梯度 为 零 ， 则 向 量 gradz 的 三 个 坐标 必须 同 
时 为 零 。 于 是 ， 得 方程 组 
x*— yz=0 
y*—x%=0 
%*— xy=0 
解 得 x =y= 5。 在 直线 x=J=x 上 任何 一 点 的 梯度 均 为 零 ， 


$16.4 复合 函数 微分 法 
求 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 统称 为 多 元 省 数 的 微分 法 。 
这 节 讨论 多 元 复合 函数 的 微分 法 。 
一 ”复合 函数 的 信 导 数 
设 z=Jf(x,，y)， 而 x，y》 又 是 的 通 数 ， 即 
X=x%(D), =f) 
复合 后 得 
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“=f/Cx(t), 02)) 

这 是 * 的 一 元 函数 ， 如 何 求 它 的 导数 呢 ? 如 果 函 数 f(x，) 是 
具体 前 ， 那 么 总 可 以 归结 为 一 元 函数 求 导 问 题 。 但 对 一 般 形 式 
的 二 元 函数 ， 这 里 有 两 个 中 间 变 量 x 与 y 。 这 就 需要 建立 二 
元 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 

定理 16, 4 如 果 函 数 x=x(，y=y( 们 在 点 1 可 导 ， 而 
二 元 函数 “=f《x，) 在 点 《x，9) = [Cx(t)，3(1)] 可 微 ， 则 复 
合 函 数 [x(?)， 了 (2 在 点 + 也 可 导 ， 且 有 


时 416. 6) 


证 明 当 自 变量 + 有 改变 量 4f 时 ， 则 函数 x=x(f)， 
2 =J( 因 相应 地 也 有 改变 量 
Sx =xCt+ x) Ay=yt +t Dy 
于 是 ，%=/(x，》) 也 有 改变 量 
Az=f xt x, y+ Ay) fx, 7) 
由 于 二 元 函数 %=f(x，y) 在 点 C(x, 四) 可 微 ， 根 据 可 微 的 
定义 有 
iz -路 Mar- 芒 +ara (1) 


其 中 当 P= wxit+ Ly 下 0 时 ，cx 一 0。 在 微分 定义 中 ，x，y》 
是 月 变量 ， 这 时 Jx:+ LI 六 0 当 x,y 是 中 间 变 量 时 ， 由 
1 坛 0 不 一 定 有 Li + LN 二 0。 我 们 规定 当 :Ax:+ Ay: = 0 时 ， 
令 <c=0， 于 是 ， 不 论 LAx:+ LJY*: 夺 0 或 Ix*:+ Ay 六 =0 (1) 式 
都 成 立 。 

对 (1) 式 的 两 端 除 以 A1 半 0， 得 


Oe 


二 le spi 


St Ox LM D < i 
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+ a (= ( 针 ) (多) + (2 (2) 


由 于 x=x(b，?=%i 在 点 t 可 导 ， 当 A1-x0 时 ， 有 
x dx Ay dy 
-AH dt ” Lt dt 


由 x(1)，y(1) 的 连续 性 ， 当 Ji>0 时 ， 有 Ix 一 0，Ay->0， 
从 而 p= vTUVzTITITT ->0， 故 a->0。 所 以 ， 当 A1->0 时 ， 有 


"和 (人 (人 


例 ] 设 %=sarctgy， 其 中 x=sini,， .y= cost， 求 -5 。 


解 。 x，y 是 中 间 变 量 ，+t 是 自 变 量 。 为 了 用 求 导 公式 ， 
先 分 别 求 对 中 间 变 量 的 偏 导数 和 中 间 变 量 对 自 变量 的 导数 ， 有 


2 of ee 

= ¢ arc tg y? By ty 

dx _ | 

-7 = 0st, Sint 
口 公式 416.67)， 有 


有 
= earc tg ycCost a — sint) 


jd 及 | 
= pim; (cost afc tg cost— sn! ) 


1+Cos'#t 
了 
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由 此 例 轩 到， 一 般 米 说 ， 中 间 变量 的 偏 导数 -人 ，- 人 / 仍 


是 中 间 变 量 x，J 的 函数 。 因 此 ，-35-，-2 中 的 x 与 ?分 别 
要 换 成 x=x(i)，y = 了 人， 

在 相应 条 件 下 ， 对 公式 〈16.5) 不 难 推广 到 三 元 函数 的 情 
形 。 设 x=fCx，y，%)， 其 中 =xfbis =》(t);%=z(2)， 则 
有 


dx of dx ,Of .dy , Of dz 


nn Gt a en 5 


dt Ox dt Oy di Oz dt 
例 2 设 w=eG~%z)， 其 中 x=!,， 7》=sint，%=cost, 求 


di 
dt " 
Du ov O08 ww Or as 
解 因为 -3 = 人 (2 hh Oy 62 
dx , dy dx _ 
> =1,~ 3 = ost, ee Sinf 
于 是 ， 由 公式 《16.7) 有 
du 


=e*(y—%)+ecost+ ersint 


dt 


=6 (nt— Cost + Cost+ sint) = 2¢’sint 
例 5 设 += 沙 荫 呈 其 中 =a y=VI4E 求 -名 


解 ” 这 个 题 的 一 般 形式 是 z=f(x， yf，x=x(t)，y= 
7? 从 。 于 是 ，x，.)g 上 是 中 音 变量， 又 是 自 变 量 , 由 公式 
(16.6) 。 有 
dz _ of dx oo dy {Ff | 


一 me 一 一 一 


dt Ox dt Oy df Ot 


Tree 霹 沁 Se 


dx te dy 加 了 
Ur 
3 dz 了 1 1 
二 本 a 1 
a pw 


以 上 讨论 的 函数 都 是 经 过 复合 之 后 是 一 元 函数 的 简单 情 
形 。 了 下面 我 们 讨论 经 过 复合 之 后 仍 是 多 元 函数 的 情形 。 
设 %=f(x, ys x=x(s, f), y= Yr, 让 ,复合 后 得 ;,? 的 


二 元 尔 数 z=fLx(s， 1)，y(s，#)])。 怎 样 求 3 5 昵 ? 


这 里 x，y 是 中 间 变 量 ，s，t 是 自 变量 。 对 :; 求 偏 导 数 时 ， 
把 + 看 作 常量 ， 这 实质 上 就 化 为 已 讨论 过 的 简单 情形 、。 只 须 在 
公式 (16.5》 中 将 导数 相应 地 换 成 偏 导数 即 可 。 于 是 ， 有 下 面 
的 定理 。 

定理 16.5 如 果 函 数 x=xts， 拉 ，y=y(s， 扑 在 点 (s，14) 
可 微 ， 备 数 x =Ax,， 37) 在 点 (x，9)= [xC9， 拉 ，y(+， 作 ] 也 
可 微 ， 则 复合 函数 %= 关 xG， 科 ，yG， 扑 在 点 (1， 让 ) 存在 偏 
导数 ， 且 

Oz _ Of Or OD 


dr Ox Or Oy oO 


ox _ Of ,0x ,Of .0. 《16.8) 


ee 


Ot: Ox ot oy ot 
网 4 设 x=xsiny， 其 中 x=o =24+1 求 偏 导数 


Ox eb 
Or’ Of * 

和 解 ” 函 数 x 是 以 x， 7 为 中 间 变 量 ， 以 % 上 为 自 变量 的 
复合 函数 ， 册 公式 〈16.8) ， 有 


oz _ Ox% Gx ,0% ae _,; 
ed a r= Sy f+xcosy*1 
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= fsin(2t+ 1) + stcos(2¢ + ;s) 


Lm | 
一 一 二 一 一 一 一 十 一 一 *， 一 一 二 Siny*s + xCOSy*2 


= TSint2f+) + 2rfcostot+s) 
O% O% 


例 5 设 z = (x +y, ~ 一 y)， 求 一 Gx 一 一 多 67" 


解 设 x=x+y， =x-y 则 > 是 以 *，? 为 中 癌变 
量 ， 以 x*，J》 为 自 变量 的 复合 函数 ， 册 公式 (16.8) ， 有 
Gs _ of .0 ao Bf ef 


Gx Ox 5 Oy 0 Gx Go 
0% Of _ Ou of or Ff OF 


Oy Ox O07 6 OF OF Or 


有 时 用 符号 和 和 ' 分 别 表示 函数 x =.Ax，2?) 对 第 一 个 中 间 
变量 x 和 第 二 个 中 间 变 量 》 的 偏 导 数 。 如 例 5 中 对 #,，v 的 偏 
导数 记 为 


To 
-= 下 Ee 


YL yo 求 -O02 ， On _Ox_ 
例 6 设 =f(x，xwy，xy%), 求 ee Fs 


解 这 里 XP XIE 是 中 间 变 量 ， 又 9 2 都 是 自 变 
是 ， 于 是 ， 分 别 有 
-这 =f + 


可 =f1 0 tfe ex tfy "x = fe + wef 
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ra on- ，， mm PE rp rp Fp 7 EE i pp. Te 4%- eee emp “br Pm tt tr a 


0. 1 | 
Df 0 +0 +f ny = 


二 一 阶 微分 形式 的 不 变性 
我 们 知道 ， 对 一 元 函数 》=Ax)， 具 有 一 阶 微 分 形式 的 不 
变性 ， 即 x 是 自 变 量 还 是 中 间 变 车 都 是 dy = '(x)dx。 多 元 画 
数 也 有 一 阶 全 微分 形式 的 不 变性 。 
设 有 有 二 元 函数 
%=/(x, ») 
当 x、2 为 自 变 量 时 ， 函 数 的 全 微分 为 
dz -总 dx + 一 :一 of 7 dy 
Oy 
如 果 x，. 为 中 间 变 量 ， 即 
X= y= 
复合 后 得 *，+ 的 二 元 孙 数 
z=fixCs, tf), Sy(:, 1)) 
避 的 全 微分 基 
dz = ds + dt 


由 复合 台数 的 求 导 公式 ， 有 


i i i. eit EE ee 


of _ ar ,xr ar. 
Of Ox 6 Oy 党 
把 它 代 入 《23) 式 ， 合 并 同类 项 ， 得 
Ox 


如 Ox 
dy= (er 一 一 -G5 十 2 ) 


OF/ Oy OF 
i 于 4) 


不 难看 到 ， 上 式 两 个 括 弧 分 别 是 函数 x=x(9 办 ，7= (7 六 
354 


的 全 微分 ， 即 


Ox 
Os 


Ox ， 
ds 十 Bt 二 dx 


于 是 


0 of 
dx+ dy (2) 


由 《1) 式 与 (2 ) 式 看 出 ， 无 论 x,，》 是 自 变 量 ， 还 是 中 间 
变量 ， 它 们 的 全 微分 形式 是 相同 的 、 这 个 注 质 岂 做 一 阶 全 微分 
形式 的 不 变性 ， 
利用 一 阶 全 微分 形式 的 不 变性 ， 我 们 可 得 出 多 元 函数 全 微 
分 的 四 则 运算 法 则 。 当 x，? 为 自 变 量 时 ， 有 
好 (十 8 = drtdyv 
d(w, 9) = 2 十 天 有 3 


dz (过 ) _ Vdau— Wdy (v0) 


区 儿 ? 


由 一 阶 全 微分 形式 的 不 变性 ， 当 #， vw 为 x，》 的 通 数 时 ， 上 
式 仍然 成 立 , 

有 了 一 阶 全 微分 形式 的 不 变性 和 全 微分 的 四 则 运算 法 则 ， 
我 们 可 以 通过 全 微分 来 求 多 元 函数 的 偏 导 数 ， 


设 s= arfctgZ ， 求 .22 6 
例 7 设 x= arct8g- 求 二 ， dy * 


解 。 设 w= 过 ,x=arctg#, 由 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ， 


353 


pe 一 pp A ee Pr er re a .1 


《xdy — ydx) 


er 必 

于 是 ， 由 定理 16.1 知 ， 
0 Oz x _. 
Ox wt’ Oy wty: 


例 8 设 z=e*7+cosxy， 求 忆 > 》 


解 ” 由 微分 法 则 ， 有 
ds = d{(e"’+ COSxy) = ds’ + dcosxy 
=e* "d(xy) — sinxyd (xy) 
=e Cydx + xdy)— sinxy(ydx t+ xdy) 
= (0 — sinxy)ydx + (e*”— Sinxy)xdy 


Ox fry 0% _ ory 
于 是 ， 三 一 sinxwy)y, = (ez ~ Slinxy)w 


$16.5 高 阶 偏 导 数 和 高 阶 全 微分 


一 涡 阶 偏 导数 
设 函 数 %“ =A(x， 在 区 域 D 内 存在 偏 导数 
x Cs 7), 和 =f 7) 


一 般 说 来 ， 9) 利 Ft 7) 仍 是 %，Jy 的 通 数 。 如 果 它 
们 还 大 在 偏 导 数 ， 则 称 x =/x， 轨 的 二 阶 偏 导 数 ， 分 别 记 和 作 


0 O% O Zt 
Ox ( Ox )= Ox? =f (xy7)， 
0 Oz \_ Os _ pn 
(3 二 = 二 of 2》) 


B73 
O f/f ON Ox _ rr 
Br ( Oy )= OxOy =f nx，J)， 
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go \、_ 0: 
本 (加) 如 -fat 


一 般 地 ， 如 果 = = Fox，)) 的 #1 阶 仿 导 数 仍 存在 偏 导 
数 ， 风 称 此 偏 导数 为 2 =/(x，y) 的 nt 阶 人 篇 导数。 二 阶 以 上 
的 偏 导数 统称 为 高 阶 偏 导数 ， 这 样 ，-53-，-5 叫做 一 阶 偏 导 

Ow 
数 。- 吕 和 ，- 末 和-， 叫 做 二 阶 混合 信 导 数 - 

由 高 阶 偏 导数 的 定义 可 知 ， 求 高 阶 偏 导数 只 是 按照 求 导 法 
则 及 求 导 公式 逐 阶 求 偏 导数 即 可 . 

例 1 求 函 数 =x'y'- xy: 的 二 阶 混合 售 导 数 。 


解 = 3x1y' —y, 流 = 9x:y: ~— 2y 


Os% 本 时 
人 3x7 ~ 22%), i 
例 2 求 函数 
5 22 
At 六 -人 半 芝 on 
xf: 十 姑 = 0 


在 点 (0 ，0) 的 混合 偏 导数 。 
解 当 w+ 车 0， 即 (x， 站 (0，0) 时 ， 有 


' TX) LON tT) 2 (x: ))) 
Cn Cr 
ei/ 2 2 4xz) 

= 了 + 和) 


下 
fyCx,7) = 二 和 


xIC— 2yCx: +y)— 2y(xt—y*)) 
Cx +)y)* 
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= ~ 2 2 2 
i a | 
而 在 点 《0 ，0) 的 偏 导 数 ， 由 偏 导 数 的 定义 ， 有 
F100, 0) =limd (0+ /Ax, 0) -/(0, 0) 


x 


二 
3 负 


同 理 ， 有 了 f',(0，0) =0。 于 是 ， 在 点 《0，0) 的 西 个 二 阶 混 
合 偏 导数 分 别 是 


ff 'yi(0, 0) _ mf 0 A7) -fs0, 0). 
Ed 


Ly 、 
| 二 2 -0] 
lim (1y)? | 
JID /Iy 
与 
Pe f ysAx, 0 -fyed, 0) 
1 Di 人 Cn fh 
(xD 
xj Se 
oe 0 =1 
di x 


由 上 面 两 例 夏 到， 多 元 函数 的 二 阶 混合 偏 导 可 能 相等 ， 世 
可 能 不 等 ， 那 么 在 什么 条 件 下 两 个 二 阶 混合 偏 导数 相等 呢 ? 有 
下 面 混 合 偏 导数 的 换 序 定理 : 

定理 16.6 设 函 数 %=f(x，) 在 点 P(x。，%) 的 某 邻 域内 存 
在 二 阶 偏 导数 /wyCx， 7)，f "ya(x，》), 旦 它们 在 上 PCxoyyo) 
连续 ， 册 

人 0) (si) 
证 明 ”由 二 阶 偏 导 数 的 定义 ， 有 


fro, go) = im ut A, po) -fs (xo, Fo). 
| x 
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人 


Fw， 0) = lim 
7 


fxot Ax, YIt Ny) -fxot sx, 7,) 
Ly 


"ys 0) im fh 
于 是 
了 07》 =lim Tim 


Af x A 


frst Ix yo t LA9) fxot Nx, 一 Fax pot Ay) +f x 9) 


LxcTy 
(1) 
令 A=f xt Ax, Ft A fet x 0) — fx + 
Sy) tf Xo 0) 
设 Gx) = xr, It Ay) ~ (x 为 ) 
则 A=p xt x) px) 


因为 人 在 所 Plx,, },) 的 邻 域内 存在 一 阶 偏 导 数 ， 所 以 
一 元 函数 gp(*%) 在 点 % 与 加 + Lx 之 疗 可 导 ， 册 拉 备 朗 日 中 
值 定理 ， 有 

A=p x tA x) cr= [x+DLfx H+AD 

厂 0 tOIx, HIAx, 0<0<1 

鼎 题 设 ， 一 元 区 数 (3) =f "(xst+0Ax， 在 点 79 与 %+ A 
之 闻 可 导 ， 由 拉 格 妆 日 中 值 定 理 ， 有 有 

A=Cf' xt x, Tt sy -fm thx, ys)] x 

=f "(x tox THO NIA x 0<0.<1 

由 于 f"y.(x， 2) 在 点 PCx 连续 ， 将 上 式 代 入 〈1) ， 得 


了 0 =lim lim 


x 一 自 J" 


fxot x, Vt sy) —f xot x, 9) —f x0 Pt AA) + 大 xu) 
L1x-y 
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Dt mapeyrwervnrope Arainergsa ce ， RE Ws 


= lim lim fy Xo tA x, Jo+ O21)) 


=f" a Yo) 
BT fC J Cs 为) 口 
由 高 阶 偏 导数 的 定义 知 ， 二 元 函数 %=f{x, 四 的 2 阶 偏 
导数 共有 2" 个 ， 如 果 2” 个 # 阶 偏 导数 都 连续 ,每 个 2 阶 混 
合 偏 导数 经 过 交换 次 序 ， 总 可 化 为 ”555 的 形式 ， 其 中 


k=0, 1， 2， ""…， 了。 
求 复合 前 数 的 高 阶 偏 导数 ， 可 以 应 用 链 锁 法 则 .。 
例 3 设 x=f(x, 7),x = (pti)， =W(5, 人 ), 求 信 芝 


解 fe +f yy = 六 op + 
求 二 阶 偏 导数 时 ， 要 注意 三. 与 请， 都 是 中 间 变 量 x 与 7 的 
二 元 函数 ， 有 
SO te tf 
Pp" +f" ,sp,] +f yp" 2 
例 4 设 z=Flx， 7) 7=f(x), 求生， 


解 -= + 下 PCx)》 


di% 
dx 


= 下"x Pf Cx) + LCF + Ff (ye 
fx) r F'sf "(x) 

= FP" tPF yf (x) + Pyef C(x) + F's 
5 广 (x) + Fyf (x) 

如 时 EF" yl .77 下 -sos 连续 ， 但 


5 二 下 "2 (xX) pe Cx) 
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中 F'sf "(x) 


二 高 阶 微分 


我 们 知道 ， 刘 果 函 数 X=f(x， 儿 在 点 《x， 力 存在 连续 的 
偏 导数 ， 则 z=A(x，3》 在 点 Cx，) 可 微 ,， 且 dx =f'.(x，》) 
dx+f'y《x，2》)4y， 共 中 x， 的 改变 量 dx，4dy 与 点 (x，J) 
无 关 ， 而 . 广 :(x，))， 太 5(x，7) 还 是 x, 2》 的 函数 ， 因 上 此， 全 
微分 dx 仍 是 >x， J 的 函数 。 如 果 dz 可 微 ， 它 的 全 微分 
d(dz)， 称 为 函数 z= 了 f(x，2) 的 二 阶 微分 ， 记 作 4d?%x， 类 似 地 
二 阶 微分 的 全 微分 ddzx) = dx 称 为 x=f(x, J) 的 三 阶 微 
分 ， 一 般 地 

定义 ”如 果 函 数 xs = /wx， 力 在 点 (x,》) 存 在 直到 r(x>> 
1) 阶 的 连续 偏 导数 ， 则 它 的 *-1 阶 微分 的 全 微分 ， 称 为 %= 
fx， 7) 的 1 阶 微分 ， 记 作 

dw= d(d"-ix) 

dz 称 为 x 二 f(x，) 的 一 幅 微 分 ， 高 于 一 阶 的 微分 统称 为 
高 阶 微分 。 

由 是 义 知 ， 求 高 险 微 分 就 是 逐次 求 微 分 ， 需 要 注意 的 是 ， 
在 计算 过 程 中 把 4x，dy 看 作 常量 ， 而 fx,， 9 (xy) 
是 x， 2 了 的 函数 ， 

为 了 推出 高 阶 微分 的 一 般 公 式 ， 我 们 先 观 察 一 下 x =f(x， 
了 的 一 、 二 、 三 阶 微 分 

d% = dx+ ——dy 


d:%» = d(d%z)= A gx 十 2 gj 
3 dx + 部 ) et( 寻 dx+ 


5 4 ) dy 
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= .dead + 2- dxdy+ < Sdy 


三 阶 微 分 ， 经 计算 整理 得 
dw = d (dz) = Sh dx! + 3 dd 


a 
+ 3 Br + dy 


虽然 dx，d*s，d'x 越 来 越 复杂 ， 但 是 ， 不 难 发 现 它们 很 
有 规律 ， 类 似 于 二 项 式 展开 。 为 此 我 们 引入 算 符 概念 。 


例如 ，- 了 -是 一 个 算 符 。 算 符 -将 函数 sinx 变 成 人 sinx 
= Cosx, 算 符 -六 将 函数 arctgx 变 成 -六 -arctgx= 一 革 二 
算 符 -4 将 函数 f(x) 变 成 - f(x) = 太 (x)。 
0 0 0 
再 如 ， -Dr ， -等 也 是 工人 符 。 算 符 -去 - 将 函数 ln(1+ 


Xx) 变 成 -1n(1+%y) = 之 算 符 一 一 7- 将 函数 ln(1+ 


人 


O 
Xy 变 成 了 ln(1 + = Ty 算 符 二 一 | -将 机 数 


f(x， 分 别 变 为 豆 - 用 x， 力 =/ (x 办 与 部 J = 


f yx, .7) 
当 将 dx 与 2 看 作 常数 时 ， 将 


(a + 心太 ， 


按 二 项 式 公式 展开 ， 是 x+1 项 4 阶 算 符 的 和 。 例 如 ， 当 #= 
3 时 ， 是 
362 


。 -一 -一 2 


or 一 一 -一 


(ez 志 + 四 机 


sp + 3dxdy 2 2 
Ox Ow0y OxOy: 


a0 

+ 本 

于 是 ， 二 元 函数 =/(x， 儿 ) 在 点 (x， 力 的 微分 Za，dzy ar 
可 用 算 符 简单 记 为 


ds= (dx td) 


ds (dx + 4 ) f 


和 0 0 Y! 
dx = (dx 本 + ff 
A 5 《zs#>>3) 阶 微分 是 


d "% = (dx et 享 ) ff 


. Be 
= Cidx'dy "Ox'Oy"-t 
同一 元 复合 函数 一 样 ， 设 =f(x, J)，xw=x(s， 介 号 了 = 
y(t， 四， 即 x 是 二 元 复合 函数 。 这 时 dx 与 4 是 + 与 1 的 
函数 。 一 般 来 说 ， 高 阶 微分 不 再 具有 微分 形式 的 不 变性 。 但 
是 ， 如 果 x 与 了 都 是 上 的 线性 函数 ， 那 么 dx dy, 2 
都 是 0 ， 从 而 高 阶 微分 仍 具有 微分 形式 的 不 变性 。 


$16.6 泰勒 公式 


在 全 油分 的 应 用 中 ， 我 们 曾 指 出 ， 二 元 函数 x&=./x， 妨 在 
一 点 容 在 全 微分 ， 其 意义 是 在 这 一 点 的 小 邻 域内 可 用 线性 函数 
近似 代 车 这 个 函数 ， 但 是 在 某 些 实际 问题 中 ， 用 线性 孙 数 代 准 
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精度 不 够 ， 需 要 用 高 次 多 项 式 代 埠 这 个 函数 。 这 就 是 本 节 讨 论 
的 二 元 范 数 的 泰勒 公式 。 

我 们 先 复习 一 下 一 元 酒 数 的 泰 蔓 公式 ， 如 果 通 数 =/(x) 
在 点 x 的 荣 邻 城 或 内 存在 直至 #+I 阶 导数 ， 则 对 此 部 域内 任 
意 x; 有 

f x) = fx0) +f (x) Cx x,) + Cr 


0 < fnew + OI x) 4 
(x 一 X0) ”十 ET {x Xo) 


(0<0<1) 
为 了 书写 方便 起 见 ， 令 x 一 x,= Ax， 自 变量 的 政变 量 作 x* 
等 于 它 的 微分 4x， 即 LIx =dx。 于 是 
fx -x)= (x dx = 4 (x) 
fx wf " Cx) dx = dx) 


过 遇 浸入 雪 扫 


于 是 ， 厅 勒 公式 可 简写 为 
f (x) = (Cx) + df (xo) + 中 
1 ，。 1 m+! 
4 "f(g ) DT f(xo+ Ax) 
(0<0<1) 
下 面 讨论 二 元 函数 的 素 蒜 公式 。 其 方法 是 通过 适当 的 变换 
把 二 元 隔 数 化 为 一 元 函数 ， 开 利用 一 元 透 数 的 泰勒 公式 得 出 二 
元 冰 数 的 泰勒 公式 ， 
定理 16.7 ”如果 函数 x=f(x， 3 在 点 PCx，3) 的 其 邻 


域内 存在 直至 *+1 阶 连 续 偏 导数 ， 则 对 此 邻 域 内 任意 一 点 
Plx, 7)= Pilxo+Ax, jot+ AYy)， 有 


Cr 2 二 《和 0) 十 uf Cs 70) 十 dC .0) 十 
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1 机 1 s+ 山 
Se fo rT Cm -Ax, y+ 01)) 


(0<0<1) (16.9) 
分 析 为 把 二 元 函数 转化 为 一 元 函数 ， 点 P。 暂时 夯 定 ， 
联结 点 P， 和 了 ， 得 线段 P,P， 设 它 的 参数 方程 为 
X=xtiAdx, y= +ty 《0 和 1 入 1) 
当局 限于 线段 P,P 上 考虑 二 元 函数 时 ， 二 元 函数 就 变 为 关于 
变量 1 的 一 元 函数 
pH) = x tt Ax, y+tty) 
于 基 ， 当 4=0 时 ，g(0) = (Ws be 即 对 应 于 点 Pu 当 1=1 
时 ， gp(1) = 六 xn 二 LAx， 为 二 LA] =f (x, 9》), 即 对 应 于 点 了 ， 
这 样 f(x, 在 点 了 的 值 变 为 p(t) 在 点 := 1 的 信 ， 利 用 9(1) 
的 一 元 泰勒 公式 ， 即 可 得 f(x，2》) 的 二 元 泰勒 公式 . 
证 明 在 点 P(x。，%%) 的 邻 域内 任 取 一 点 PCxo+ Ax,%+ 
A7)， 设 线段 P,P 的 参数 方程 是 
x = x tAx, y= tt (0KtE1) 
将 参数 方程 代入 函数 j(x，y) 中 ， 得 变量 + 的 一 元 函数 
gH =f Cx, 9) =f xot tAx, y+tA)) 
因为 作 x, y) 在 点 P。 的 邻 域内 存在 直至 *+1 阶 连 续 偏 导 
数 ， 所 以 函数 2{( 轨 在 〔0, 1] 上 也 存在 x#x+1 阶 导 数 。 于 是 ， 
9() 在 点 上 = 0 可 展 成 一 元 泰勒 公式 


gt) = 0)+d900) + 0 ) + tp (0) 


1 是 十】 
pT zt (0 <0<1)., 
在 上 式 中 , 令 f=1， 得 


fx, 9)=900) + dp( 0 + 下 429(0 ) i 


1 时 1 和 十 】 
or pt0) Ta dtig(t0) (0<0<1) 


(1) 
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现在 具 要 把 gp(1) 及 其 各 阶 微分 用 f(x，2) 及 其 各 阶 微分 表示 
出 就 可 以 。 

因为 参数 方程 的 x 与 ?是 关于 十 的 线性 亢 数 ， 由 上 上 季 知 
道 ， 函 数 fx，2) 的 高 阶 微分 其 有 形式 的 不 变性 ， 即 


Zig(D= (dx _0 17 2 (wot tf x, yo tty) 
了 Ox ) Cy 0 0 - fa 2 


当 t= 0 时 ， 有 
| 本 0 3: 9 _ 一 £ 
a a ) foes 7) = 4 (x0 


其 中 k=0,1,2, “> dx 入 ) = J0), | t= 时 ， 
有 
外 十 】 二 器 人 和 
d "tp(0) = (ax 六 + 四部-) f(x tOAx, St04y) 
= df(x + A x, y+ 8)) 
于 是 ， 二 元 团 数 % =f/(x, JJ 在 点 Pet wis 7 的 泰勒 公式 是 


fx, 7) =f x Fo) + df Xo, Yo) + py) TT 


1 ya ， 1 人 i+ 1 
ed 2.) tr 1 IC 十 


bx， 为 +0c277) 0 
在 泰勒 公式 {16.9) 中 ， 当 *=0 时 ， 有 
fx, F=f ro I) tadf xo todx, y+047) 
即 foxet Sx, ot HI) =f xo, Fo)+f ex tOAx, 加 + 
GAT Ax + yxot OSAx, yot+0Ay) A 
《0 <0<1) 
当 %= 1 了 时， 有 
fxot Axy, Pt A =f 0 I + Ko J) Ax+f sx, 
J) Ny ttf "lx tOAxy +O A x + 2 "oy (Xst+ 


Ox, H+O0Ay) Ax dAy tf "yar tO x, +0Ay) IY} 


366 


(0<0<1T) 《16. 10) 

我 们 知道 ， 用 一 元 函数 的 内 勒 公式 ， 可 对 了 廿 数值 近似 计 
算 ， 回 样 ， 多 元 函数 的 泰勒 公 式 也 可 对 多 元 范 数 的 冰 数 值 作 近 
似 计算 。 

例 计算 0.97" 必 的 近似 值 

解 ” 容 易 看 出 ， 我 们 所 要 计算 的 是 二 元 函数 f(x, = 
?在 点 《0.97,1.05) 的 值 。 取 x=1， 和 =1，<x= 一 0.03,7 
=10.05。 将 函数 大 x， 困 = x? 在 点 《xxo，.%) =(1，1 ) 肛 成 泰 
勤 公式 可 算出 0.97"“ 的 近似 值 ， 展 开 式 中 的 项 数 您 多 精确 度 就 
愈 高 。 我 们 只 取 到 *= 2， 即 


(1+ Ax) tds fl, 1)+Zriy 1) + 1,1) 


《2) 
为 此 我 们 先 算出 .所 x，.?) = x 的 一 阶 与 二 阶 偏 导 数 在 点 ‘1 ， 
1》 的 和 值 ， 即 
jr Dw C1 1}= 1 
Ym YL T= 
oyu mn Lo 1)=0 
fax, FI 1) fa ls 1)=0 
fx HF) = tr nx fel 1, 1)=1 
Salty JER at Ls LYS0 
从 而 右 
dfiy， 1)=f "1, Ax+f yl, 1)Ay =1x( 一 0.03) 
+0x0.05= -0.03 
dl a ld 1 AxAdy + 
fy, 11) 
=0x(- 0.03)° + 2x (~ 0.03)x0,05+0x 
《0.05)2 = 一 0.003 


将 六 ti) df(1,1),， A431,1) 代 入 (2) 式 得 
0.97505=1 -0.03 一 0.003=0.967 
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$16.7 极 值 


多 元 函数 的 极 值 是 多 元 函数 微分 学 前 一 个 重要 应 用 。 本 市 
主要 讨论 二 元 函数 的 极 值 ， 

定义 ” 设 涵 数 z=f(x， 2) 在 点 PCxo JJ 的 某 邻 域内 有 定 
义 ， 在 此 邻 域内 任意 点 了 C(x， 》)， 如 果 有 不 等 式 

fx, PEI 7) Rx, Pf Xa 1) 

则 称 函 数 z=f(x, 7) 在 点 了 取 极 大 值 f(x %) 或 极 小 值 
fle 960); 点 PICxe， .yo) 称 为 极 值 点 。 

由 极 值 定义 固 到 ， 极 值 与 最 大 、 最 小 值 不 同 ， 前 者 是 局 部 
概念 ， 而 后 者 是 整体 概念 ， 

下 面 我 们 给 出 函数 /(x， 2》 在 点 P(x，.) 取 极 值 的 必 
要 条 件 。 

定理 16.8 ”如果 函数 fx， 在 点 Ptxo，.%) 可 微 ， 且 在 
点 Plxo， .yo》 取 极 值 ， 则 

fx $0) =0, fy(x0 y=0 

证 明 我们 不 妨 设 函数 x, 2) 在 点 了 (x%， 1) 取 极 大 
值 。 根 据 极 大 值 的 定义 ， 存 在 点 了 的 某 邻 域 ， 在 此 邻 域内 任意 
成 《x， 四， 有 

fx, I ESN 1) 
因而 在 此 邻 域内 固定 》=.%; 即 在 平行 于 x 辊 的 直线 y= 加 上 任 
何 一 点 ， 也 有 
flxs HH) ESN JJ) 
即 x 的 一 元 消 数 p(x) =f《x， 加 ) 在 点 x 取 极 大 值 ， 又 f(x%, 
2 在 点 P 可 微 ， 所 以 存在 偏 导 数 。 于 是 ， 根 据 一 元 函数 取 极 
值 的 必要 条 件 ， 有 
Tp' x) =f ‘v(x Jo = 人 0 
同 理 有 
p90) = 六 yx yo =0 
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re -CC 


即 wo 30) =0, yx Fo)=0 D 
我 们 把 满足 方程 
人 p=0 
fylx, ))=0 
的 点 (x, )， 称 函数 f(x，2》) 的 稳定 点 ， 
定理 16, 8 说 明 ， 如 果 函 数 Ax，》) 在 上 成 (x,，%9) 可 微 ， 旺 
点 (wo) 是 f(x,， 4) 的 极 信和 点 ， 那 么 点 CG、，20) 必 是 flx, 
的 稳定 点 ， 但 反之 未 必 。 例 如 ， 画 数 f(x，2) = 六 令 
fxs 1) ===0, f'y(x, =x=0 
有 唯一 的 稳定 点 (0 ，0 ), 但 它 不 是 极 值 点 ， 这 是 因为 (0 ， 
0 ) =0 而 在 点 (0 ，0) 的 任 一 邻 域 内 ， 一、 三 象限 点 (%， 
7 了) 的 函数 值 f(x， 之 0, 二 、 四 象限 点 〈x， 力 的 画 数值 ./x 
之 0， 认 以， 点 (0 ，0) 不 是 极 值 点 ， 
那么 在 什么 条 件 下 ， 通 数 的 稳定 点 才 是 极 值 点 呢 ? 于 是 有 
下 面 充分 性 的 定理 。 
定理 16.9 设 函 数 *=f(x, JJ) 在 点 Pews 加) 的 某 邻 域内 
存在 连续 的 一 阶 和 二 阶 仿 导数， 并 设 A=f "s(xos 各)， 了 = 
yo 加)，C = zxo 0)。 叉 点 了 是 f(x， 四 的 稳定 点 ， 
有 
(i) 如 果 如 -AC<0， 则 A(x，7) 在 点 P 取 极 值 ， 当 4 
<0 (或 C<0) 时 ， 取 极 大 值 ; 当 4> 0 (或 C>>0)》 时 ， 
取 极 小 值 。 
(ii) 如 果 B: 一 4C> 0， 则 六 x, 在 点 了 不 取 极 值 。 
(iii) 如 果 B: -AC= 0, 则 f(x, 少 在 点 了 可 能 取 极 值 ， 
也 可 能 不 取 极 值 ， 
证 明 在 点 P(x,，，y,》 的 邻 域 内 任 取 一 点 (xse+ LA 二 
ZY)， 由 察 勒 公式 〈16.10》 ， 有 
fxret Lx Pot AA)—f xo 10) =f "(Ny J) Ax + 


J) Ny + 5 falxot OA, Ft OA A + F'sy xat 
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+ ri rar re ear re 。- 


GIAx, FF OI AxAy + re(xo+rDx， 加 +0LAI) LAI 
(0 <0<1) (1) 
BP 7)， 了 yalx，7) 在 成 (x6 加 》 连 
续 ， 有 
fx tA x P+OANY = "xo 加) 十 所 = 十 二 
于 
"yxot tA x, WtONY)=f "a xe, 加) 十 5 二 让 十 全 
其 中 so &，a5 是 当 JJx 一 0 与 4 0 时 的 无 穷 小 量 。 又 点 
的 格 是 点 雇 丈 天 二 0 二 人 
3 = 0。 于 是 ，〈1)》 式 可 配 为 


fxot x, yot 7) -f(x 7)= SCA + 2BAxAyt+ 


CY) + eA! +t oerAy + eAy’) 
由 于 &,，e;，2s 是 当 了 x 一 0 与 LT 0 时 的 无 穷 小 量 ， 所 以 
上 式 右 端 亏 (srqx:+ 262JxAy 250 是 Ax:+ -2 的 高 阶 无 


穷 小 ( 当 JIx-> 0 与 yr 时) 。 于 中 
As=f xot Sx, pot sy) -fx Yo) 


= F(ASr: + 2BAIxAy + CAy) + 0(p') (2) 
其 中 p= vAxi+AY 、 当 A 六 0 时 ， (2) 式 可 改写 为 


fz = 二 并 {(4Ax+BL1)24+(4C- B')Ay:) + 0(p0:) 


令 M=-s ASNx+ BA + (AC- BA (3) 


由 于 ofp?) 是 P= Ix:+ .Ay 的 高 阶 无 穷 小 ， 所 以 当 | Las 与 
1 人 yl 充分 小 时 ， x 的 符号 由 好 决 定 ， 即 A% 的 符号 与 并 的 
符号 一 致 。 而 前 的 符号 是 由 及 ~- AC 与 4 的 符号 所 决定 。 
(i) 当 性 -<C<0 时 ，4 与 5 都 不 能 为 零 ， 且 4 与 C 
同 号 。 这 时 因为 《3 ) 式 花 揪 号 内 的 数值 恒 为 正 ， 故 昼 与 44 同 
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号 。 所 以 当 4>0 时， 有 MH>0， 即 Ls 之 0。 于是， 出 极 值 
的 定义 ， Se 3》 在 碟 (wo 6》 取 极 小 值 ， 当 4 二 0 了 时， 
有 愉 < 0， 即 4xz< 0， 于 是 ,%=f(x,Y) 在 点 (xe，.) 取 极 大 
值 。 

(ii) 当 B:- 4C>0 时 ， 我 们 分 三 种 情况 讨论 ， 

(1) 当 4 关 0 时 ， 设 4> 0。 一 方面 ， 取 ALA) 三 0， 总 


存在 -fx = -一 4， 使 4Jx+ BJAy=0， 对 这 样 的 Ix, Ay， 


由 《3 ) 式 ， 有 < 0， 即 攻 zx 于 03 另 一 方面 ， 取 <Y = 0， 对 
任 一 4x， 由 (3)》 式 ， 有 对 > 0， 即 4x>0。 这 说 明 ， 在 所 
《x,， 为 ) 的 邻 域 内 Aw 改变 符号 ， 于 是 ， 斤 x，.)) 在 所 《x 
Jp) 不 取 极 值 。 同 理 可 证 4< 0 时， 志 不 取 极 值 。 

《2) 当 刀 =0 时 ，C 六 0， 《3 ) 式 可 变 为 


M = 3 {(BAx + CA) + CAC-B:)Ax!} 


这 时 同 (1 )》 的 讨论 完全 一 样 ， 无 论 C>0 还 是 《< 0, 都 不 
取 极 值 . 
(3) 当 4=C=0 时 ,由 《2)》 式 有 
Lz = 了 BAxTy+Of0z) 


显然 ， 当 Ix 或 人 7 改变 符号 时 ，Lx 也 改 变 符号 。 于 是 ， 
f(x， 在 点 《xo，.) 不 到 极 值 . 
(iii) 当 B:- AC=0 时 ， 不 能 断定 A(x， 在 点 (xyo) 
能 否 取 极 值 ， 需 要 进一步 讨论 。 全 如， 函数 z= (x?+ 产 ): 在 后 
(0 , 0) 下 极 小 值 : 函数 z= 一 (x?+2”)! 在 点 (0 ，0》 取 极 
大 和 值 ;函数 z=xy? 在 点 (0 ，0》 不 取 极 值 。 但 是 它们 在 点 
(0，0) 都 有 B:- 4C=10。 口 
由 函数 取 极 值 的 必要 条 件 和 充分 条 忻 ， 现 将 求 二 元 函数 
%=f(x,，y) 极 值 的 步骤 归纳 如 下 ; 
1。 解 联 立 方程 


371 


区 于， Te i pd er pp PR 
ms v Es pp ge te ~ ap er .ppp i 1 1 


下 
‘f(x, 7)=0 
求 所 有 稳定 点 ， 设 点 (xo。 2%) 是 它 的 一 个 稳定 点 。 
2， 求 二 个 二 阶 偏 导 数 在 每 一 个 稳定 点 (x。， 0) 的 值 。 设 
ep me Ws tn Ge i 
3. 由 B:- AC 与 4 (或 C) 的 符号 ， 按 下 家 判定 是 否 
取 极 值 ， 如 果 取 极 秆 是 取 极 大 值 还 是 到 极 小 值 : 


例 1 求 画 数 x，2》) = 4(x 一 -x?- 的 极 值 . 
解 解 方程 组 
We 7)=4-2x=0 
fx = -4-2)=0 
解 得 稳定 点 为 (2, - 2)。 求 三 个 二 阶 人 篇 导 数 
fx, = -2 f "x, 3)=0, f"yalx, 3)=—2 
它 在 稳定 点 (2, -2) 的 值 为 
A=f"(2, -2)= -2, B=f'"y(2, -2)=0, 
C=f "ya, -2)= 一 2 
因为 Br- AC=0-(-2)x(-2)= -4<0, A= -2<0, 
以 f(x，2) 在 点 (2， 一 2) 到 极 大 值 ， 其 极 大 值 为 /(2， -2) 
4(2+2) ~ 4—4=8, 
例 2 确定 函数 f(x，2) =x 一 站 + 3x'+ 3y* 一 9x 的 极 什 


解 ” 解 方程 组 
[fx, =3x+6x—-9=0 (1) 
Le 1 = — 3):+67=0 《1) 


解 得 稳定 点 为 
(1, 0), (1, 2), ( —3, 0), (~ 3,2) 
三 个 二 阶 偏 导数 为 
fx, 7)=6x4+6, fx, 7) =0, 
f "yx, J) = — 0)+6 
下 面 分 别 判定 在 每 个 稳定 点 上 上 B:- AC 的 符号 ， 
点 (1,0) ,B- 4C= -1t2x6<0，4=1i23>0， 是 极 小 值 
点 
点 〈I1，2)，B:- 4C=-12x(-6)>0， 不 是 极 值 点 
点 【-3，0) ，B- .4C= -(-12)x6>>0 不 是 极 值 点 ; 
点 (-3，2)，B8:- AC=—-(-12)x(-6<0, A=-1 
<0, 是 极 大 值 点 。 
同一 元 函数 一 样 ， 可 利用 函数 的 极 值 求 某 些 函数 的 最 大 值 
和 最 小 值 。 如 昌 二 元 函数 f(x，》) 在 闭 区 域 D 上 连续 ， 并 且 
存在 一 阶 和 二 阶 连 续 偏 导数 。 我 们 知道 ，f(x,7) 在 D 上 必 能 取 
到 最 大 值 和 最 小 值 ， 而 且 可 由 f(x, 外 在 D 上 所 有 极 仁 称 它 在 
边界 上 的 最 大 值 、 最 小 值 相 比较 而 求 得 . 
例 3 求 函 数 f(x， 7) =v4- x 一 六 在 图 域 x*+y* 必 1 上 


的 最 大 值 ， 
和 解 ” 先 求 极 值 。 解 方程 组 


一 区 
SO 


| ps AR 
， .六 (xy 7) i 0 


解 得 稳定 点 (0 ，0) 三 个 二 阶 杞 导数 为 


2 
之 2 PE Rk 了 = 


(1 _ 
_ x2( x >») CI wi 


一 XY 11 Ny 2 一 二 
Cv fl rr 


在 点 (0),B:- 4C= (~ 学 )x(- 土 )= - 工 <0,4<0, 故 


取 极 大 值 ， 极 大 值 为 f(0，0)= 2， 

其 次 在 区 域 的 边界 上 上 ， 即 圆周 x:+ 姑 =1 上 上, f(x, 2) 的 
值 恒 为 3， 

综 上 讨论 ， 所 给 函数 f(x， 在 点 (0， 人 0 取 最 大 值 2， 

上 而 我 们 虽然 给 出 了 求 最 大 信和 最 小 信 的 一 般 方 法 。 但 在 
一 般 情况 下 求 二 元 菠 数 在 区 域 和 的 边界 上 的 最 犬 值 和 最 小 值 是 很 
复杂 的 ，。 如 果 在 某 些 实际 问题 中 ， 根 据 实 际 问题 的 性 质 ， 可 坟 
断定 通 数 在 区 域内 部 取 到 最 大 值 〈 或 最 小 值 》 ， 又 杭 数 在 区 域 
内 只 有 一 个 稳定 点 ， 那 么 函数 在 该 稳定 点 一 定 取 最 大 值 (或 最 
小 值 ) ， 

例 4 将 正 数 4 列 为 三 个 非 负 数 的 和 ， 问 这 三 个 数 各 为 多 
少 它 们 的 乘积 最 大 ， 

解 ” 设 其 中 的 两 个 数 为 x，y， 则 第 三 个 数 为 4 一 x*-》， 我 
们 的 问题 是 求 二 元 旺 数 

fx, 2) =xy(a— x—y) 


在 闭 区域 D= {(x, 37) x+.7 委 ay 
x 之 0,，3》 记 0} 上 的 最 大 值 ， 闭 区 域 
DD 是 由 两 个 坐标 轴 和 直线 x+y=4 
所 围 成 的 直角 三 角形 (如 图 16. 6). 

因为 f(x, 在 DP 上 连续 ， 故 
在 DP 上 能 取 到 最 大 值 ， 显 然 ， 在 上 D 
的 边界 上 ， 有 /xx，7) = 0。 而 企 D 
内 的 任 一 点 C(x， f(x， 2) 之 0， 图 16.6 
故 f(x，2》) 的 最 大 们 在 DP 内 取 到 。 


解 方程 组 


Fe y= ar— 3x1— =0 
Las 全 
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即 {4-2x-y=0 
\ 4—2)—x=0 

解 得 了 内 喀 一 稳定 点 ( 生 ， 卫 )， f(x，2) 在 点 (所 ， 各 ) 一 定 芭 
到 最 大 值 。 即 将 a 三 等 分 时 ， 它 们 的 乘积 最 大 ， 

例 5 在 半径 为 2 的 圆 的 内 接 三 角形 中 ， 求 面积 为 最 大 的 
三 角形 。 

解 设 三 角形 ABC 为 圆 的 任意 内 接 三 角形 ， 三 角形 的 三 
个 顶点 4，B，C 分 别 与 加 的 中 心 0 相连 接 。 把 三 角形 4BC 
分 成 三 个 小 三 角形 A30,， BCO， 
CC4O0O( 克 图 16.7》。 设 中 心 前 
ZAOB=0, 一 BOC=o 则 一 CO4 
= 2z- (b+%)。 由 三 角 学 知 , 三 个 
小 三 角形 的 面积 分 别 为 


Te sing, 下 sing, 图 16.7 
到 cssinC2z (0+ 9) = a sin(0 + p) 


于 是 ， 我 们 的 问题 是 求 二 元 函数 
109, Pp) = 可 atfsing +Sinp -sin 人 (+o)) 


在 区 域 六 = {(9，0%) 0<0 和 r，0 丢 9 委 r， 0<0+9< 矢 2r} 上 的 
最 大 值 。 由 于 /(9， 9%) 在 闭 区 域 D 上 连续 ， 它 在 PD 上 能 取 到 最 
大 值 ， 又 A(9，w) 在 PP 的 边界 上 的 值 为 零 ， 即 当 8= 0 或 p = 
0 或 8+g=27x 时 ，f(9，8)=0， 所 以 只 能 在 DP 内 部 取 最 大 
值 ， 解 方程 组 


三 (0，9) = 到 azfcosg ~ cos(O + vw)}=0 


\f', (0, y) = {cosp— cos(0+9)}=0 


解 得 9= p= 字 ， 即 内 有 唯一 稳定 点 (等 ， 等 )， 于 是 ， 它 在 
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de 


该 稳定 点 取景 大 值 了 (等 ， 畦 ) = 3 妆 半 ex。 邢 内 接 正三 角形 的 


面积 最 大 ， 其 面积 为 3 3 4 


1 。 重 点 及 要 求 

本 章 的 重点 是 偏 导数 、 全 微分 及 复合 函数 的 微分 法 。 要求 
读者 搞 清 偏 写 数 的 定义 及 其 几何 意义 ， 熟 练 地 掌握 多 元 函数 的 
微分 法 ， 尤 其 要 正确 掌握 求 复 合 函 数 高 阶 编 导数 的 方法 。 要 和 漠 
清 可 微 、 偏 导数 、 连 续 三 者 之 闻 的 关系 以 及 方向 导数 与 偏 导数 
之 间 的 关系 。 作 为 多 元 函数 微分 学 的 上 应用， 掌握 求 极 什 的 步 又 
及 会 求 某 些 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

2 。 内 容 概要 

我 们 应 用 一 元 函数 在 一 点 导数 概念 ， 由 二 元 函数 在 一 点 的 
偏 改 变量 ， 引 入 了 二 元 函数 在 一 点 的 偏 导数 。 二 元 函数 的 偏 导 
数 是 函数 固定 一 个 变量 关于 另 一 个 变量 的 变化 率 ， 即 二 元 函数 
沿 平行 于 x 轴 及 》 轴 方 向 的 变化 率 。 它 实质 上 是 两 个 特殊 的 
一 元 短 数 的 导数 ， 即 把 二 元 函数 分 别 看 作 x 的 一 元 函数 (固定 
3?)》 和 的 一 元 函数 (固定 *》 的 导数 ， 所 以 求 偏 民运 算 与 求 
导 运 算 没有 本 质 的 差别 。 

由 偏 导数 的 定义 知 ， 二 元 函数 在 一 点 存在 两 个 偏 导数 ， 不 
能 反映 函数 在 该 点 邻 域 全 面 变化 情况 ， 所 以 偏 导 数 与 连续 的 关 
系 是 : 二 元 函数 在 一 点 存在 两 个 偏 导数 ， 但 它 在 该 点 不 一 定 连 
续 ; 反之 连续 也 不 一 定 存在 偏 导 数 。 

多 元 函数 的 全 微分 ， 刻 划 了 范 数 在 一 点 邻 域 的 全 面 变化 情 
况 ， 可 微 与 偏 导数 的 关系 是 ， 可 微 必 存在 偏 导数 ， 但 存在 偏 导 
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致 未 必 可 微 。 如果 存在 连续 含 导数 ， 则 一 定 可 油 . 

函数 在 一 点 可 微 ， 那 么 通 数 在 这 一 点 的 改变 量 可 用 它 在 这 
一 点 的 全 微分 近似 代替 ， 亡 以 应 用 全 微分 可 以 近似 计算 函数 在 
一 点 的 函数 信 ， 

多 元 函数 在 一 点 连续 、 存 在 偏 导 数 ， 可 微 之 闻 的 关系 列表 
如 下 


多 元 函数 的 方向 导数 是 刻 划 函数 在 一 点 沿 任 一 给 定 方 向 上 
的 变化 率 ， 它 与 所 给 方向 有 关 ， 可 微 函 数 一 定 存在 方向 导数 。 
梯度 是 刻 划 函 数 在 一 点 增加 最 快 的 方向 ， 即 函数 在 一 点 沿 梯 度 
方 同 的 方向 导数 最 大 . 

概括 起 来 说 ， 全 微分 、 偏 导数 、 方 向 导数 、 实 度 ， 都 是 用 
来 刻 划 函数 在 一 点 邻 域内 的 变化 情况 .全 微分 、 偏 导数 和 方向 
导数 都 是 数量 ， 梯 度 是 向 量 . 

多 元 函数 的 微分 法 ， 主 要 掌握 复合 函数 偏 导数 的 求 导 法 
则 ， 关 键 是 应 用 链 锁 规 则 ， 函数 对 自 变 量 的 偏 导数 ， 等 于 函数 
对 中 间 变 量 的 篇 导数 乘 以 中 间 变 量 对 该 自 变量 偏 导数 之 和 ， 函 
数 有 几 个 与 该 自 变 量 有 关 的 中 间 变 量 其 结果 就 有 儿 项 ， 函 数 有 
几 次 复合 ， 每 一 项 就 有 用 个 因子 相 隧 . 

间 一 元 函数 一 样 ， 多 元 函数 的 高 阶 偏 导数 ， 逐 阶 求 偏 导 数 
而 得 .二 元 函数 的 二 阶 偏 导 数 有 四 个 ，= 阶 偏 导数 有 2” 个 ， 
如 时 各 阶 混合 偏 导 数 都 连续 ，=* 阶 偏 导数 只 有 #+1 个 

我 们 应 用 一 元 函数 的 泰勒 公式 导出 二 元 函数 的 泰勒 公式 ， 
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多 元 函数 的 泰勒 公式 是 研究 多 元 函数 的 重要 工具 ,应 用 多 元 否 
数 的 索 勤 公式 ， 可 把 多 元 函数 用 多 元 多 项 式 近似 地 表示 出 来 ， 
也 可 应 用 它 作 多 元 基数 的 近似 计算 . 

最 后 我 们 作为 多 元 函数 微分 学 的 应 用 ， 讨 论 了 多 元 了 裔 数 的 
极 值 及 多 元 函数 在 区 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 这 些 我 们 仅 就 二 
元 六 数 存 在 一 、 二 阶 连续 售 导 数 的 条 件 下 讨论 的 。 

本 和 草 内 容 的 主要 结构 如 下 ; 


| 
-a 导 数 一 | 到 人 下 信和 


we 一 


性 闻 涪 阅 闻 出台 


二 儿 点 说 明 

1 .关于 连续 与 丛 导 数 、 偏 导数 与 可 微 之 间 的 关系 

我 们 已 讨论 了 ， 连 续 不 一 定 存在 偏 导数 ， 存 在 偏 导 数 也 不 
一 定 连 续 ， 但 利用 泰勒 公式 , 我 们 可 以 证 明 , 如 果 偏 导数 有 界 ， 
则 一 定 连 线 ， 

定理 ”如 果 范 数 放 x， 力 在 点 P(x,， 加》 的 邻 域 UC(P，9)) 
内 ， 存 在 两 个 偏 导 数 ， 且 偏 导 数 有 界 ， 则 f《x， 2》 在 点 了 连 
续 . 
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证 明 由 于 在 邻 域 TUCP，g60 内 f(x， 2 的 偏 导 数 有 界 ， 
另存 在 常数 型 > 0 ,对 任意 (x,，2)E UP，6,)， 有 
有 车间 邦交 .| saf， | 六 >(Cx， .3) < 委 六 
由 *= 0 时 的 索 勒 公式 ， 有 有 
Jf ot Ax, Ft A9) -yo， 0) 
= [f(x tox It0sAy) Ax+f'y (x +0sx, 
Set Ay Ay) 
< x tOfx, yt OA lAxl + fx t OA 
St+ O04y)] ] < 
人 <M |Ax + M | 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0 ,存在 5= min 和 3,6, }， 在 UCP， 
6,) 内 ， 当 jx| 过 86， 1 过 5 时 ， 有 


|f e+ H+ A -fre I SM H+ 


=& 
这 厌 证 明了 f(x， 在 点 px .加 ) 连续， 品 
这 只 十 一 个 充分 条 件 ， 即 落 数 可 向 不 一 定 存 在 连续 偏 导数 ， 
例 二 元 函数 


， 1 
(x + 9?) Sin 一 有 ?+ yc0 
| wy wi 
[县 
在 点 《0 ，0 ) 可 微 ， 但 两 个 偏 导数 不 连续 . OD 
解 人 驳 证 明 函 数 在 点 (0 ，0 ) 可 微 ， 由 偏 导 数 的 定义 ， 
有 
. .hed ix 
fx: sin- 4. 
=lim. < = 
| x 
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vv pg TRY EA RE wm 


0 0- 7) —f(0,0) 


? a 1 机 
人 A 
好生 sin Le 
一 mi =0 
LO < 
于 是 
Ar= 0+Ax, Ot+Ay) -ft0,0) 
ee 和 Ny2 en 
= [CAw) :+ (YY sin (IAT CI 
=f (0, 0 Lxtf' (0 0) Ay+p sn 
Ee sin— 
因为 
> sin 1 1 
lim A _=limpo: sin 一 一 一 站 
Pp— pp Pl Fa 


即 or sin— =0(p), 所 以 函数 fx， 力 在 点 (0，0) 可 微 . 


再 证 明 商 数 的 两 个 篇 导 数 在 上 (0 ，0) 不 连续 。 


当 w+ 车 0 时 ， 


1 Perr 1 ed ee 2 Nr 
A NE 1 
oh y (XY) 2 I 十 人 x 十 和 COS Per ty 


对 i 我 们 取 洛 x 轴 P 一 {0,0)， 即 
limf', (Cx,y) = limf (Cx, 0) 


oh 了 = 


=lim! 2 sin—l——- -和 .cos 和 ) 
“0 ~ ~ 内 


上 式 右 端 第 一 项 极限 为 0 ， 而 第 二 项 极限 不 存在 ,| 即 导 秀 数 
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f(x, 7) 在 点 (0 ，0) 不 存在 极限 ， 于 是 A.《(x,，》) 在 点 
《0 ，0)》 不 连续 ， 同 理 可 证 fy《x, 2) 在 点 (0，0) 也 不 
连续 

由 定理 16.1 和 16.2 及 这 个 例子 说 明 ， 可 微 的 条 件 比 偏 导数 
存在 的 条 件 强 ， 而 比 存 在 连续 侦 导 数 的 条 件 弱 。 

2 ”关于 齐 次 函数 

我 们 知道 ， 由 次 数 相同 的 项 组 成 的 多 项 式 称 为 齐 次 多 项 
式 ， 鲍 如 ，x+ 3xy+ 和 是 二 次 齐 次 多 项 式 ， 对 这 个 二 次 齐 次 客 
项 式 的 x 和 .各 乘 上 一 个 因子 加 则 整个 多 项 式 获 得 因子 卢 
显然 ， 任 何 齐 次 多 项 式 都 具有 这 个 性 质 。 这 种 性 质 除 齐 次 多 项 
式 之 外 对 某 些 函 数 也 具有 例如， 函数 


Cr， 二 ww 十 凡 ln 


对 变量 x 和 ,都 乘 上 1 (> 0)， 有 
fr, 11) = tx CR FY ln 


= 下 (zw 下 说 In) = 引力 


即 获 得 因子 #。 就 这 一 点 来 说 ， 这 一 类 函数 与 齐 次 多 项 式 类 
似 。 我 们 将 这 类 孙 数 叫做 齐 次 函数 ， 下 面 我 们 给 出 定义 ; 

定义 设 # 元 函数 f(x,，x:，*…，xn) 在 邻 域 U 内 有 定 
义 ， 恕 果 对 所 有 的 变量 各 如上 因子 ? (为 简单 起 见 令 达 0)， 
当 态 (x jx fx) EU 时 ， 就 能 获得 因子 如 (m 为 实 
数 》， 即 

ft xs org ER) =t"f (x Xs or Xa) 

则 称 函 数 (xi，x:，…，xm) 为 了 9 次 齐 次 函数 ， 

例如 ， 函 数 


flx, 1) =x" + “cos 了 


就 是 a 次 齐 次 函数 。， 


直面 我 们 给 出 一 个 函数 是 齐 次 冰 数 的 必要 充分 条 件 。 
定理 设 函 数 了 (x，.yz) 在 三 维 空间 区 域 洲 肉 有 定义， 
如 果 f(x，7，%) 在 广 上 有 连续 偏 导 数 ， 对 任意 > 0 ， 它 是 
坟 次 齐 次 函数 的 必要 充分 条 件 是 ， 
fx 9 Ot ys .9 + NW ys %) + 
=mf(x, YY, %) <1) 
证 明 ”必要 性 设 点 (x，.Jy，z) 为 让 上任 党 一 点 ， 因 为 
f(x, 了 %) 是 坟 次 齐 次 函数 ， 有 
站 
上 式 两 端 对 t 求 导数 ， 有 
fix, fy, fg) ox tf x, fy ft2) oy +f "tx, tys 
tx) :% = mi" (x, y, %) 
令 f= 1， 则 有 有 
Fy “y+f (xy J 了 ,21 *» 


= mf(x, J, 2) 
充分 性 设 


显然 ，g9( 扩 可 导 ， 由 商 的 求 导 公式 ，2 人 的 分 子 为 
Chlx, ty, fe) ex tfoltx, ty to) ey +f (tx, ty, 
fo) ot” ~ mt f(tx, ty, i%) (2) 
提出 公 因 子 1"“， 并 将 (1 ) 中 的 x，》 % 分 别 换 成 fx，t#y，iz， 
则 上 页 的 差 式 (2 ) 等 于 零 ， 即 go (= 0 ， 从 而 g(i) 三 rl 是 
常数 ) .、 在 wb 的 表达 式 中 ， 令 4= 1 得 
6 三 六 x，?》， %) 


fx 1 tx) = (x, Fy %) 0 

5 ”我 们 在 $16.8 中 内 讨 论 了 二 元 汞 数 的 极 代 ， 对 二 元 以 

上 的 多 元 函数 的 极 值 也 可 类 似 讨论 ， 在 这 里 仅 举 一 例 加 以 说 
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明 . 
例 求 三 元 函数 
多 二 


人 
U = 六 xi 2)=x+ pr Wr 
在 三 维 空间 区 域 广 = {(x,，》，z) x 之 0, 》>0，x 之 0} 上 的 极 


值 ， 
解 ” 先 求 稳定 点 ， 解 方程 组 
(Fn .3 = 活 
UY - 志 - 友 -=0 
2% 2 a6 


A (x%, 2， 2%) Ty 


由 于 x>0，? >0，5%>0， 有 


4x2 一 和 = 人 0 
J — 2xz*:=0 


%— y=0 


解 得 稳定 点 为 (二,1,1)， 为 讨论 
a=f (wt x, Yt Ay, zo + 2) —f Cx, J 0) 


的 符号 ， ne 
Mab Dr law -1 
fon, 1 )-( 二 :各 C41) -3 
f(b DG 


MG 1)= -让 [Ge Bs 


Ds 1 ， 1)=0 


cn 2 二 
下 1, 1)= pe (#8,.,1) = 
于 是 ， 由 三 元 函数 当 # = 2 时 的 泰勒 公式 ， 有 
ps = Cf "a | %)-L1x2+ "yx, 2， 2) LA 
tf "ex, Y, sfx: t of (x, yx) x 
+ of Cx, 9, wxAs+2f "yx J %) 
AyAz I t+ O00°) 
= AdAx +3Ay: +6Ax: ~ AAxAy -4Ay 1z) 
+ ot 0) 
1 2 
=2 (ax- 2144y ) + (LA7y- MAz)z+21xz+o(p2) 
其 中 pp=w2xs+TJ+Lei 当 |]Lxl， 14Ly， 1A%l 很 小 时 ， 
Lt 的 符号 由 上 式 右 端 前 三 项 所 决定 。 因 为 无 论 寺 x, AYI，Az 的 
符号 怎么 样 ， 上 式 右 端 前 三 项 之 和 总 是 非 负 ， 即 J4= 扩 (二 


+ fx, 1+ -人 1+ zx )-/ 人 位， Ls 1)>0 所 以 函数 在 点 


人 1) 取 极 小 人 1 (和 1, 1)=4, 


三 和 例题 先 讲 
例 1 设 s=k1+xy)” 求 在 点 《1，1) 的 偏 导 数 与 金 
微分 . 


解 .=?(1E+xy)7 1 =J21+xy)7 为 求 对 的 人 妨 导 
数 ， 先 求 对 数 然 后 求 偏 导数 . 


= ee 二 
lInz=yln(1+ xy), 2 lnt1+*y)》 + T+ 
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从 而 得 
名 人 一 《 二 十 xy)? [ad+ xy) 二. > | 


1+xy 
于 是 ， 有 有 
多 
wz'y(1, 1» 3 (1+ wy)? [Ini x%y) + wy 


=1+2ln?» 
又 x: 和 %'y 在 点 《1，1) 连续 ， 故 函数 x 在 点 (1，1) 
存在 全 微分 
dz{1, 1)=%'(1, 1)dx +%'y Ct, 1)ay 
=dxt (1+2ln2)dy 
例 2 求 函 数 


. 3 
xy) = ?+0 


0 ， x:+ y= 人 0 
在 点 《0，0) 的 两 个 偏 导 数 ， 并 讨论 它 在 该 点 的 可 微 性 。 


解 ” 泪 偏 导 数 的 定义 
F100,0) = lim A Ot Ax, Of0, 0 


x 
x! 
=limS* =1 
A 1x 
fC0, 0) = im 0 0+ A ~H0,0) 
1 Ay 
_ LY 
=]i ee — 
yh 1y 1 


pp 
但 因为 Ax=f(0+ Ix， 0+ 47) ~f(0,0) = ir Rr 所 以 
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dr der= TI -Au 


Mx ty 
当 取 人 x= ~ 人 Jy 时 ， Aw-dz= 一 人 Ax， 于 是 


一 一 一 一- 一- 一. 


VIN VY 
即 当 p-> 0 时， se eh PD 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 所 以 也 


例 5 设 s=f (x 2)®, 可 们 号 天 2， i 


| 全 oe 1 


O% prt, lrt Oz ft Xr 、 
解 = A op -yf 所 以 
0 = [f "uy +f"el| + 工 | 7 过 + 
2 2 “2 
= yf 市 i tf 
et Ge 
OxGy BG 二 人) +fi Ty f "ex 


1 x 
a (= 一 和 ‘2= Kpf -pf + 


i 

B= [Frenette (EE) -ef 
全 + 全 7 Xf "~ 2 t+ + 
2xp 
3 z 


也 鲍 3 和 以 后 一 些 题 总 绷 设 一 切 偏 导数 加 法， 
336 


例 4， 证明， 如 果 f(x,v) 满足 方程 


0f ,OF 0 
Dw? Ov? | 
则 函数 f(x: 一 7?，2xy) oe 
.97 ,| 
于 + 散 = 
证 明 设 w=x A 由 复合 函数 的 求 导 法 则 
of _ Of .ar ,6f 光大 of 
i = Pr 
SY, af on 
ay Or Oy Or dy 
=- . Ra -2) + ,2 
G7. 0 Of 
本 和 +2 2x+ -六 27) 
9z 、\ 
(六 
of af or 0 
Oy (BE D+ 2x ) 
of of 
+2x(32 ， 2x 一 -07 27) 
于 是 
2 /eM of Of 
Bx Or on + + 
of i OF 
人 
_ Of 和 of 
ee es 7 


= dx 人 + 人)+ 4 3- 0 
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oe Ba NE TEPER + T+ PE EEE re hte wr ent rrr tr he mm Me 


例 5 /证明 ,如果 本数 了 (x,2) 首 区 域 D 上 两 个 局 导 数 都 有 
界 ， 则 x, 7) 在 DPD 上 一 致 过 绪 . 
证 明 在 区 域内 任 取 两 点 Pi(x, 3) 和 P(x+Ax, + 
AY)， 由 z=0 时 二 元 函数 的 泰勒 公式 ， 有 
[fret Ax, y+Ay)— Fx, 7) = (x +tONx, 
+0A A x tf yx + Ax, y+0Ay) .Ay 
If x tOAx, y+IAD | Ax) +|f yx 
+0x，y+07 [A (001) 
因为 两 个 偏 导 数 都 有 界 ， 存 在 常数 并 汪 0 ,使 
[fx DEM, [fyx, HF) SM, (Cx,9)ED 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0 ,存在 6= 本 六 ， 对 任意 两 点 (x,7)， 


(x tAx, y+A1)ED, IIx| <6，[A1 <6 时 ， 有 
[fxAxr, yt 9) fx, EM x) + LAY ) 
£ € \_ eee. 
<M( + 元 )= 半 + 二 = 
即 函 数 fx， 轨 在 区 域 D 上 一 致 连续 ， 
例 6 设 


atx B+y c+i+w 
d+% ctx f+y 
£8+y ht% Et+x 


fx, 2， %) = 


求 寺 和 -. 其 中 ao 2 5，d，6 天 8,4， 上 是 常数 ， 


解 ” 由 行列 式 给 出 函数 的 偏 导数 (或 导数 ) 等 于 分 别 对 每 
列 (或 行 ) 求 偏 导 数 后 的 行列 式 之 和 . 


ar 一 一 一 


d+% e+x f+y 
Ety ht% 下 十 入 


(Catx)s BHI (ze 十 区) | 
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a+% b+y t+ 
二 | Cd +o) (e+x)1 (FT 
Sg+y i+ +x 
4+x Et+y 5 十 艺 | 
十 | 也 十 xx 5 十 % +9 | 
(E+Y)s (hitg). (E+x)', 

1 0 0 [atx B+y #+% 
=ld+%s e+x f+y + 0 i 0 、 
| gry A+3 +% B+Yy hi+w kk+x 

Ek 
+id+x s+% f+ty 
0 0 1 
1 0 0 1 0 0 
= 0 1 0 +|d+ts e+x f+y 
上 十 六 十 名 此 十 x 0 0 1 
1 0 0 dix B+ty c+% 
+| 0 1 0 +| 0 1 0 
二 和 +e kt+x 0 0 了 
1 0 0 dtx b+y c+ 
+|Z+zx e+x f+y {+| 0 1 0 ， 
0 0 1 0 0 1 | 
出 行列 式 的 计算 法 ， 有 
Slr = (Rt) tetw) 十 (用 二 加) + (2+x) + (r+x} 


+ (a+*) 
= Oxtok+e+a) 
例 7 设 二 元 函数 F(x， 7) 在 直角 华 标 系 盟 可 写成 
Flx, 27) =f(x) :8(7) 
又 在 极 坐 标 系 可 写成 
Flx, 7)=9(7) 


试 求 出 二 元 函数 下 (x*，.?)》 的 表达 式 。 
解 设 
人 站 xx=eosrb 
ws 
把 x，> 看 成 中 间 变 量 ， 把 +, 9 看 成 站 变量 ， 由 所 给 条 件 F(x， 
2) 不 依赖 于 8, 于 是 
OF OF Ox ,OF .ay 
Of Ox 00 Gy 6 
=f (x) gC) — rsing) +f(x)a'(y) (rcosd)=0 
或 —I x) gC) + xf (x) 2 (7)=0 
即 f(x) _ a'(y) 


bei i 


xffx) yg)) 
上 式 左 端 上 只 是 x 的 阔 数 ， 右 问 只 是 7 的 机 数 ， 所 以 要 恒等式 
成 立 ， 它 必然 为 一 常数 ， 记 作 A 

f'(x) 三 j &《 7)) 三 1 


pe 


xflx)} yg) 
对 第 一 个 式 可 改写 为 


df (x) _ ap (2) 
ki 或 dlnf(x)=4 (zx*) 


于 是 ， 对 上 式 两 边 积 分 得 
lnf(x) = tlne 
这 里 lnc 表示 任意 常数 ， 所 以 
fx) 二 
同 理 g (7) = 
从 而 解 得 
Flx, 3) =f(x) "gC 7) S07 
其 中 。= cvs 仍 为 任意 常数 ， 
例 8 求 函数 z=x:- x+ 和 在 点 P(t,1) 消 与 x 轴 正 


3 的 


询 夹 角 为 & 方向 ! 上 的 方向 导数 ， 在 a 为何 什 时 此 方向 导数 
《1) 取 最 大 值 ，(2) 取 最 小 值 ，(3) 等于零 。 
解 ”因为 
yl, 1)= (2x -0.0= 1 
sy(1，1)=( 一 x+2?) n=1 
所 以 函数 在 点 P(1，1) 方向 / 上 的 方向 导数 汶 


‘1, lcosatx' yl, 1)sing= CosC+ sing 


A 


of 
设 f(a)= cosa+ sina, 求 稳定 点 ， 解 方程 
f(a) = ~ Sina+cosg=0 


f(a)= -cosa~ sina 

1"()=~VZ< 0% 7"( 至 ) = v 互 > 0. 于 是 ,容易 看 
出 ， 当 4= 于 时 ， 方 向 导数 取 最 大 值 ， 当 a= 5 亚 时， 方向 导数 
取 最 小 值 ， 而 令 cosa+ sina=0， 解 得 4= 于 a= 所 以 
当 a= 学 ， 和 他 时 ， 方 向 导数 为 零 

例 9 设 多 sx > z), t= (x, 区 %), 证 明 ， 

grad f(x, ¢)= $F- grads + 2 一 一 gradz 
证 明 a 有 


io 9f Of 
Brad /00y Ta Be i 器- 


[00 .oo 


Or Ox Gr dx’ Or Oy Do 


Op af .ax ar . 5 
Gy ” Og “6% Op Ox J 
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wa es Ye ee ea 
mp 
Water a a a rs 


-of /ou Or oz 1 of fo 
Or lox’” Oy’” Gz Or lox’ 
Or on 1 
Oy * oz J 
20 of 
= Br BTad# tgrady 


例 10 将 末 数 . 扩 *，J]) = 2 在 原点 〈0，0) 的 邻 域 内 展 
成 泰勒 公式 〈 到 * 项 ) 。 
解 ”因为 


Ho 0-1 S| -ee = 


of ox+y| , OF 


Gy on 人 Ox*Oy™% oo 
= 的 on=1 
所 以 
ets=f(0,0)+af00, 0) tardf00, 0 ) + 


ta df 0, 0)+R, 


二 -一 


其 中 


XI ot) 一 
” (xz+1)| (0<0<1) 
例 11 在 梢 球面 
a 
pp v’ 5 


的 内 接 长 方 体 中 ， 求 体积 为 最 大 的 长 方 体 ， 

解 ”我 们 可 以 证 明 杭 球面 的 内 接 长 方 体 ， 而 长 方 体 的 面 平 
行 于 坐标 面 ， 且 长 方 体 的 八 个 顶点 对 称 地 分 布 在 八 个 卦 限 ， 设 
内 接 长 方 体 在 第 一 卦 限 上 的 预 点 为 P(x，J7，%)， 因 顶 点 在 椭 


球面 上 ， 有 
水 
> 
所 以 长 方 体 的 体积 为 : 
VV (x, 7)= 8xy% = Bexy fi 


a b: 
于 是 ， De eb (x,，》) 在 闭 区 域 D= {{x， 
用 [+ 3 <l 0<x<w 0<<J< 4 | 的 最 大 值 。 由 于 (x 
2) 在 卫 上 连续 定 能 取 到 最 大 值 ， 又 在 边界 上 斑 (x， 力 = 0， 而 


且 DD 内 的 任意 一 点 斑 (x， 力 盖 0， 所 以 在 忆 内 部 取 到 最 大 值 。 
解 方程 组 


py i 2 

2 
(2 
9 
a 5: 


=0 
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YT tr ear ppp, + erect + er + mir ty 


PEA 1 ”信用 生 一 ， -TerT- emmeeeeeererem eare- 六 全- Am ， .sr-.。 


Dt 2 
了 二 i 1 
a 


由 此 解 得 *= -2 = 7 即 在 了 内 只 有 了 唯一 一 个 稳定 点 


(4, -总 ， 所 以 V(x, 力 在 点 (二 攻守 二 与) 取 最 大 值 


a 
(7 -六 pe 
即 当 内 接 长 方 体 的 边 长 为 所， 六 与 时 ， 长 方 体 的 体积 


陪 太 ， 共 体积 汶 - 8 abe, 


3v 3 
习 题 
$16. 1 
1 求 下 列 函 数 的 储 导 数 
{1) pe $ (2) = es 


《3) z=arctg ss (4) 2= (x+y7 
人 一 和 y 


‘二 
(5) w=()s C6) us 
2 设 函 数 
ry 
f} (2,y) = | op 
“0, 当 xt: + y := 人 0 
孙 fa(050), F5050)s fC0s1), fy(10), 
3 求 曲 线 


2c 生 


人 
% = 
在 点 (1,1, V3) 处 的 切线 与 ? 轴 正 向 的 洋 角 。 
4 设 5s=ln 《wz +VYy )， 了 验证 


日 os 
二 
9 Y oy 


a 
虽 


5 设 := zf( 兰 ) (其 中 为 可 微 函数 ) ， 验 证 


Ox 0y 
6 证明， 如果 亢 数 f(x，y) 在 区 域 D 上 上 ， 关 于 变量 x 连续 ， 且 
关于 变量 y 有 有 界 的 偏 导数 ,C(x，3)， 则 f(x，》) 在 上 连续 ， 
§16.2 
7 求 下 列 函 数 的 全 微分 
C1) s=sin(y+y) +cos(ry)s (2) 3=]nwxs+yE 


《3) = 3 (4) = yg 


1 
Ny 


8 求 下 列 函 数 在 给 定点 的 全 微分 
《1) z= ns+ 艺 ) 在 点 (1,0) 人 
(2) w= Vsiniwt siniy+ sin?3 在 点 (%, 0， 世 )。 
9 证 月， 函数 
xty 
re | xy 当 %2 +Yy20 2 
0, 当 Xi 十 yz = 


在 点 (0 0) 存在 俩 导数 ， 但 在 此 点 相 可 投 。 


10 证 明 ，P(x， yydx+ Q(x，Y)dy 为 基 画 数 jx， 邹 的 多 微分 的 
必要 条 件 是 


其 中 P(x ，QCtx，y》 存在 连续 偏 导数 ， 
11 证 明 ， 如 果 函 fx， 加 在 区 域 了 上访 学 数 


* 895 


SR Hp A me PME .er ee ee ee 


df _、3f -- 


mu 一 -一 =. 一 


97 一 ”By 一 

则 jx 她 在 D 上 为 一 常数 。 

12 计算 近似 值 

(1) sin29° xt1g46°; 《2》1.002X (2.003)? x (3.004): 
$16.3 

13 求 夯 数 z=x -xy+ yy ， 在 点 (1) 党 方向 0 =45° 的 方 问 导 
数 。 

14 设 由 原点 (0,0) 到 点 (zy DD) 的 僚 经 = ww 好 十 时 本 和 地 的 正 


向 夹 角 为 @8， 求 国 数 ” 党 方向 & 的 方向 导数 ， 并 问 《1) :在 哪个 方向 上 
取 最 大 位 ; (2》 在世 个 方向 上 取 最 小 值 ; (3) 在 嘱 个 方向 上 等 于 零 。 
15 求 泗 炽 W=zxyz 在 点 好 (1，1，1) 处 的 梯度 ， 并 求 4 洛 方向 
1={2， 一 1，3} 的 方向 导数 ， 
16 求 函数 4=% 二 9 一 2*? 在 点 计 (4，0， 站 及 点 和 (0, a，0) 梯 
族 之 问 的 夹 角 。 
17 设 w=lnvrxi4y:，。 求 (1) 使 4=c (ec 为 常数 ) 的 等 值 线 ， 
并 画 出 图 形 ; 《2 ) grad (3〉 满 足 |8radsf =1 的 点 。 
$13.4 
18 求 下列 复 合 函 数 的 导数 
(C1) 2=x: + xyt 2 w=, y= 
(2) w=fx, ys 2 r=, y= sinf, 2=cost, 
19 设 z= 了 C(x, y) 满足 方程 


0 sd. 
b Fe > ay I(x, ») 


和 证明， 一 元 函数 z=j《e:，e” ) =2( 的 满足 方程 


dz 
——- 声 2{F 
Qf 2(D 


20 设 函 数 #4=1(x，y， 允 满足 方程 
tint yf y+ 9:=0 - 
证 明 ;, 4=%， y》， 是 零 次 齐 次 耳 数 (人 驴 丰 说明 2) 。 
21 求 下 光复 人 台 国 数 的 倘 导 数 


〖《 工 》 2=y yy— xy’: w=teoss, y= tsinsy 


(2) = 有 xz+3 vy) 《3) 2= 于 (和 2 一 名， 和 < 和 
4) z= ni ty C5) 人 = 站 (5 十 32 二 22 


《6) u=f(E, YF) (7) w= ty’, wy 24)). 


22 设 z=xy+sz(i， Ws 有 卫 为 可 微分 荡 数 ， 证 明 ，. 


0% Bz 


A 2 
23 证明， 如果 函数 人 让 洲 足 方程 
f'n yf y= 


则 在 极 坐 标 系 里 js，3 只 是 - 的 获 数 。 
24 设 gg=ulx， yy， 32)，v 二 vlx，y， 加 ， 证 明 下 列 公式 


2 》 grad(u+ v) = grady + gradvs 
2) grad{g'V) = vgradw + grados 
3) gradf (wv) = f(t Eradw, 
§16.5 
25 求 下 列 鲨 数 的 偏 叶 数 
(1) z=wt+ yt 一 4%:y?， 求 所 有 二 阶 妨 导数 s 
《2 ) 2z=%sinkz+3)， 求 所 有 二 所 人 策 导 数 # 


Li dw 
(3) “=e， 求 -52875754 


C4) “= 了 (Y 荆 3， «7) 求 -2 ; 
” Oxdy 


du di¢ 


xi’ dr0y ! 


《5) = + yy +0) RO 


(6) #=jix，2Y， 纱 2), 求 


26 证 明 ， 函 数 
w= le a,b 为 常数 ) 


满足 热传导 方程 
397 


人 


2 
-9 to 


Of ox 

27 ” 证明， 如 果 few，1) 满足 方程 
of ,of _ 
Ow: S FEDE 

则 亢 数 z= 了 f(x? 一 7?，2xy》 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 

0:f BF _ 
Ow tayr™ 0 

28 ”证明 ， 哆 数 


漠 足 方程 
OH DH Og 
Gx: Oy: gd2’ 
其 中 ， C1s 52， 0 为 常数 ， T= ry te 
29 设 = 了 (x YY》， 2) =rc030， Y=rsin0， 2 =z， 求证 
du Ot Ox _ 80 1 du 1 az， dw 
Ee, me -二 一 一 直上 — 
Xe Ay’ Az Or: 7 a0: rf Ad 85: 
§16.68 


30 将 函数 了 lz，?) = 252 一 x 一 J 一 6X~ 8y+ 5 在 点 :(1, 一 2》 的 邻 


域内 展 成 泰勒 公式 ， 
31 在 点 (0% 0 的 邻 域 光 按 泰 贰 公式 展开 下 列 函 数 到 二 阶 为 止 


C1) fix, Y=e*cosys (2) fx, 7) = sin(x: +3223 
(3) fx) = WI-x yy: 
应 用 泰勒 公式 证 明 ， 如 果 z= 了 tx，》) 在 区 战 也 上 有 


32 
af _， 2f -- 
Ox Dy oy 2 


则 f(x，3》》 在 区 域 DD 上 为 一 个 常数 ， 
§16.7 


533 求 下 列 郊 数 的 极 恒 


(1)》2z=x2 一 xy+y2 -ort yy (2) 2=e (+ Car? + by?) 


(o>b>0) (3) z=xyin(x’? +3), 
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854 求 函 数 z=x? 一 xy+32 在 区 域 外 + 加 和 1 上 的 最 大 值 和 最 
小 值 。 

55 ”在 半径 a 的 球 画 内 接 长 方 体 中 ， 求 体积 为 最 大 的 长 方 体 ， 

36 求 抛物 线 y =x 到 直线 x-7 了 -2=0 之 间 的 最 短 距离 。 
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第 十 七 草 ” 隐 函数 


到 目前 为 止 ， 我 们 所 讨论 的 函数 ， 其 各 变量 与 央 变 量 之 间 
相依 关系 都 是 直接 以 明显 的 解 拆 表达 式 给 出 的 画 数 。 例 如 ， 
JJ=x2， 2 =%+sinx，x%= Cos (x*+y:) 等 等 。 但 在 许多 实 际 
问题 中 ， 自 变量 与 因 变 量 之 间 的 相依 关系 是 由 方程 给 出 的 ， 例 
如 ,方程 x*+y:= 1 可 以 确定 函数 y= I 一 x y= 一 v1 -x 
方程 x*++ := 1 可 以 确定 二 沅 函 数 %=w TT 一 (xi+y),%= 
-v1 一 (x:+y') 等 。 这 种 由 方程 给 出 的 画 数 ， 就 是 所 谓 的 
隐 函 数 ， 本 章 主要 讨论 隐 功 数 存 在 条 件 、 隐 函数 的 微分 法 及 其 
在 几何 和 和 极 位 上 的 应 用 ， 


$17.1] 隐 孟 数 概念 


我 们 先 看 几 个 例子 。 
例 1 考查 直线 方程 
Flx,y)=axtoy+e= 0 (0) . (1) 
对 每 一 个 给 定 的 x 值 ， 出 方程 〔1 ) 唯一 确定 的 值 与 之 
相对 应 。 这 样 方程 〈1 ) 就 隐 含 着 一 个 函数 ?= f(x)。 共 实 ， 
这 个 函数 y= 了 (x) 可 由 方程 (1)》 家 搁 解 出 来 ， 即 


.= -2 (co<xw< + oo) 


把 它 代入 方程 《1)》 ， 则 方程 《1 》 就 变 成 关于 x 的 恒等式 


FEx,f 00) =ax tb (2) + 0 


例 2 设 有 方程 
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F(x,y) =x:t+y—1=0 (2) 
显然 、 解 这 个 方程 ， 得 到 两 个 《连续 ) 函数 
当 y 之 0 时， y=fi(=yA1x: (xl 和 1) 
当 y 所 0 时 ,， y=f(2)=-wWI-x: (x|<1) 


这 就 是 说 ， 当 ? 产 0 或 ?和 0 时 ， 册 方程 (2 ) 可 以 确定 ;是 x 
的 函数 。 把 它们 代入 方程 《2 〉”， 则 方程 (2 ) 就 变 成 恒等式 
FCxsf x)= x+ M1- ) -1 三 0 


Frwf I=w (Tw) -10 


通过 以 上 两 个 例子 ， 我 们 可 以 给 出 由 方程 所 确定 的 函数 。 
定义 ” 设 有 方程 
F(x,y)=0 (17.1) 
如 果 在 某 一 区 间 了 了 内， 对 每 一 个 x€ A， 都 方 由 方程 (17.1) 
确定 相应 的 y= 了 (x) 值 ， 即 
Prx,f(x))=0 
则 称 y=.f(x) 为 由 方程 《17,1) 所 确定 的 隐 函 数 。 
由 这 个 定义 及 例 2 看 出 ， 一 个 方程 F(x，y) = 0 可 能 确定 
几 个 隐 函 数 。 由 方程 F(x, y) = 0 所 确定 的 应 数 y=J(x) 就 是 
方程 F(x,y) = 0 的 解 ， 即 
Frx, f(x)J=0 
从 人 鲍 工 各 例 2 来 看 ， 凡 由 方程 所 确定 的 风范 数 ， 好 旬 都 能 
由 方程 “ 解 出 ” 因 变 量 ， 成 为 显 函 数 形式 。 其 实 不 然 ， 很 多 方 
程 能 够 确定 隐 函 数 ， 但 是 我 们 不 能 将 这 个 隐 孟 数 的 因 变 其 用 自 
变量 的 初等 函数 的 有 限 形 式 玫 示 。 例 如 ， 开 普 勤 方程 
J—-x—-esiny= 0 
其 中 e 是 常数 (0 < 二 1) 。 我 们 能 够 证 明 ， 它 确定 一 个 隐 范 
数 y=f(x), 但 是 不 能 将 ?用 x 的 初等 函数 表示 出 来 ,再 如 ， 方 程 
+ 2y—-xX— 3x= 0 
对 x 的 任意 给 定 值 ， 根 据 代数 学 的 基本 定理 知 ，y 至 少 有 一 个 实 
根 ， 所 以 该 方程 确定 了 一 个 隐 函 数 y=f(x)， 但 是 我 们 不 能 将 y 
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吉 示 成 x 的 显 式 . 所以。 研究 如 何 直 接 由 定义 隐 哨 数 的 方程 来 
讨论 隐 范 数 性 质 的 方法 ， 是 很 有 意义 的 。 


$17 .2 由 一 个 方程 所 确定 的 隐 函 数 


首先 我 们 指出 ， 不 是 所 有 的 方程 都 能 确定 隐 阔 数 ， 例 恕 ， 
方程 
Flxyy) = x+ y+ 1=0 

就 不 能 确定 隐 函 数 ， 

这 样 ， 就 提出 一 个 问题 ， 给 定 一 个 方程 ， 在 什么 条 件 下 它 
能 确定 一 个 隐 函 数 ， 下 面 我 们 先 从 见 何 直观 上 来 分 析 。 

方程 F(x,y) = 0 所 确定 的 隐 范 数 存 明显 的 几何 意义。 二 
元 连续 潍 数 


z= F(x,y) 
表示 三 维 空间 中 的 一 个 曲面 2。 当 x = 0 时 ， 则 方程 
F(x,y)= 0 


表示 上 曲面 2 与 x ) 平面 的 交 线 。 这 个 交 组 能 够 确定 一 个 或 若 于 
个 * 与 ?之 癌 的 函数 ， 面 每 一 个 这 样 的 函数 都 是 由 此 方程 所 确 
定 的 隐 消 数 。 

由 隐 范 数 的 几何 意义 知 ， 要 使 方程 (x*， 力 = 0 存在 连续 
的 隆 函 数 ， 要 求 曲面 = F(x，7)》 必须 与 平面 相 交 成 一 条 井 
线 . 因此 ， 要 使 它 有 交 线 ， 曲 面 x = 下 (xy, 力 与 xy 平面 至 少 有 一 
个 交点 ， 池 至少 枯 在 一 点 了 lxo,),》 ,使 

PR 0 

可 是 有 一 个 交点 未 必 有 交 线 。 全 如， 曲面 z=x*+ 与 xy 平 
面 有 一 交点 (0，0) ， 但 设 有 一 条 相交 的 曲线 .对 此 我 们 容易 
看 出 ， 之 所 以 曲面 x= x+ 和 办 在 点 (0，0) 与 2》 平面 相 
交 ， 但 没有 相交 的 曲线 ， 其 主权 原因 是 曲面 =x:+y* 在 点 
《0，0》 的 切 社 面 恰 好 是 xy 平 而 ， 由 此 ， 我 们 容 曙 猜想 到 ， 
如 替 册 是 名 = Fx, 四 在 和 地 平 因 上 的 太 P(xoy 0) 相交 ， 圭 此 面 在 
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这 点 的 切 平 面 与 xy 平面 有 一 定 角 度 ( 即 切 平面 与 xy 平面 不 平 
行 )， 从 而 此 面 x = 下 (*, 7 在 点 P(xw yo) 的 革 邻 域 穿 过 xy 平面 ， 
于 是 有 交 线 .yy= 头 x), 或 %= 7)。 根 据 全 微分 的 几何 意义 知 ， 
曲面 x= 了 (x， 力 在 点 Po 加 的 蕊 平面 不 与 xy 平面 平行 ， 要 
求 F'.(xo 99) 和 F'y(xo, 9) 不 能 同时 为 零 。 通 过 上 述 的 几何 直观 
说 明 ， 我 们 得 到 隐 阔 数 闪 在 定理 ， 

定理 17 ,1 〈 隐 范 数 存在 定理 ) 如 果 还 数 F(x，y) 满 足下 列 
条 件 ; 

《1)》 函数 F(x， 力 及 其 Psy(xy 力 在 区 域 忆 = 人 Cx,2) | lx ~ 
x*% | 所 4s17 一 为 | 生 人 上 连续 

(2) F(x,,y)= 0 

(3) Fw) 0 
则 在 点 x 的 某 邻 域 卫 = Cx, 一 6，x,+6) 内 ， 术 在 唯一 连续 函数 
了 =f(x), 售 FCx,f(x)J 二 0， 并且/(%) = 

分 析 ”我 们 分 两 步 证 明 ， 先 证 明 隐 函数 的 存在 人 性， 然后 证 
明 它 的 连续 性 。 关 于 存在 性 ， 由 引入 定理 的 几何 分 析 知 ， 只 须 
证 明 ， 在 定理 条 件 下 ， 井 面 % = Fox 力 必 有 然 通 过 点 P(x， 3 县 
与 x? 平 面相 交 成 一 条 曲线 ， 该 曲线 就 是 区 间 4 上 的 方程 F(x， 
J 力 = 0 所 确定 的 隐 函 数 。 为 此 我 们 只 须 证 明 ， 在 点 了 P(x。, 加) 其 
分 域内 ， 有 曲面 xs= 王 (分 的 一 部 分 在 交 平 面 之 上 ， 一 部 分 在 %》 
平面 之 下， 再 由 xz = 下 (>，, 力 的 连续 性 ， 必 能 推 得 曲面 与 xy 平 
和 相 交 成 一 条 曲线 (如 图 


17。 1》 . 2 ee 
证 明 1. 路 函数 的 存 Yt i 

在 性 ， yA pe 7 2=F(x, y} 
由 条 件 ‘3) » 我 们 不 3 可 7 y=f (x) 

妨 设 F',(xo yy) > 0 ,再 由 条 0 AR 

件 (1)》 通 数 广 '， (x 了) 在 点 k= i 

了 P(x。，Yo) 连续 ， 根据 连续 图 17.1 


臣 数 的 局 部 保 号 性 , 存在 某 个 区 域 = {Cx 9) 一 CSxSxo+ 


408 


ca ear rap PE hppa (Pe 


oj 一 <Sy<n+H (DCcD) ， 
有 Py(x,y)> 0, Plx,y) ED' 
特别 当 x= x%% 时 ， 也 有 Bn 
Flxoy)> 0 Cp- PEYEh+D) 
于 是 ， 一 元 逊 数 F(x0,y) 在 闭 区 间 [ y%。-B，y -8B 上 是 严 
格 递增 的 。 又 根据 条 件 (2》F (x6,%) = 0, 必 有 
Flxss pa — PTO0, Flxo,y t+H)> 0 
再 考虑 两 个 函数 
F(x,y,— AP) 与 Ex 为 + DJ 2 
这 两 个 函数 在 点 xz 连续 。 于 是 ， 
根据 不 等 式 (1) 和 连续 函数 的 
保 号 性 , 存在 区 间 [x, 一 6, x, + 56] 
使 


(xj 一 有 <0,F(x%, 
+)>0, xELYX,- 
60, xo + 0 (2) 图 17,2 
在 区 闻 [Cx, 一 6，w%，+ 656) 上任 到 一 点 8, 由 (2) 式 知 ， 
Fx,y, -P<0, Ftx, yih)>0 
于 是 ， 的 一 元 国 数 F(x，x) 在 区 间 2 如 -有 8，y+ BJ 上 是 
严格 递增 的 连续 函数 ， 祖 据 连 续 函 数 的 零点 定理 ， 在 Cy,- pb, 
加 + 及] 内 存在 有 叭 一 一 点 .了 (图 17，2) 使 
F(x, 3)=0 
这 说 明 区 间 [x, 一 6 w+ 09 上 的 任意 一 点 x， 在 区 间 [5y, 一 
8， 加 + 内 都 有 了 瞧 一 一 点 》 与 它 相 对 应 ， 并 且 
F(xyy?)= 0 
于 是 ， 变 量 x 与 变量 y 之 间 构 成 了 函数 关系 ， 表 示 为 
2=f (x) 
且 有 Frxsf(x)I=0 (x -ox 00) (C3) 
即 函 数 y=f(*x) 是 由 方程 F(x,y》= 0 所 确定 的 隐 冰 数 ， 
因为 ， 我 们 已 知己 (xo 1) = 0 ,根据 (3》 式 ， 有 FF [xy 
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fx0) = 0， 测 且 在 区 间 [yo—B, Jo+ 6] 内 与 x。 所 对 应 的 值 
力 满 足 方程 了 (xy7) = 0 是 唯一 的 ， 所 以 
f(x) = 
2。 隆 函数 的 连续 性 ， 
在 区 间 [xx -6, x+6] 上 ， 任 取 一 点 x"， 这 时 我 们 记 = 
Ce)。 册 前面 的 证 明知 ， 思 =- B< ?< 有 
对 任意 给 定 e> 0 (le<min{p-y +B, 7 -+p) ,ED 
< 一 < Te 二 月 
根据 前 面 的 证 明知 ， 有 
Flx',y'—-e)<0,sFlx, y +e)>0 
笛 根 据 F(x,y) 的 连续 性 ， 必 存 在 点 x 的 某 邻 域 (x'—O, x'+ 
60) ， 当 xE(x 一 6ox +0,) 了 时， 有 
F (x,y ~e)<0, Flx,y +e)>0 
于 是 ， 同 1 的 证 明 一 样 ， 在 区 间 [x ~6,， * +6 上 由 方程 
F(x,y) = 0 唯一 确定 一 个 函数 p(x), 使 
PELIECH) TL I te xE Cx —6, x +6) (C4) 
由 于 总 可 以 选取 充分 小 的 56, 使 (x'-6, x +0)C(x-6， 
*,+6), 而 f(x) 为 由 方程 F(x,y) = 0 所 确定 的 在 (x 一 6，x。+ 
0) 上 的 唯一 一 个 隐 阔 数 ， 所 以 在 《x' 一 6,x’+0) 上 
yp{x)=f(x) 
故 《4》 式 可 写成 
y— eflx) y+e 
即 fw') — ef x) fr) te, xE(x' -6 x +6) 
这 就 证 明了 隐 函 数 7》=.f(X) 在 区 间 (Cx' -6ox +0)) 上 连续 , 口 
定理 17 ,2 〈 降 函数 可 微 性 定理 ) ”如果 函数 F(x,， 7) 除了 
满足 定理 17.1 的 条 件 外 ， 还 满足 ，F,(x,7)) 在 区 域 D 上 连续 ， 
则 在 点 xs 的 某 邻 域 《xo 一 0 x + 0) 内 2》= 太 x) 有 连续 导 廿 数 ， 


Pe (17. 2) 
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证 明 设 x 是 区 间 (x 一 6，xw*,+6) 上 的 任意 一 点 ， 任 取 x 
的 改变 量 Ix, 合 x+AxE (x -Go 和 +G) ,而 
yt y=f x+ x) 
于 古 ， 根 据 隐 函数 的 概念 知 
Flx,y)= 0, Flx+ Ax, y+.Ay)= 0 
从 而 F(x+ Ax, y+AAy) -F(x, 7)= 0 
或 Flxt Ax, y+Ay) -Fors yt Ay) + Flr y+ Ay) 
ne 
根据 被 分 中 值 定理 ， 有 
Flx+tAx, y+ ay - Flx, y+ Ay) =T (x + A, 
y+ /A ya x 
Fxsy+AAy) — Flx, 7 =P, (x +0 7y) Iy 
其 中 0 过 之 1，0 <9, 之 1。 于 是 ， 
F(xt+O0 Ax, y+ Ay) Ax+P, lx, y+ Ay= 0 
: (5) 
因为 点 (x,y+0,d47)ED'D, 所 以 F(x,y1+9.47) 志 0。 
由 5》 式 有 
Es yt 
x F(x, +0577) 
因为 y= 了 f(x) 连 颖 ， 故 当 Ax 一 0 时 ，ZLy 一 0。 又 已 知 F (x,) 
和 和 F,(x,》) 是 连续 的 ， 所 以 有 


f(x) = lim 2 = lim [- 


dr 


FCGxt OAx, I+ A ] 
FP x, +O) 


a 
F(x, 9) 
即 在 (x 一 0 xi +o) 上 ， 有 
人 
二 Cy 


OD 关于 区 域 吕 参看 定理 17 .1 的 证 明 。 
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又 因为 F(x,y) 和 F(x，》) 连 续 ， 所 以 f(x) 在 (xs 一 6,% 十 
6) 上 也 连续 . 
注意 : 《1 》 定 型 17,1 和 定理 17.2 的 条 件 只 是 充分 的 ， 而 
不 是 必要 的 。 人 例如， 方程 
Flx, y) =y ~*=0 
在 点 (0 ，0 > 不 满足 条 件 (3) ， 即 F，(0，0) = 39:10= 
0 ,但 它 仍 能 确定 唯一 的 连续 可 微 函 数 ?= x。 
(2 ) 在 定理 17.1 和 定理 17,2 的 条 件 《3 ) ， 如 果 改 为 
上 .xyos0y 这 时 结论 则 是 存在 唯一 连续 可 徽 函 数 x= 54?)， 
£8'())=— FFC (17. 3) 
例 1 验证 方程 
F (x,))=xy+e"—e = 0 
在 点 《0,0) 的 邻 域内 ， 存 在 连续 可 微 的 隐 函数 y=f(x)， 


ue dy 
并 求 - 欠 ， 


解 显然 ， 函 数 F(x，7) =xy+ 姑 -6 在 点 (0，0) 的 
邻 域内 连续 ， 并 且 
Fx, y=7+e, Flx, YJ) =X-—0 
在 点 《0 ，0》 的 邻 域内 也 是 连续 的 ， 且 
FiC0,0)=0, F, (0,0) =- 1<0 
根据 定理 17.1 和 定理 17.2 知 ， 在 邻 域 《- 6，9) 内 存在 唯一 的 
连续 函数 〔 隐 函数 ) y =f/(x) ， 使 得 
FLx, f(x})=0, 0=f(0) 
并 且 它 有 连续 导数 ， 其 寻 数 为 
dy 上 (xz _ yte 


dx F,(x, )) XxX—eY 
以 上 讨论 的 内 容 ， 我 们 可 以 推广 到 含有 z+ i 个 变量 的 方 


程 
PF (x xz px J) =.0 
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上 去 ， 以 三 元 函数 为 便 。 
定理 17 .5 如果 三 元 函数 了 (x,y,%) 满足 下 列 条 件 : 
《1) 区 数 下 《>x:‰x5) 及 其 卫 -(xy)，2%)、 了 (xxz)》、 
F(x,7, %) 在 点 PCxoyo si) 的 某 邻 域 U (pw 6) 内 存在 且 连 
续 ; 
2 0 
《3) 下 (isyoxDsE0 
则 在 领域 U 《Ps，，6) 内 存在 唯一 的 一 个 连续 隐 范 数 =. 六 xy7)， 
使 
rrx,y, ftx,y)J= 0 
并 县 f(x 各) =%0 
而 水 数 %=f (x, 在 邻 域 U (po，6) 内 ， 对 两 个 自 变量 存在 
连续 候 导 数 ， 并 卫 
0 


F(x,%) Sx Dx+ 2y- 4%— 5=0 
0% [Ed 
求 Dx » 0y* 
解 ”函数 FF (x, 为 x) 及 它 的 三 个 偏 导数 Ff。= 2x- 2， 
F,= 27+ 2，。 .= 2x- 4 窒 汪 维 空间 上 连续 ， 且 当 2 所 2 
时 ,有 Fe 0 。 了 于是， 根据 定理 17.3 知 ,方程 F (x,y,%) = 0 


Oz% 二 : 一 下 六 i = 1 Oz 二 EJ nh 少 十 1 
Ox FP- %— 2 0y F, 2 一 2 
(x 2) 
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$17 .3 由 方程 组 所 确定 的 隐 蓝 数 


一 隐 阔 数组 概念 


上 一 节 讨 论 的 是 由 一 个 方程 所 确定 的 一 个 隐 画 数 ， 这 节 将 
讨论 由 方程 组 所 确定 的 隐 画 数组 ，。 
设 有 一 方程 组 
F(x,y,%)= 0 


《17. 5) 
F(x,y, %)= 0 


“如果 在 茶 一 区 间 才 内 ， 对 每 一 个 xE 了 ,都 由 方程 组 (17.5) 可 
以 确定 两 个 函数 7= f(x)，% =f.(x), 二 满足 方程 组 
人 f.(x))]= 0 
FCx, f(x), f(x))0 
则 称 岁 zx 为 由 方程 组 (17.5〉 所 确定 的 隐 孙 数组。 
例如 ， 由 方程 组 
F(x,y, 2)=x+y+% 1=0 
F,(x, ), %) = 2X + 3%~- 2 = 0 
解 得 


2 =f(x) "1, x» =f:(x) 人 


代入 方程 组 (1》 ， 有 
Fey, fry, F000I= MXit 1 xtxt So 


4 
三 0 
PCx, fi(x), f(x)]= 2 
二 0 
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于 是 ，J = 了 械 (1 -5x) ，x= 十 (x+ 3) 是 由 方程 组 (1) 


廊 确 定 的 隐 函 数组 ， 
障 函 数组 的 一 般 情 形 是 ， 带 有 *#* + z 个 自 变 量 的 4 个 方程 的 
方程 组 
[IO y= 10 


下 = 她 


pm Xa9 rg NaN yas sym) = 0 
确定 访 ;9…m 为 男 外 zx 个 变量 x x,,…,x, 的 隧 贡 数组 
Pi=f (Ki Nass xi 
= Bl EC a (sa i) 
i a a WO to 
二 函数 行列 式 
讨论 由 方程 组 所 确定 的 隐 隙 数 (组 )， 函 数 行列 式 起 郑重 
要 的 作用 。 共 实 ， 在 数学 分 析 中 ， 函 数 行列 式 是 论证 与 计算 的 
一 个 重要 工具 。 为 了 简单 起 见 ， 这 里 仅 就 二 元 下 数 的 情形 加 以 
讨论 . 
设 在 平 而 区 域 D 上 给 定 了 两 个 通 数 
z= P(x ys v= P(x,y) 
它们 在 了 D 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， 由 这 些 偏 导 数组 成 的 行列 式 
Ds 4 
Ox Oy 
Ov Ov 
Ox Oy | 
称 为 通 数 w 2 关于 变量 x,?y 的 函数 行列 式 或 称 雅 可 比 行列 式 ， 记 
作 
OF,, PF.) 


O(N) T= 
/= 或 / GC, 


Ox,)) 
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于 面 我 从 讨论 函数 行列 式 的 两 个 性 质 。 
特质 ] 如果 (1) za=a(x 人 ，v=v(xy) 是 x, 的 
连续 函数 ， 并 且 对 x,y 有 连续 偏 导 数 ， 
(2 ) x 与 7 又 是 变量 ;,! 的 连续 画 数 
xX=%(s, ty ,=p(s, 7) 
且 有 对 :与 ?的 连续 偏 导 数 ， 则 右 
O (#0) _D (#1) .0 (x 
SC DG 《17.6) 
证 明 根据 条 件 知 ， 讽 数 # 与 ? 对 自 变量 :, ft 的 偏 导数 


存在 。 由 复合 函数 的 微分 法 ， 有 
on Ou Ox Ou Oy Ov ov Ox | Ov Oy 


em ae pi — 


Di Ox Os Ty G1” Gs: Ox D Qy Os 
Ox oz Ox or Oy Ov 0 Ox ,OY Oy 


一 - ~ mm 一 一 一 


全 


于 是 


Ox 9s Gy Or Gx 0 0y of 


Oy bx | Or 6 0 Ox ,or tb 
Ox Os Oy DJ Ox Ot Oy of 


Ox Os Ox Ox 

_ Ox Oy Os OF 本 OC#, 1) 、 OCx, 7) 
9 0 | | S| Hx sd Oo 
Ox Oy Dr of 


当 7 为 x 的 前 数 ，x 为 :f 的 函数 时 ， (17. 68) 式 就 是 一 元 函 
数 的 复合 函数 的 求 时 公式 ， 
9 dx 
Fie Fa 


因而 公式 《17.6)〉 也 可 以 看 作 是 一 元 复合 函数 求 导 公式 的 一 个 
推广 。 
质 性 2 如 果 (1) z=a (C(x, ，v=v (x,》) 连续 ， 且 
有 连续 的 偏 导数 ， 
(2) x=x (zt 的 ,，》=y (wb》 存 在 唯一 反 函 数组 ， 连 
续 ， 且 有 连续 的 偏 号 数 、 则 
Ou,0) . 0(x,)) 
O(x,Y) OO(x,?) 
证 明 因为 #,v 可 以 看 成 通过 中 间 变 量 x,y 关 于 #，z 本 身 
的 复合 函数 。 因 此 根据 性 质 1， 有 
Ov) . OXF) Oo 


OCx,y) (u,v) Q(x, 2) 


(17.7) 


而 Ox Og 
-二 一 1 6 
00, ») Oy Ov | 
OCs, v) Gy Ov 
Ox 0 9 1 
所 以 公式 〈17.7) 成 立 。 口 


三 方程 组 所 确定 的 隐 浮 数 
定理 17 .4 ”如果 函数 F，(x，.?，2Y) 及 FE， ty， zx) 在 点 
M (x Ys Eo) 的 某 邻 域 0 内 潢 足 条 件 ; 
(1) F(x,7,z) ，F。 (x, 7，%) 在 点 对 的 邻 域 避 内 连 
绪 ， 且 对 三 个 变量 都 有 连续 储 导 数 ; 


F, (xopy20) = 0 
(2 1{ 
I {Xos yor 20) 二 0 


(3) 在 点 从 {xo yo 0) 的 函数 行列 式 


则 在 点 x* 的 某 邻 域 了 4 内 存在 唯一 的 连续 函数 组 
=f (x), 2 = .2(xX) 
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满足 方程 组 (17.5) ， 即 
人 fi(x)) 三 0 
FCx, f(x), f(x)J=0 
并 且 有 
f(x0) =%, falx0) = %, 
同时 ， y=.(x)，% = 六 (xx) 在 4 内 有 连续 导数 。 
分 析 首先 应 用 定理 17.3， 由 方程 Fi(x,y，x) = 0 确定 二 
元 画 数 : =f(x,7), 把 它 代入 到 函数 F,(x,>， 多) 得 F ,Cx， of ws 
了)]J。 然后 应 用 定理 17. 1 由 方程 F,Cx,y, f(x, 7)) =0 确 定 一 元 函 
数 》 =f,(x), 并 令 z s/w ND =f,(x), 其 语 验证 2=f(x), 
“=f.(x) 满 足 定理 的 要 求 。 z 
证 明 ”由 条 件 《3) 


oF, OP 

-0(F,, TF,) 二 oy 0 二 0 
Oy,%) | dF “2F, 
Oy Ow% 


则 与 六 -号 世 中 至 少 有 一 个 在 点 4 不 为 零 ， 为 确定 起 见 ， 不 妨 


设 
Sp, 0 
于 是 ， 销 数 F(x, y, %) 满足 下 列 条 件 ， 
(1) F(x,2，%) 在 点 也 的 邻 域 U 内 连续 ， 且 对 任何 变 
量 都 有 连续 偏 导数 ; 
C2) F(x 20) = 0 
(3) Pht sf 0 
根据 证 理 17.3， 在 点 N(xoy) 的 共 邻 域内 存在 唯一 的 连续 
浮 数 
=f(x,)) 
满足 方程 F(x,y,z)= 0， 即 
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FiCx,7, 帮 x:》) 三 0 (1) 
并 且 f(x) = 2% 
而 元 数 x =f(x,》) 在 及 内 有 人 连续 偏 导数 。 
现 将 函数 % =f(x,y) 代 入 函数 F,(x,》,x) 之 中 ， 得 


PCx, y, fx) 
F(x = F,Cx, yf (xy)) 


设 
我 们 验证 函数 mx, 轨 满足 定理 17.1 的 条 件 ， 
《1) gtxs9) 在 点 N(x,,y。) 的 邻 域 RK 内 连续 ， 且 有 连续 
偏 导数 ， 事 实 上 ， 
Op _ OF ， + .of oF, ,of 
Ox | Ox a Ox 
/本 0 oF, i oF, of. 
oy Qay O% 07 
oF, We OF, of of 、 
一 一 9》 os ? De Oy 省 连续 ， 


(2) plxo 0) = FL sf x0 ¥0)) = P(Xo, Ses 09)= 0 
(3) Py( X00) TE 0。 事实 上 ， 
es (2) 


Og Or。 | 


Ox Oy 


Oo 6) 
其 中 人 可 由 (1)》 式 求 由 。 对 (1) 式 关于 ? 求 偏 导数 ， 得 
| 
oF, OF,. or a 
区 7 0 印 -入 六 二 9) 
将 它 代 入 C2) 式 ， 在 点 和 (yo ， 有 
OF， 
op _ oF, ,OF, 0y__ Se P(e OF 
Oy Oy O% oF, Fo 0% 
O% Ox% 


业 1 得 


OF, 9F， 
OF, 6FNV_ 1 |5 % 
GO% WW/ OF | OF, OF, 


Oz 0% 0y 
1 
一 二 OCP,,F,) 
= = gH | 0 
0 OCy, 2) i 


根据 定理 17.1， 在 点 x 的 其 邻 域 4 内 存在 唯一 的 一 个 连续 
函数 = = 所 (x), 满 足 方程 p(x,y) = 0， 即 
plx,f {x)= 0 《3) 
并 且 f(x,) = 为。 再 根据 定理 17.2，》=.A(x) 在 4 内 有 连续 导 
数 ， 
特 7y = 了 f(x) 代入 x =x,》), 令 
sf (N(x) 《4) 
从 而 得 一 通 数 组 
F=f(x), z=f(x) 
下 面 证 明 ， 这 两 个 函数 满足 定理 的 要 求 。 
首先 ， 由 于 =fi(x) 和 和 % = 了 f(x, 了 ) 连 续 , 因 此 % = 人 x, f(x)] 
=f.(x) 也 连续 ， 即 fCx)， (xx) 在 点 2 的 革 邻 域 了 内 连续 。 
其 次 ， 在 〈1) 式 与 (3) 式 中 以 态 Cx) 代 蔡 凡 有 
FCxs fi Cx), 六 (xx) = FF {x, fC), fix,fitx))}=0 
FCx,f (x), felx)) = F,{x, fx) fix, f(x))} 
三 [Lx, f(x)J=0 
最 后 ， 由 〈3) 式 ， 对 x 求 导数 ， 有 


Og 
Op Op df -0 即 - = Ow 
Ox Oy dx "dd 2 
J) 
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因为 ，- 玫 ，- 2 ，- 3，-3 赂 存在 ， 且 连续 ， 所 以 ， 


- 产 和 -4 在 点 xs 的 邻 域 4 内 存在 ， 且 连续 ， 


口 


例 ] 判别 方程 组 
F(x,y,%)=x:+y +r—- 06=0 


es 0 
在 点 庆 (1; -2 1 的 邻 域内 确定 唯一 可 导 的 连续 函数 组 
y=f(x), %=f(x) 
y= 29, Fis= 


解 (1) 显然 ， 画 数 下 ,, 上 ;及 下 = ee 
2 1，Piy= 1，F',:= 1 在 点 于 的 邻 域内 连续 ， 


《2) Fi, 一 2, 1)=(1):+( 一 2):+(1) -6= 0 
2,1)=I+( 一 2)+1= 0 


F,(1, — 

C3) oF, OF 
_ OF,, F,) | =| oo 外 
609, 2) M OF, OF, 

Oy Ox% 


二 7 2 =(27- 2%)u= ~ 60 
根据 定理 17 .4， 在 点 对 的 邻 域 让 内 确定 唯一 的 可 导 的 连续 画 数 组 


y=f (x), =f.(x), 
在 定理 17.4 中 ，F, 和 F, 改 为 4 个 变量 的 方程 ， 即 


F(x,y, #2)= 0 
{ (17.8) 
Fw 不， 乡 ) = 0 
则 在 相应 条 件 下 ， 存 在 唯一 的 具有 连续 偏 导 数 的 二 元 函数 组 。 
定理 17 .5 如 时 函数 F(x， J HD) F,(x, | 游 足 
下 列 条 件 : 
(1) F(x,y, x,) 积 F， (X,Y, Ls 2) 在 点 前 (xnyyoy zy to) 
的 某 令 域内 连续 ， 且 有 对 任何 变量 的 连续 偏 导 数 ， 
(2) FF Xo oy Wos 0) = 用， F aCXo Var os 00) = 0 
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F,》' 
1 ) Mt 


x0 


oO(F,, 
Ca J= 


则 在 点 PCxoy%)》 的 某 邻 域 内 ， 存 在 唯一 具有 连续 偏 导数 的 二 
元 函数 组 

#=f (x,7), v=f.(x,y) 
满足 方程 组 (17,8) ， 即 

| Fx yf ix), falx,y))=0 


Fx, ys f(x 7), f(x,7)I= 0 
且 有 
fi x80) = Hs feoy0) = v 
证 明 从 上 略 ， 
例 2 ”判断 方程 组 
人 0 


F(x, yu, 0) =w to—x— y= 0 
在 所 记 (2,1,1,2) 的 邻 域内 ， 存 在 唯一 的 具有 连续 偏 导 数 的 
二 元 函数 组 
#=fi(x,y), v=f.(x,) 
解 (1) 容易 君 出 函数 F, 和 :及 其 它们 的 所 有 偏 导数 ， 
在 点 章 的 邻 域内 连续 ; 
(2) Pi(2,1,1,2)=1+4~4-1=0 
F,(2,1,1,2)=1+2—-2—1=0 


《3) 由 于 
QP. GFE dF; OB; 
Op ol; 1 
oF, oP 2 2 9 
Ox OY 
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ee rr "rf po I + Hp HE pe 3 2 1 A = DA PE -EPP Eddt lB oy PE mp mt 


=2-4=~-20 


1 1 
根据 定理 17.5， 在 点 寻 的 邻 域内 ， 存 在 唯一 的 具有 连续 偏 导数 
的 二 元 函数 组 

#=f (x,7), 2 = (xy) 


$17,.4 隐 范 数 的 微分 法 


求 由 方程 所 确定 的 隐 函 数 ( 一 元 、 多 元 的 导数 和 偏 导 数 
是 经 常 遇 到 的 问题 。 本 节 在 前 两 节 的 基础 上 总 结 一 下 计算 隐 函 
数 导 数 和 偏 导 数 的 一 般 法 则 。 
一 ”由 一 个 方程 所 确定 的 隐 通 数 的 微分 法 
1 设 方程 
Flx,y)= 0 (1)} 
满足 隐 范 数 存 在 定理 和 可 微 性 定理 的 条 件 。 于 是 ， 由 方程 61) 
可 确定 J 是 x 的 函数 (或 x 是 7 的 函数 ) ， 把 它 代 入 方程 〈1)》， 
就 可 把 F(x,y) 看 作 关 于 x 的 但 等 于 零 的 复合 隐 数 ， 出 复合 函数 
的 求 导 法 则 ， 有 


Fx) + Fx) -p= (2) 
于 是 ， 得 公式 
1 二 dy  _P'(x,y) 1 
» Fr Ce (F', 0) (17.9) 
例 1 设 7》 是 由 方程 
1nw xi+y? = arctg-* 


所 确定 的 x 的 函数 ， 求 -人 


解法 1 应 用 公式 (17.9》。 设 
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F(x, 1)=1n xty ty? i -arctg -= 


Ftx,》) 的 两 个 偏 导数 为 
Oe, Be, eh 
F', 2 Cx? ty*) 1 (2) ( 2 ) 2 ty 
A 
2 1 1 _ y—%» 


于 是 ， 由 公式 (17.9) ， 有 
dy FF, _ w+ty x+y 
Ee 
解法 2 应 用 一 阶 微分 形式 的 不 变性 。 
对 等 式 两 边 求 微分 ， 得 


2 xdxt+ 29dy - 1 ,wady—ydx 


2 (xt) 1+(2) x! 
% /。 


xdx+ydy xdy— ydx 
Er 
于 是 ， wadx+Jydy=xdy -ydx 
(x I)dy= (x ty) dx 
dy x+y 
有 dx x—y 
例 2 设 ? 基 由 方程 
x2+78 -CC 0 


所 确定 的 x 的 隐 函 数 ， 求 他方 。 


2x+ 2y 史 0 Wi 他 = 0(s) 


对 《* ) 式 ， 再 求 导 得 


pr rr yah er rr ee 


rp et 
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区 
有 人 
dy 
1 (和) 


2 
于 是 ， -9 忆 = - 


2 二 和 -ar 
dx 六 
例 2 设 方程 
F(x,y,%)}= 0 (3) 


满足 隐 函 数 存在 定理 和 可 微 性 定理 的 条 件 。 于 是 ， 由 方程 ( 3) 
可 确定 % 是 x,》 的 二 元 函数 ， 由 方程 (3 ) 分 别 对 x 和 J 求 


偏 导数 ， 有 
OF , OF ax -_ 
Dx Ox% Ox 
Oh OE hy 
Oy Ox Oy 
oF OF 
Ox Gy 
O% _ Oz yy aF 
有 Ox OF’ Oy ~ _6F (与 一 二 0 ) 
Oz 5x 
《17.10) 


例 5 设 % 是 由 方程 


es 
所 确定 药 隐 函数 ， 求 -5 和 和- dt 
解 设 
FCOx,y,%) 三 六 中 当中 涩 一 4 和 0 
F(x,7 多) 的 三 个 惫 导 为 
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4 4y+ We +y+t ' +y+ 
Fis es, Fo 1 etts, Fe 1 ets 


于 是 ， 由 公式 (17,10) ， 有 


党 
Ox Ea FP', > 1 ety+s 一 
_Oxw _ 二 FE 1 Ys 一 一 
天 
6 ER Ov 
4 设 F (x,x+y,x+y+%) = 0， 求 了 。 


解 ” 此 题 指出 x 是 x,)》 的 函数 。 设 


WX+y, =X+y+% 


这 时 P(x,x+J,x+》+%) = F(x,#,v)。 册 复合 函数 的 求 导 法 


则 ， 有 SY _ 412. 
=- 一 TY 
OF ,OF .6 ,OF bn 0 


Ox Ox OF 


所 以 有 
oF oaF aéF 
i 
XxX OF 
Ov 
二 ”由 方程 组 所 确定 的 隐 应 数 
1 设 方程 组 


i %)=0 
{ (17. 11) 


F(x,y, %)= 0 
注 中 定理 17. 4 的 条 件 ， 则 隐 函 数 7,% 关 于 x 可 导 。 由 复合 函数 
的 求 导 法 则 有 
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Oh A re gt A Trp rawh ed ri -rpY ne Pose 
sa i 


OF, OF, ty- OF, dx _ 
Ox . Oy de de 
OP, OF, dy + OF, ds ~ 
Ox Oy dx 6 dx N 


这 是 关于 -人 2 ，-5 和 < 的 线性 方程 组 ， 其 系数 行列 式 恰 是 西数 
下 ,了 ,关于 ), x 的 函数 行 式 ， 根 据 假设 它 不 等 于 零 、 因 此 解 得 


例 5 求 由 方程 组 
wx:+y:+%:—6=0 
xX+y+%= 人 0 


所 确定 的 隐 函 数 》，z 在 点 《1，- 2，1) 的 导数 。 
解 ” 我 们 在 $17.2 例 1 中 已 判断 此 方程 组 满足 定理 17, 4 的 


所 有 条 件 ， 对 每 一 方程 关于 x 求 导数 ， 有 


2x 十 27- 史 + 2 xx = 0 


ay d% _ 
lt ta 


于 是 ， 
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1 一 2x 22| 
dy _ |~1 1 | 25 一 2x _ ~ 
dx [2 Dol Dy og yw 
1 1 | 
2 < 
ds | -1 | 2x- 2)_x-—)y 
dx 27— 2% 27— 2% 一 区 
所 以 在 点 (1， ~ 2，1) 上 ， 有- 坊 -=0 se 
. dx ” gy . 


2 设 方程 组 
#0)}= 0 


F(x,y, #7)= 0 
满足 定理 17. 4 的 条 件 ， 如 同 1 一 样 考虑 ， 不 难得 到 


O(F,, FP,) OF, F,) 
Ox _ _Q(x,) Ox Or) 
Bx “OFF) Gy OF, Fy 
Ox, 1) Ol#,7) (17.12) 
OCF,, F,) OCF,, F,) 
Oy _ Ou,x) Oy _ OC#,7) 
Bx OF,E)’ By ™ ~ dF,,F,) 
O(#, v) O(#, 7) 


例 6 设 x,v 是 由 方程 组 
人 0 
F=g+y—-x:+y= 0 
所 确定 的 x,7 的 隐 范 数 ， 求 它们 的 依 导 数 ， 


解 对 《1) 分 别 求 关 于 x,y,#,z 的 偏 导数 ， 有 


DR 


aF, _ ， OF 


d= t= ss 
Oy Se On a # 1,73; 2 


起 EAP not Ho mp eee ts iba et me 。 


OY 
于 是 ， 由 公式 (17.12) ， 有 
OP,, F,) | 一 2 22， 
Ox _ cxot) 一 2x 1 _x(1—2r) 
ox OF,,F,) | #0 
同 理 O(n, $) | 1 1 | 
-OU _ 1+t22 6 _»(2u—-1) 
Oy 24-2) Gx Wy 
00 ~ —(2w+1) 
OF 2 (x— 2) 
$17.5 映 射 
先 引 入 映射 的 概念 。 设 函数 组 
& = (x,y) 
- | (1) 


乡 二 (x, y) 
是 定义 在 x 平面 上 某 一 点 集 D 上 的 两 个 二 元 函数 .在 DPD 上 每 取 
定 一 个 点 《x,y 时 ， 由 函 数组 ，《1) 在 z? 平 研 上 有 了 瞧 一 一 点 
(zy 23) 与 之 相对 应 。 于 是 ，xy 平 面 上 的 点 保卫 ， 通 过 范 数组 
(1 》 得 到 xz 平面 上 的 一 个 点 集 D'， 我 们 称 函 数组 《1) 确定 
了 一 个 和 2 平面 上 的 点 集 呈 到 xz 平面 土 的 点 集 疡 的 映射 。 在 这 个 
脆 射 下 ， 忆 的 点 〈2 9) 称 为 卫 中 的 点 (x,y) 的 象 ， 而 人 xy,7) 
则 称 为 {x,v》 的 原 象 (如 图 17, 3) ， 

反 过 来 ， 点 集 D 中 2 


的 每 一 个 点 (#9) ,是 
天 也 只 有 点 集中 唯一 5 
的 一 点 与 之 相对 应 呢 ? 


正如 并 不 蚌 每 一 个 一 元 0o 区 
项 数 都 存在 反 贾 数 一 图 17。3 
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- t 
| } 3 
3 


料 ， 一 般 说 来 未 必 如 此 。 但 当 呈 与 忆 两 个 平面 点 集 之 间 按 函数 
组 《1)》 能 建立 一 一 对 应 关系 时 ， 我 们 才能 确定 一 个 定义 在 
D' 上 的 函数 组 

有 oi 


y= PK, V) 

使 得 D' 中 的 每 个 象 都 上 只 有 D 中 的 一 个 原 人 象 与 之 相对 应 ， 这 时 ， 
我 们 称 映 射 《2 》 是 映射 (1) 药 道 映射 。 蚂 射 《1) 用 记号 
了 表示 时 ， 它 的 逆 喘 射 《2》 用 广 ! 来 表示 ， 

存在 道 喘 射 的 映射 ， 也 称 为 变换 。 逆 映射 就 是 它 的 闭 变 
换 。 

由 映射 的 构 念 不 难看 出 ， 映 射 是 函数 概念 的 一 种 推广 ， 其 
实 ， 我 们 在 前 面 学 过 的 一 元 函数 和 多 元 沙 数 的 概念 ， 完 全 可 以 
由 映射 来 定义 〈 对 此 进一步 的 说 明 人 参看 学 习 指 导 ) 。 从 画 数 角 
度 来 看 ， 函 数组 (2 》 是 函数 组 〔1》 的 反 函 数组 ， 

关于 道 映 射 ( 逆 变 换 ) 的 存在 性 ,看 量 下 前 定理 5 

定理 17.6 如 果 了 映射， 时 区 数 组 (1) :在 点 Cs 人 某 
邻 域 U( 了 ,67 内， 满足 条 件 ; 
《1) 函数 xz= z(x,y)，s = v(x, 少 及 其 它们 的 偏 导数 都 连 


《2 ) 


疆 ; 
《2) #,= (X,Y,), Vo = V(X)o) 
_ 0O(u,v) , 
ge ed 
则 在 点 0 2 的 某 邻 域 U(0,5) 内 ， 有 了 映射 /的 道 映 庙 
w= x(g, 2) -- 
J { 
y= yu v) 


证 明 ”把 函数 组 (1) 改写 成 下 面 形式 ， 
i 0 
F 


(Wd XI = x)= 0 
由 此 可 看 出 ， 这 个 定理 是 定理 17.4 的 推论 ， 4 


OT ee re yr ort Car pt wht ee 


事实 上 ， 白 条 件 (2〉 知 
F (gos Woy Xo 80) = 0— Cx0, $0) = 0 
F,(gos Vor os 0) = Vo — V(X) = 0 
由 条 件 “3) 知 ， 有 


本 OU 本 Ox 
J FsF)! - bx 史 
O(x,») | _ Or _ Or 
- Ox oy |。 
_ OU 1) 
二 


于 是 ， 根 据 定 理 17.5， 在 点 Q 的 某 邻 域 U (0,6') 内 ， 出 方程 组 
《3 》 可 确定 一 组 唯一 的 具有 连续 偏 导数 的 函数 组 
X= x(H,2) 
| (4) 
y= u,v) 
映射 《4 ) ， 正 是 映射 /的 道 映射 三 '。 因 为 
区 La) = Kos FUos V0) = 7 
所 以 道 映射 广 ' 把 点 Qu 290) 映射 到 成 PCxo,y), 而且 根据 (4) 
的 唯一 性 ， 对 于 每 一 点 (x,?) EU(C8,6') ， 都 是 邻 域 UCP, 9) 
内 唯一 一 点 〈xx?)》 的 象 ， 也 就 是 说 ,对 于 点 9 的 邻 域 UC0, 6"? 
的 每 一 个 象 ， 都 有 点 了 的 邻 域 UC(P, 6) -内 唯一 一 个 愿 象 相对 
应 ， 这 样 ， 有 映射/ 在 邻 域 U(P,6) 与 U(Q, 9) 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 关系 ， 所 以 映射 《4 ) 是 映射 /的 道 映射 六， 口 
顺便 指出 ， 在 满足 定理 17.6 的 条 件 下 ， 函 数组 《4 》 是 函 
数组 《1) 的 反 函 数组 ， 而 且 它 们 都 存在 连续 的 偏 导数 。 它 们 
的 篇 导数， 可 借助 于 隐 示 数 的 微分 法 ， 直 接 从 〈3) 式 推 得 。 
从 定理 17. 6 不 难 理解 ， 如 果 定 义 在 开 区 域 D 上 的 映射 
人 


乡 = 区 YX) 
是 一 一 对 应 的 ， 而 且 在 内 
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_O(#, 0 


一 -一 一 -一 一 


OKxy》) 


则 在 映射 /下 ， 区 域 品 的 象 D' 是 xz 平面 上 的 某 开 区 域 。 这 山 做 
保持 区 域 的 映射 。 

本 节 最 后 我 们 给 出 雅 可 比 行列 式 的 几何 意义 ， 

定理 17 .7 如果 函数 x = x(x,?)，》=2(#,Y) 在 ## 平 面 上 的 
区 域 E 上 存在 连续 偏 导数 ， 且 


_ 0O(x,7) 
J (#2) 0 


轴 射 


X= XH#, 1) 
| 
= 


是 EE' 到 x 平面 上 EE 的 一 一 映射 ， 设 Io 为 在 妃 上 以 点 (wo po) 
为 一 个 顶点 的 小 矩形 的 面积 ，-4c 为 在 映射 /下 在 三 上 的 象 ， 
则 映射 f 的 雅 可 比 行列 式 为 
ps (x, 00) | 
即 映射 了 的 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 是 由 映射 /所 引起 的 在 点 
(so 2o) 的 邻 域内 面积 的 膨胀 或 收缩 系数 ， 
证 明 在 区 域 E' 中 ， 任 取 以 (ww%) 为 一 个 顶点 的 小 矩形 
及 38CD, 使 其 边 平 行 于 坐标 轴 ， 设 顶点 的 坐标 分 咽 为 
A 《2 30》 But A v0) ,CHat ns vo +r) ， 
Dlgoy vot A vr) 
显然 ， 小 矩形 44BCD 的 面积 人 0' = /wy 
映射 /将 B' 内 的 四 点 4, ,CD, 映射 到 内 的 四 点 4'，B'， 
C',D'。 矩形 ABCD 的 象 为 曲 边 四 边 形 A'B'C'D'， (图 17.4) 。 
其 顶点 的 坐标 是 
ACx(uo, 00), Fo v0) 
B'Lx (Hot A pi IT + Lu, v0))] 


《27 
一 


Mh pee rt "ri Haw -EEF EEE dt PAD PE re rp mm se 


图 17.4 
CCYXKi + A tet ys) YH tu, vo + 1) 
及 Ex tot Ap), Cu vo + fv)) 
设 曲 边 四 边 形 4'B'C'D' 的 面积 为 4o， 则 -Io 可 近似 看 作 以 
4,B，C 为 顶点 的 三 角形 面积 的 二 悦 ， 由 解析 几何 知 
(8 十 LAV V0) — XN 0) XHat Luy V+ AA) 
zforz + | 


(Wet A 一 op I Hat A Vet LV) 
— CRs AR, #,) 


一 多 区 十 LU yo) 


根据 拉 格 遍 日 中 值 定理 和 偏 导 数 的 连续 性 ， 有 
; Xe 二 十 日 Lp 多) x Wot uy vo t+ Or) Ly 
C+ 


PA tO oo) uy (Wt ust th Ar) Ay 


Xelas V0) 六 和 vy) 
As 十 


ap = (Wot0) | Au 


Jos V0) (sy V8) 
其 中 ,9,,0,,0, 都 是 0 与 1 之 间 的 数 。 于 是 当 J#， Lv 充分 小 
时 ， 有 

Sao 之 | (gt AxAr = Cu 00) 29 
即 


=|J (zx ou) | 品 


如 果 da 表 示 王 的 面积 微 元 ，4a 表示 E 的 面积 微 元 ， 则 上 
面 结果 可 表 为 
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do 
rr (x0, 26) | 


$17.6 在 几何 上 的 应 用 
在 这 一 节 我 们 讨论 降 函 数 在 空间 几何 上 的 应 用 。 


一 ”空间 曲线 的 切线 与 法 平面 
设 空间 曲线 工 由 参数 方程 
L: x=x(t), y=7(1), 2=%{t), aCt<p (1) 
给 出 ， 在 盛 P(xo, ys 20) 处 有 
xi 一 %( 有 )， 为 = 小 (二 )，2 = (0 ath 
并 假定 《1》 式 的 三 个 函数 可 微 . 
在 曲线 工 上 点 了 的 邻 域 任 取 一 点 P'(xs+ x +A， 十 
2x) ,这 时 点 了 与 P 的 割 线 方程 为 


其 中 IJx= x tA) xd), Ay= y+ I) -yt Lz= 
z(t+ Lt) 一 zlh)。 用 -i 除 上 式 的 分 母 ， 有 


当 P'->P 时 ，Ai-> 0 。 于 是 ， 有 
0 
从 而 得 曲线 工 在 点 了 的 切线 PT 方 惟 为 
et hme Me (17.13) 


一 一 一 一 一 


->z 


A 1 
J) 


-> (#), 


由 此 可 见 x"(#),， (4)， %'(t) 是 曲线 工 在 点 了 处 馈线 的 
方 身 数 ， 从 而 切线 的 方向 余弦 为 


i er pe rap rr ++ ”4 Re re 


x 《为 》 


lupe re RR 
VD) + ) + wif,) 


cos 有 = 人 
XD (+ (ty 
ES RS 
RH) 9) + 2 (0) 
过 有 曲线 上 的 点 了 可 以 作 元 限 多 条 图 17.5 

垂直 于 切线 PT 的 直线 ， 如 果 所 有 这 些 直线 都 在 同一 平面 上 ， 
则 称 这 平面 为 曲线 工 在 点 了 处 的 法 平面 《如 图 17,5) 。 于 是 可 
知 过 点 P ， 且 在 点 了 处 的 法 平面 的 法 线 就 是 曲线 在 点 处 的 切 
线 ， 因 此 由 解析 几何 知 ， 法 平面 的 法 线 方向 数 为 

x (Hh), YF), x (to) 
于 是 ， 过 曲线 工 在 点 了 处 的 法 平面 方程 为 

XCH CX— Xo) HI CAI ~ I +t 2- 2) = 0 


Cosy = 


(17. 14) 
例 1 求 螺旋 级 
x= acost, y=usint,%= et 
在 当 t= 忆 时 的 切线 方程 和 法 平面 方程， 
解 由 于 
*' (5) = = -sin 可 = -3a, J 二 ) = zeos 瑟 = 于 4， 


* 国 -。 


所 以 根据 公式 (17 ,13) 切 线 方程 为 


-1 - _T 
x 2 a 二 “本 
~ 3 2 ce 
即 _2*%—4 2 一 34, 3%— {7 
“94 a 3r 


430 


根据 公式 (17 .14), 法 平面 方程 为 
-Vaal x 六 4 )+a( -a )+ 2 -外 ) 


= 0 
例 2 求 曲线 7》=x,x=x: 在 点 P (1,1，1) 处 的 切线 方程 
与 法 平面 方程 。 
解 ” 我 们 把 x 看 作 人 参数 ， 则 曲线 的 参数 方程 为 
X= = SS= x 


过 点 了? 的 切线 的 方向 数 为 1， 工 ，2 。 所 以 点 P 的 切线 方程 为 
Wl =1 .2%=.1 


1 1 2. 


法 平面 方程 为 
(x—- 1)+7— 1)+2t{x—~1)=0 
即 x+yt+ 2%—4=0 
设 空间 曲线 出 方程 组 
Hi(x,y,z2)=0 
L:1 
F(x,y,%)=0 
给 出 ， 如 果 它 在 点 P (x0y76, ze) 的 某 邻 域内 满足 定理 17. 4 的 所 
有 条 件 ， 则 方程 组 (2 〉 在 点 ? 的 倪 域 可 确定 隐 函 数组 
EP A (3) 
使 得 =f (x,), %, =f,(x0), 且 


OCF,, FP,) OCF,, F,) 
dy _ Ol(x,%) dz _ 0O(Y, Xx) 
dx OOPSF)? dx ~ OCF,, FF.) 

GO (7, %) Ot( 7, %) 


(2) 


由 于 方程 组 (2 ) 与 函数 组 (3) 起 示 同 一 条 曲线 ， 现 以 x 为 
参量 ， 就 得 点 了 邻 域 的 曲线 方程 

x=x, I= f(x), %=f.(x) 
于 大 点 上 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 为 


1 dy ds 
dx ， dx 
即 二 多 一 区 0 
oF,, F,) (FoF OF, FE, 2 (17. 15) 
OC J,%) | EE O(%,”%) 这 G(x,7) | 
O( 了 ,上 上 ) ,CX — Xe) DG， F,) ,I-70 
| (xm = 0 (17.16) 


例 3 求 球面 x:+y*+%* = 6 与 平面 x+J+x%= 0 的 交 线 在 
点 了 (1, -2,1》 处 的 切线 方程 与 法 平面 方程 ， 
解 设 
(A =0 


(FF Cw, %) =x+ yt 0 


它们 的 偏 导数 为 
OF, _ OF, _ 于 人 二 
a- 2 » G7 2 7 之 艺 
oF, _ 1 SF, _ 1 dl, = 
Ox ” Oy ” oOx 
于 是 
OE, FEF) = | 121=-6 
OC), 多) Pp 1 1 | 
oF,F); -2 2|-0 
OC%y %) | i 和 主 |] 
OCF,, F,)} i 
Bx le il 1 
从 而 上 出线 在 点 了 处 的 切线 方程 为 
Re OS he Ai 
-6 0 6 
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法 平面 方程 为 
~—6x— 1)+ 0C+ 2)+6(2— 1)=0 


即 wx—%=0 
二 曲面 的 切 平 面 与 法 线 
我 们 在 全 微分 的 几何 意义 中 曾 讨论 过 ， 如 果 曲 面 由 方程 
“=f(x,)) 给 出 ， 旧 函 数 <= f(x,》) 可 微 ， 则 曲面 在 点 卫 (xsyy， 
的 切 平 面 方 程 为 


如 果 划 面 由 方程 CO = 人 0 给 出 ， 设 曲 面 上 ， 过 点 
PCx yo zo) 的 任 一 条 曲线 的 参数 方程 为 


x = xt{f), =)(1), %=%(t) {3) 
并 假定 (3 ) 在 对 应 于 了 的 4 点 可 微 ， 则 过 点 了 的 切线 方程 为 
XX Yh -名 一 多 


Xt) yf 3 为) 
由 于 曲线 (3》 在 曲面 F(x, ,x) = 0 上 ， 所 以 有 恒等式 
Faxt{i), y(t), %(t))=0 
如 果 函 数 F(x,y,%) 可 微 ， 则 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 有 
Fw 9 0) FD) + FC yer To) Fh) + Fa Ns 
:| 2'(t,) = 0 
由 此 可 知 ， 通 过 点 了 的 任意 一 条 曲线 的 切 向 量 {x (#6)，J (#1) 
1( 思 )} 与 向 是 #= {F's 了 'y，F'%} 重 直 ，、 所 以 过 点 了 的 任 一 条 


曲线 的 切线 都 在 以 向量 # 为 法 向 量 的 平面 上 ， 于 是 ， 过 点 了 的 


切 平面 方程 为 
F(x x) i+ Fy -I) +F's (~—%)= 0 


而 法 线 方程 为 
光一 和 一 Jo .名 一 冬 
Fi FS - Fo 
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< Pirvervy Mr rps 2 ee Et + Eh PE Ted wtb htm pp a 、 mi ep ee 人 。 


如 果 用 c, P,? 分 别 表示 曲面 F(x,? zx) = 0 在 点 上 的 法 线 与 
坐标 轴 正 向 光 角 ， 则 法 线 的 方向 余 荡 为 


?9 
COSA= 土 EE 
lI2 Flt Fl2 | 
机 


五 
et 
UU 
COSP 二 十 F 


这 里 根 式 前 面 的 符号 ， 同 时 取 正 号 或 者 负 号 。 


如 果 曲 面 由 参数 方程 
x=xts,t), Y=,t), = (st) (4) 
给 出 ， 在 ?平面 上 的 一 点 HGrota) 对 应 于 昔 面 上 的 一 版 了 Cx， 
.yo xo)， 其 中 


Xo= X(yo to) Fo=p 5070), Zs =o ss) 


假定 函数 组 (4 》 在 点 对 的 邻 域内 存在 对 :与 顽 连 续 偏 导数 ， 


日 Se 3 0 ， 则 根据 定理 17.6， 函 数组 yw =x(f， 有 ,= 
由 M 


2》(;,1) 在 在 反 范 数组 * = sx,7)，、#=2(x, 外 。 于 是 曲面 方程 可 
表 为 

Si yp) FX, 0 
由 隐 范 数 的 求 导 法 则 ， 有 

Oz _ Oz Ox Oz Oy 


一 和 一 


0: Ox 0 0 0 


于 是 
601,%) G(x, x) 

Oz = 0(s, 1) 0% _ 00,7) 

Ox ~ OX) OF Ox 

G(s, 2) Olt, 1) 
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从 而 曲面 在 点 了 的 切 平面 方程 为 


0( 7, 2) O(%, x) _ 
Qls, 3 (x 一 Xx0) + Ofs, 1) ua 人 
OCx,y) 下 二 
下 人 %0)=0 
法 线 方 程 为 本 
一 多 8 立 一 各 一 一 
O(y, 2) _O(%, xX) OXF) 
OSE) ly OGH) | Drt)》 lu 


例 4 求 曲 面 
Flx,y,%) = 一 x+xy+5= 0 


在 点 了 (2, -3,1) 的 切 平面 方程 和 法 线 方 程 ， 
解 ”由 于 
F' lp=(2x—-y-8) l= -1, Fylr=(-x)le=—-2 
Fls=1 
所 以 ， 在 点 了 的 切 平面 方程 为 
—(x— 2)—- 2(79+3)+(5 一 1)=0 


即 x 十 2 一 5% 十 5 =0 
法 线 方程 为 
ld OS 
= 
例 5 求 曲 面 


光一 了 十 四 y= 
在 点 凡 (0，2 》 所 对 应 的 点 了 的 切 平 面 方程 和 法 线 方程 。 
解 点 M (0，2) 所 对 应 的 曲面 上 点 了 的 坐标 是 x= 2， 


= 4， “二 8。 


Ox _ Ox _ Oy _ Oy _ Ox _,.s 
EE TI， 二 1， Qs 2 3 OF 24, Gs = 3 
O% 2 2 
Oa eat 
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人 


_0(y, %) 二 O(%, x) 
ye ee 
ee 
O(s,1t) | P 


于 是 ， 有 曲面 在 点 了 的 切 平面 方程 为 
一 1L2(07~ 4)+ 4(7- 8)=0 
即 37—%— 4=0 
法 线 方程 为 
X 一 2 ?7 一色 人 


0 一 12 4 0 一 3 1 


$17 .7 条 件 极 值 


在 十 六 章 讨论 的 多 元 通 数 极 值 问 题 中 ， 对 自 变 量 没 有 什么 
约束 ， 它 可 以 在 其 定义 域内 自由 变化 ， 这 种 极 值 我 们 称 为 普通 
极 值 ， 但 在 实际 问题 中 往往 对 自 变量 提出 一 些 约束 条 件 ， 使 白 
变量 只 能 在 定义 域 的 某 一 范围 内 变化 。 例 如 ， 在 已 知 周 长 为 
2 5 的 一 切 三 角形 中 ， 求 面积 为 最 大 的 三 角形 ， 设 x，》，% 分 别 
为 三 角形 的 三 边 之 长 ， 则 我 们 要 求 函 数 

jx 2) = pO— XI PI 2) (1) 
的 最 大 值 ， 但 是 自 变量 x,y, x 要 受 条 件 x +》+%* = 2 的 限制 . 
这 种 极 值 称 为 条 件 极 值 ， 

在 有 些 情况 下 ， 将 条 件 极 值 可 化 为 普通 极 值 。 如 上 述 问 
题 ， 可 由 条 人 忻 x+7+%= 2p， 将 x 表示 成 x，J 的 水 数 %= 2p 一 x 
玫 再 把 它 代 入 《1) 中 ， 于 是 问题 就 化 为 

PXI = pp x py x + yp) 
的 普通 极 值 问题 。 

可 是 在 很 多 情况 下 ， 将 条 件 极 值 化 为 普通 极 值 ， 问 题 并 不 

这 样 简 单 ， 甚 至 不 可 能 。 我 们 另 有 一 种 直接 寻求 条 件 极 值 的 方 
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法 ， 这 就 是 下 面 要 介绍 的 拉 格 朗 日 箭 数 法 
现在 我 们 讨论 函数 
%=f(x,7) 
在 条 件 
F(x,»)= 0 《2) 
下 取 极 值 的 必要 条 件 。 
如 果 范 数 s =f(x,y) 在 点 (x,,%》 取 极 值 ， 则 首先 有 
Flr) = 
我 们 假定 前 数 1 人 x， 与 F(x, 儿 在 点 (xy 的 某 邻 域内 有 连 
续 的 一 阶 偏 导数 ,县 F'y(x0,9) 记 0 , 则 由 隐 浅 数 存 在 定理 可 知 ， 
方程 (2) 可 确定 一 个 可 微 冰 数 y= p(x), 将 其 代入 % =f Cx,7) 
中 得 变量 x 的 一 元 函数 
“= fCx, p(x)) 3) 
于 是 函数 x=f(x,》) 在 点 lx, 各》 取 极 值 ， 析 当 于 函数 《3 ) 
在 点 % 取 极 值 。 由 一 元 可 微 画 数 取 极 值 的 必要 条 件 ， 有 
fC 70) tf yx I P' Cx) = 0 
再 由 路 函 数 的 微分 法 ， 有 


' a 下 (xu 为) 

OS FyCxes),) 

= | 
于 是 ， f'sCx0 0) 一 六 (xy 为) 本 Cx po 0 (4) 

2 eg 4 2 
1 zs:(%0.90) + AF',( x,.)0) = 活 
了 CA 为) + AF'y(xo m0) = 0 《5》 
(xj = 0 


这 就 是 函数 z=/(x,7) 在 条 件 方 程 FCx,》) = 0 下 在 点 《xy 
取 极 值 的 必要 条 件 ， 
由 以 上 讨论 ， 我 们 得 到 如 下 的 结论 ， 
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拉 格 朗 日 条 数 法 ” 求 函数 > =f(x,2) 在 条 件 FCx, y= 0 下 
的 极 值 点 先 作 辅助 函数 
Dx, 4) = 六 xx 二 FE 2) (6) 
然后 令 画 即 


3 a 1 (x, 7) + AF' (Cx, 7)= 0 


Op fi ei 0 《7) 


TF 


求 这 个 方程 组 的 解 Cx0s Yo 2 /9) ;求解 过 程 中 消去 4, 求 得 满足 方 
程 组 的 点 《x4) ， 这 个 点 就 是 稳定 点 ， 这 种 方法 称 为 拉 格 朗 
日 弱 数 法 ， 它 的 实 值 是 把 求 条 性 极 值 的 问题 转化 为 讨论 函数 
(6 〉 的 普通 极 值 的 问题 ， 
拉 格 朗 日 冬 数 法 ， 只 给 册 了 取 条 件 极 值 的 必要 条 件 ， 方 程 
组 《7) 的 解 即 稳定 点 是 否 是 极 值 点 ， 一 般 可 出 实际 问题 的 具 
体 意 义 来 判别 。 
拉 格 朗 日 乘 数 法 还 可 以 推广 到 和 白 变 量 多 于 两 个 ， 条 件 多 于 
一 个 的 情形 。 人 例如， 要 求 函 数 
# = (x,y,%) 
在 条 件 
Fi(x,9,%) = 0, Flx,y,%)= 0 
下 的 极 值 。 先 作 辅 助 函 数 
DX, y, oy Ms Ha) = x 9 2) + AF CX, y, 2) + AF, (x, 
2 2) 
然后 令 函 数 呆 关于 xy x， 和 ,4 的 偏 导 数 为 零 


A 一 名 } 十 1 A 于 直 下 站 %) = 0 


0 ‘yO%, 2) + AFiyCX, 7 %) + a Gf )》=0 
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| -= Tax 9 3) + 人 Tie (xy 2) + hPa (xx = 0 


OP Es 
| 可 = 0 


oD 中 
五 和 F(x,y,%)= 0 


求 这 个 方程 的 解 (xuy Ys Te) ,然后 根据 实际 问题 的 具体 意义 判 
别 它 是 否 为 极 秆 点 . 


例 1 我 们 解 本 节 开 始 提出 的 问题 ， 即 在 局 长 为 2 p 的 三 
角形 中 求 面积 为 最 大 的 三 角形 ， 
解 ” 我 们 已 经 知道 ， 这 是 消 数 
jx sr) = V ID- DIB 


在 条 件 
x+y+%= 2 
下 的 极 值 问题 ， 
为 了 计算 方便 起 见 我 们 用 面积 函数 的 平方 来 作 。 作 辅助 函 
数 
FOx,y,%, 2) = pp — x) (一 Cp- + AC 
+7+%— 28) 
解 方 程 组 
F'.=—- pp-7)(p-%)+A4=0 (C1) 
A (2) 
Fs=— pp—x)(p-y)+A= 0 (3) 
Fi=x+y+%—- 2p=0 (4) 


由 《1) 和 (2)》 得 x= 为 由 (2)》 和 (3) 得 =x， 再 由 
《4) 得 

*=)=s= 5 
于 是 方程 组 具有 一 -个 解 。 旺 然 这 个 问题 存在 最 大 值 ， 因 此 ， 范 
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数 f(x,,%) 在 点 ( 池 p， 对 bp， 吝 p ) 必 取 最 大 值 ， 即 周 长 为 
一 定 的 一 切 三 角形 中 ， 正 三 角形 的 面积 最 大 。 
例 2 求 三 维 空间 的 一 点 《xseryo %0) 到 平面 4x+3B7+Cx 
+ 卫 = 0 的 距离 . 
解 设 (x，》,x) 为 平 而 上 的 任意 一 点 。 此 题 就 是 求 画 数 
fx 2) 一 wx 一 Xi 二 [7 一 加 0) 二 (和 5 一 2) 
在 条 件 
Ax+By+C%+D=0 
下 的 最 小 值 。 
为 方便 起 见 我 们 考虑 函数 7??= 《7 一 x+ 了 一 加 )2 +《2- 
%)"。 注 意 ， 殴 数 ? 与 7: 的 极 信 点 相同 ， 作 和 辅助 消 数 
F(x, ys %, A) = (Ro CY) + (Lo— 0 + AAx+ 


By+C%+D) 
上 -= 2(x~x,)+1A=0 (1) 
Fy= 2(7-%)+AB= 0 《2) 
F's= 2(%—-2%)+iC=0 (3) 
Fi=Ax+By+Cz+D= 0 《4) 


由 (1)》， (2) ，《3) 式 解 得 
x = 一 去 44， = 一 六 4B， x =%— AC 


将 x,7》,z 代 入 (4) 式 ， 得 
1=2 (Axot+ BH,+ C+ D) 
A:T+TB:+C’ 


于 是 方程 组 只 有 一 个 解 : 


A(Ax,t By, + Cx,+D) 


VW a 
i A BC 


BCAxst B+Crt DY 
A Bi+C? 


了 = 加 一 
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1、， CClAx,t+ BY + C+D) 
下 4 
显然 这 个 问题 存在 最 小 值 ， 因 此 ，7: 在 点 (x', 上 ”，%"'》 必 取 最 
小 值 。 最 小 值 为 
r= (lx t+ By + Cw t+ D)? 
Ar+ B+C: 
于 是 ， 点 (x0,》6,%o》 到 平面 Ax+ By+Cz+D=0 的 距离 为 
[Ax+By+Crt+D]| 
ww AItBitC: | 


这 与 解析 几何 中 点 到 平面 的 距离 公式 一 致 ， 
学 习 指 导 
一 ”内容 概要 
1 重点 及 要 求 
本 章 的 重点 是 隐 函 数 的 存在 性 、 隐 淆 数 的 微分 法 及 隐 浮 数 
在 几何 和 条 件 极 值 上 的 应 用 ， 对 隐 酒 数 的 存在 性 、 要 求 掌 据 由 
一 个 方程 (或 方程 组 〉 可 确定 隐 责 数 (或 隐 遂 数组 的 条 件 ， 


尤其 是 注意 理解 定理 17.1 和 和 定理 17.4 中 条 件 FF'y(x,,») 计 0 和 


_oQO(F,,F,): x a 
J pe) | ot 0 在 证 明和 定理 中 所 处 的 重要 地 位 。 


对 隐 函 数 的 微分 法 ， 不 必死 记 公式 ， 在 隐 函 数 存 在 的 条 件 
下 ， 注 意 哪 个 变量 是 哪个 〈 或 哪些 ) 变量 的 函数 ， 再 由 恒等式 
出 发 ， 报 据 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 对 方程 求 导 后 解 出 所 求 的 由 
函数 的 导数 或 僵 导 数 . 

对 几何 上 的 上 应用， 要求 掌握 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 方程 
和 曲面 的 切 平面 与 法 线 方 程 的 公式 ， 并 能 解决 一 些 实际 问题 。 
对 条 件 极 值 ， 要 掌握 拉 格 朗 日 乘 数 法 和 根据 问题 的 实际 意义 能 
够 痢 别 所 求 得 的 稳定 点 是 否 是 航 什 点 ， 

2 内 容 概要 

本 章 主 要 讨论 了 隐 函 数理 论 : 在 什么 条 件 下 ， 一 个 方程 
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《或 方程 组 ) 可 确定 隐 孟 数 〈 或 隐 函 数组 》 ， 即 隐 范 数 的 存在 
性 ， 如 何 直接 由 确定 隐 范 数 的 方程 来 研究 隐 函 数 的 性 质 ， 如 连 
续 性 、 可 微 性 等 ， 

隐 范 数 的 存在 性 ， 我 们 是 先 从 出 一 个 方程 所 确定 的 隐 函 数 
开交 讨论 的 ， 它 是 所 有 隐 基 数理 论 的 基础 ， 要 给 予 足够 的 重 
视 。 在 存在 性 定理 的 条 件 中 ，F(x,,%) = 0 是 能 确定 隐 冰 数 的 
必要 条 件 ， 而 Fy(xs》) 连 续 及 F'y(%0.90) SE 0 是 关键 性 条 件 ， 
它 保证 函数 Fx, 了 ) 寿 点 《Xos 3 的 邻 域内 ， 对 任意 固定 的 ”， 
F(x,) 是 7 的 严格 单调 函数 ， 从 而 可 推出 》 是 x 的 函数 。 由 方 
程 组 (我们 讨论 的 是 二 个 方程 》 所 确定 的 隐 画 数组 ， 是 以 一 个 
方程 记 确 定 的 隐 函 数 为 基础 ， 采 用 类 似 于 代数 中 解 方程 组 的 代 
入 法 。 和 连续 用 两 次 定理 17.1 证 明 的 ， 这 里 起 关键 作用 的 是 条 件 


-A yy 多) vO: 


隐 汪 数 的 可 第 性 ， 我 们 是 应 用 拉 格 郎 日 中 值 定 理解 当 的 ， 
这 种 二 元 函数 中 固定 一 个 变量 ， 对 另 一 个 变量 应 用 中 值 定理 是 
解决 二 元 函数 不 少 问题 的 常用 方法 ， 注 意 掌 握 它 的 思想 方法 ， 
隐 函 数 的 微分 法 ， 弟 从 恒等式 出 发 ， 应 用 复合 函数 的 求 导 法 则 
给 出 的 。 

映射 往 念 是 函数 概念 的 一 种 推广 。 解析 几何 中 的 坐标 变 
换 ， 高 等 代数 中 的 线性 变换 等 等 ， 都 是 映射 的 例子 。 在 映射 这 
一 节 中 ， 我 们 重点 讨论 了 在 平面 区 域 上 一 一 睦 射 的 概念 及 一 个 
映射 存在 送 映 射 的 条 件 ， 即 在 平面 上 一 个 变换 存在 逆 变 换 的 条 
件 ， 这 里 变换 (上 映射) 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 起 类 定性 作用 ， 
关于 雅 可 比 行列 式 的 几何 意义 在 重 积分 的 计算 中 有 重要 应 用 。 

本 章 最 后 我 们 讨论 了 隐 范 数 在 几何 和 条 件 极 值 上 的 应 用 . 
对 几何 上 的 应 用 ， 我 们 推导 了 当空 间 曲线 由 方程 给 出 时 的 切线 
方程 及 法 平面 方程 ;当归 面 由 方程 给 出 时 的 切 平面 方程 及 法 线 
方面 这些 是 多 元 函数 的 微分 学 在 几何 上 的 重要 应 用 。 关 于 条 
御 被 值 ， 我 们 仅 讨 论 了 取 极 值 的 必要 条 件 。 拉 格 遍 日 滋 数 法 的 
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实质 ， 就 是 把 条 件 极 值 转化 为 普通 极 值 来 解决 ， 对 实际 问题 ， 


是 否 取 极 值 ， 


1 
i 


根据 它 的 实际 意义 ， 可 判别 辅助 函数 在 稳定 


本 章 内 容 的 结构 列表 如 下 ; 


(SRT I rt aR mT YY Rr fa (Ys Rr) 
(Rr 7 + RA f= RG 


以 癣 册 晶 多 导 如” 


嫩 站 各 梁 吉本 总 型 本 押 秀 扫 员 守 


Gie /ne | | fa Dh 


Ane AinNe ip| | ——— | 


| 


| CA pp 


nna = Rp 


OC Ff ‘x34 
《Z) = 


<| 鲁 迁 志 内 | 


( + J)F=8 


| 
64 有 = 有 “mx 只 0= (zifez) 八 系 甲 图 划 | 
侨 将 基本 腾 旺 0 = (2 人 4) ?4 | 天 
丛 音 昔 首 着 鞭 秆 结 0= (2 公公) 14 mr | 
{Om ony |= op Op Eo 
人 l= Tpp me 寺 黎 下 二 坟 调 于 |<| 全 -一 |<| 车 着 | 人 一 
委 守 过 村 拓 等 旗 生 有 且 张 
(2 ‘f)8 《Ye rp | Me 。 二 本 
(08 CAH)o™ ~ ap) oacyf na (DB | 0=(8° DA 


0= (2°tfRiir)2F | d= (stmtal 


0= (pe0f rT 


0 Cf on) ] 


a 0= Rg) | 一 
0= (Rr 
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二 儿 点 说 明 
1 ”人 隆 范 数 存 在 性 定理 的 另 一 般 述 
我 们 已 知 在 隐 函 数 存在 性 定理 17.1 中 ，F CCx，) 连续 和 
了 (xo 0) SE 0 是 定理 成 立 的 关键 性 条 件 ， 它 的 作用 在 于 由 此 
可 推 得 当 * 固 定时 ，F(x,7》) 对 于 7 是 严格 单调 的 ,这 样 隐 函数 存 
在 性 定理 还 有 另 一 种 叙述 : 
如 办 函数 上 (x， 力 满足 条 件 : 
(1) 在 点 《xy 的 革 邻 域 
D= {Cx, I | x ~- [Sa 了 一 为 | 和 有 
内 和 连续; 
《23)》 PFCxy)ae0 
《3) 当 x 因 定时， 函数 Etx, 妨 是 对 ?的 严格 单调 函数 ， 
则 在 点 xs 的 某 邻 域 (x- 6，xe+9 内 ， 存 在 唯一 的 连续 通 数 
y=f(x), 使 
Frx,f(x)I= 0 
且 J =f Cx) 
2 隐 滞 数 的 极 值 
设 函 数 F(x，) 枯 在 二 阶 偏 导数 ， 且 方程 F(x,y) = 0 满足 
地 在 隐 疾 数 》=f(x) 的 一 切 条 件 。 我 们 讨论 隐 画 数 取 极 值 的 必 
要 条 件 和 充分 条 件 ， 
必要 条 件 ” 设 隐 画 数 》=f(x) 在 点 x。，(f《x0) =20) 取 极 值 ， 
则 根据 一 元 函数 取 极 值 的 必要 条 件 ， 有 
FF i 
f'(x0) = i = 
宙 于 FF (xs0 而 且 FCxo 加 = 0 所 以 隐 男 数 =f(x) 在 
碟 % 取 极 值 ， 则 有 
F(x )=0 


ke = 0 
4 


其 中 为 = 了 lx)。 册 此 可 得 由 方程 F(x，7》) = 0 所 确定 的 隐 函 数 
= 了 f(x) 的 称 定 点 是 方程 组 
ep 0 


Fi (Cx, = 0 
所 有 解 《xy 加》 中 的 %。 
充分 条 件 设 x 是 7 =f(x) 的 稳定 点 ， 则 
(xo) i 
Fa + Fo f(A IF', Py + Fyf (OIF, 
FP {x0’ 78 


A Fs" (x Yo) 
PF (wo0.)0) 


于 是 

当下 《x080) 与 FPF'y(x0y9) 同 号 时 琅 极 大 信 7 ot 

当 卫 (xy 为》 与 FE (xy 异 号 时 玻 极 小 值 y -= 加。 

例 “ 求 由 方程 xy(?-x)- 24 =0 (>0)》 所 确定 的 隐 
落 数 y=f(x) 的 极 值 . 

解 设 F(x,y)=xy(y~ Xx) 一 24 = 0， 是 然 E(x,7) 满足 
隐 函 数 存 在 的 条 件 。 解 方程 组 

(xy =xy( I—*x)— 2a=0 


F' (x,)) = ~ 2xy= 0 

得 一 组 x= ay = 24, 叉 Fua (x 7) = ~ 2 Fy (Cx, y)= 2 x) 
一 x*。 于 是 Fa"(4, 24)=- 44<0,Fy (a 24) = 34 >0, 
所 以 隐 画 数 》=f(x) 在 点 x = 24 取 极 小 值 》= 2 4a. 

5 条 件 极 值 的 补 完 

我 位 在 条 件 极 值 中 ， 只 推导 了 最 简单 的 情形 ， 二 元 函数 在 
一 个 联系 方程 下 取 极 值 的 必要 条 件 。 下 面 我 们 给 出 证 明 四 元 函 
数 在 两 个 联系 方程 下 取 极 值 的 必要 条 件 ， 

定理 设 商 数 z =f (x,7,x,t) 与 F(x 9,%,1) ,F(x, y,%, 
ft) 的 所 有 偏 导 数 在 点 PCxi，X，5%， 轴 ) 的 邻 域内 连续 ， 且 


4 


和 


Qi A 0， 如果 点 P 是 # =f(x,y, zx,t) 在 条 性 


0O(%, +) 1FP 
FCx, Y, %, £) 0 ,FP,(x, 7, %,t) = 0 


下 的 极 什 点 ， 则 在 点 了 有 


fr OF, ,, OF, 
FA 三 


oo 


Ox 
和 
0 A (*) 
下 
F(x,y,%,1t)= 0 
其 中 4 4, 是 待定 系数 、 


证 明 ”二 已 知 条 件 ， 根 据 耻 函数 组 存在 定理 ， 在 点 《〈《x。， 
加 ) 的 邻 域 内 存在 唯一 的 具有 连续 偏 导数 的 函数 组 
%=%(x,y), f=t(x,y) 《1) 


使 ECx,yx(xy)，Fx 7) 三 0 
{2) 


Fp vx, 9) FX 
Zo 二 区 Xe Yo, fo=i(x0y,) 
将 隐 画 数组 (1》 代 入 # =f/(x,》,x,1) 之 中 ， 并 设 
(xy =fCx, ys CN) tN Y)) (3) 
我 们 已 知 F(P) =0,F,《P), 且 苞 数 4=f(x, yx 有 在 点 了 
取 极 值 ， 所 以 函数 g(x, 力 在 点 0(xo, 》〉 取 普通 极 值 ， 根 据 二 
元 函数 取 极 值 的 必要 和 条件， 在 点 Q(x,%) 有 
D8 - 4 本 OF 0 


有 Ox OY 

首先 讨论 -58 = 0 ， 由 复合 函数 的 求 导 法 则 及 (3》 式 有 
ar 上 of dx 0 Ot 
ER 
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在 (2 )》 式 中 分 别 对 x 求 偏 导数 ， 在 点 Q@ 有 


dF, ,OF, Ox OF, Of _ (5) 
| Ox 0 Ox Or Ox 
讨论 齐 次 线性 方程 组 

‘ of of Bf ， _ 

ee 

OF, ,OF,, | OF,, -0 (6) 


Ox O% Of 


由 高 等 代数 中 的 线性 方程 组 理论 知 ， 齐 次 线性 方程 组 (6) 的 
系数 矩阵 


( of . 8f af 
Ox O% Of 

| oF, OF, OF, 
] Ox Oz ot 
oF, OOF, OOF, 


Ox 0% ot 


的 三 个 行 向 量 是 线性 相关 的 。 因 为 已 知 < |9s0, 所 以 第 


二 个 与 第 三 个 行 向 量 是 线性 无 关 的 。 于是， 第 一 个 行 向 县 可 才 
为 第 二 与 第 三 个 行 向 量 的 线性 组 合 ， 即 存在 常数 和 与 41, 使 
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-re 


Ox 

of GF, ,, OF, _ 
A 《7) 
of , OF,,, OF, 

Or Po A 


其 次 讨论 -34 =0。 将 在 《3》 、(2) 式 中 对 y 求 偏 导数 ,得 


oo Or of Ot 
Oy Hi Oy of oy 


OF, , OF, 0» ,OF, 0! 

a (8) 

OF, , OF: au , OF, 06: _ 

z ty BO Oy , 

用 前 面 的 4 与 4 分 别 乘 (8〉 式 中 的 第 二 与 第 三 个 方程 ， 再 与 
第 一 个 方程 相 加 ， 有 


of - 9 of 
Oy A 可 (+ ' 
Bf / of ; 匡 

+ ) 和 上 -0 09) 
更 〈《7) 的 后 两 个 方程 ， 有 

of ,, oF, 人 

的 十 4 一 -上 Dy + 41, 0 《10) 
于 是 ， 2 2 二 人 0 与 -98 = ,存在 4 与 4, 使 (7 ) 式 与 (10) 式 


同时 成 立 ， a Ts £0) 满足 方程 组 ( * )， 
三 ”例题 选 讲 
例 1 设 y 与 x 由 方程 
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lnx:+ 和 2 =arc 节 坟 


联系 着 ， 求 -他 


x | nn 
解 ” 先 判断 隐 函 数 》=f(x) 是 否 存 在 和 可 微 ， 设 
F(x, y) =lnv x*+y: — arc tg =0 


在 点 (1, 0) 药 邻 域 内 ， ee 县 


人 +x 
和 十 加 
NE TS 
4 少 2 (x: 二 72)》 1+( 之 ) X + 
也 是 连续 的 。 又 


F(1,0)=lnv 1 -arc tg0=0, F'y(1,0)=— 1 0 
所 以 所 给 方程 满足 隐 范 数 存 在 和 可 微 的 一 切 条 件 。 于 是 
dy | F(X.7) + 


dx|as» FF' y (YXy 3) dn x—y 


C1.0) 
例 2 设 %=z(x,》) 是 由 方程 
sin(x+») Se +%)= 1 


所 确定 的 隐 范 数 ， 求 -5 


解 ” 在 方程 
sinC(x +y)+sin(y+%})—- 1 =0 
的 两 边 分 别 对 x,y 求 偏 导 数 、 注 意 到 % 是 x*,? 的 函数 ， 有 


COS{% 17) G(x 十 少 ) + cos( I+%) -Gy +%) =0 


和 和 -5 。 
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PP 


it 4 rr 


即 CosCx 十 3) 0 《1》 
cos(x +))-5 六 (x+ 二 COS( 了 二 到 ] FE = (0 
即 ee 和 (2) 
Oy 
由 (1) 、(32)》 式 分 别 解 得 
Ox _ Cos(x+)) Oz% _ _ Cos(xX+y)+COs(y+%) 
Ox cos(y+x) ” 0) COs(y+%2) 


例 3 设 %=xity!， x? 一 xy+y* 一 1=0， 求 -9 宕 。 


解法 一 设 
F(x,),%) =%— x — y=0, 
P(x, ys%) =x:— xy+y—1=0 
则 由 方程 组 所 确定 的 隐 阔 数 的 导数 公式 ， 有 


dz _ oF,, F,) /OCT F,) 


ee OO 


dx O( y, x) O( 7, %) 
而 rn F,) a | i 2% | = 2(y°- x!’) 
CY, x) —x+2y 2x—y | 
oOCF Fs) - 一 23 | =%— 2y 
O(y, %) "~x+t+2y | 


所 以 
dz 2 (x 
dx XxX— 2 

解法 二 ”由 题 意 知 ，y 是 x 的 函数 ， 即 = (x) 、 王 是 由 

方程 2 =x*+y*， 有 
-9 = 2x+ 27 全 

由 方程 x*: 一 *+y* ~ 1 = 0 可 确定 

4600 


dy -2x8-J -2x 一 7 


dx x+2) xx 一 2y 
所 以 有 
d2 = 2%-7 2fx+ .259 一 了 
人 < 2 (x+ x 一 237 17 
_ 2 xi— 2x)+ DX7— 7) -2 (x 一 》 
xX- 27 x— 2 
例 4 设 方程 x= xCwyt)， y= (#5) ，%=% (#9) 


可 确定 隐 画 数 z =x (x，)) ， 求 -总 ，- 各 -， 


解 ” 由 前 两 个 方程 可 确定 x，z 是 x，》 的 隐 函 数 ， 即 
[7 {x,y) 


sy (x, y) 


把 它 代 入 第 三 个 方程 ， 有 
=%[a(x, y) » s(x, 7) 3 


由 复合 函数 的 微分 法 有 
Oz Ox% DY Ox Or - 
Ox Ox Ox Or or 《1) 


对 x=x (#，2) ，7=》 (zs 9) ， 应 用 隐 函 数 的 微分 法 ， 对 
x 求 偏 导 数 ， 有 : 


(2) 


Oy Oy 
Ox _ Or Or __ Os 
Ox Olx, 人 Bx 0(*, 
O(x, 9v) 0 {#4, 1t) 
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~ ep rip Th .7 0 rr 1 b rar PAA TH Wr re ta Fe. A HF hr ri rip re 六 二， 


me 


Os% Ox Op Ov Ox _ OCy, xz) /d(x, 


Ox 9 (x, )) TO, / OW, o) 
OO (x, 2) 
同班 
Oz (co fo (x, 
Oy 0 (x, 1) 0 (#, 2) 
例 5 设 函 数 z=f (x，y) 由 方程 xy + 和 zs+2x 一 1 = 


DY 0: 
所 确定 ， 求 -二 ， By 
解 对 方程 分 别 对 x， 2 求 偏 导数 ， 有 


Ox O% 


和 0 A 
a DR +%=0， TT pr 


解 得 


Ox , 
Ed 
Ox’ {x ty)? 


Ox 用 
把 -3 一 代入 上 式 ， 得 


.bt a 


Or: (x 十 7 (x 十 .9 


根据 x，.》 的 对 称 性 可 知 
Ox _ 2 (x+%) 


Oy (x 十 
例 8 求 由 方程 2x' -8x1+y +5 = 0 所 确定 的 隐 范 数 
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少 =f (x)》 的 极 公 ， 
解 设 
F (xs)) =2x— 8xp ty+5=0 
分 别 对 x,》 求 偏 导数 
Fo= 8x— 8y, Fy= —2dxy + 4 
解 方程 组 
下 (xx 和 = 2x— 8x7ty+5=0 (1) 


F' (x, 7) = 8x— BH=0} (2) 
由 (2 ) 式 得 x = 几 ， 即 x =y。 把 它 代 入 (1) 式 ， 得 x'= 1。 
即 x= 二 1 。 所 以 y= 土 1。 于 是 取 极 值 的 必要 条 件 是 (x， 7) 
= (1, 1) 和 (x; 7) = (-1,， -1 。 
Fe (x, )) =24x’ 
当 (x; 7) = (1，1) 时， 有 
Fa {1, 1) =24>0， Fy (i, 1) = -20<0 
故 隐 阔 数 7=f (x) 在 点 1 取 极 小 值 7=f (1) = 1， 
当 (x, 7) = (~-1,~1) 时 ， 有 
Fr (—-1,—1) =24>0, Fy (-1,-1) =20™~0 
故 》=f (x) 在 点 -1 到 极 大 值 y》=f (~1》〉=~1， 
例 7 求 在 空间 曲线 
和 4 2 


N+ = 2 ax 


上 点 (4，4，w 234) 的 切线 方程 和 法 平面 方程 。 
解 设 
FP, Cx, p» %) =x Ty +2 — 4a: 
F, (C(x, y, 2) =x*+Y~ 24% 
则 在 点 (#4，4，w 2 4) 有 


oF, aF, 
i Ge 
于 是 
OF oF, GF, DP， 
BD 0 
=— 4 Za’, 二 
oF, OF, oF, 5F， 
Oy Oz Ox Ox 
BF, OF, 
Ox Oy 
es 4 4° 
OF, DF， 
Ox Oy 
所 以 ， 切 线 方程 为 
多 一 多 _ 一 4 一 WM 4 
-4 /34 0 4 4a 
即 x+w 2%= 34, y=4 
法 平面 方程 为 


-dw Da: (x—-4) +0x (yy-4) 
+ 42 {tw—/ Ta4a) = 0 


即 wx 一 5%= 0 
例 8 求 在 椭 球 面 
a y? xz 
人 
上 任意 一 点 好 (Xx0» yoy %0 的 切 平 面 方程 。 
解 设 
F (x, », %) -++ 和 10 
先 求 曲面 在 点 村 的 法 线 的 方向 数 
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人 


于 是 切 平 面 方程 为 


2 (x—- x) + 马 人 (7 -3 + 过 各 (2 — %0) 


{28% o 2) 2 0% ) - (2 2 
人 p? 和 co a? 3 br 


2 i 
+ )=0 


因 点 弄 《xpy yoy Ls) 在 精 球 面 上 于 ， 故 有 


Zo 


所 以 在 点 并 的 于 平面 方程 为 


| 


pp: 
例 9 证 明 ， 在 曲面 z= x?*+y》? 上 任意 点 的 法 线 都 与 x 轴 相 
区 ， 
证 明 设 F 《x,y，%) =x:+ 儿 ~%= 0。 在 曲面 上 任 取 
一 点 让 (Xo Voy Lo) ， 在 点 A 的 法 线 的 方向 数 为 
F', y= 2 Xn Fy ku = 2 Ys Fly=-1 


于 是 点 并 的 法 线 方程 为 
HX Ne -， 世 一 多 
2x 27 ~1 C9 
x 轴 的 方程 为 
X 4 多 一 2 
0 0 1 


由 曲面 的 法 线 方程 1》 可 知 ， 除 原点 外 在 曲面 上 任何 点 的 法 
线 不 与 5 轴 平 行 ， 而 原点 的 法 线 就 是 zx 轴 。 所 以 ， 只 须 证 明 法 线 
号 x 轴 共 平面 ， 则 法 线 与 x 轴 必 相 交 。 由 于 

~ J ~ 
2*, 2 —1 
0 0 1 


= Le 加 ~ Xho= 0 
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一 


rar 六 EE me 


于是， 根据 解析 几何 的 理论 知 ， 法 线 (1) 与 轴 共 平面 。 而 
原点 的 法 级 是 x 机。 所 以 曲面 上 任何 点 的 法 线 与 < 轴 相 交 ， 

例 10 设 有 “个 正 数 x， X29 "gey 当 其 和 /为 一 定时 ， 
求 其 乘积 的 最 大 值 。 

解 设 矿 (xxz…x,) ， 则 根据 题 意 知 ， 本 题 就 是 求 函 
数 了 Te 在 条 件 xi+ x;+… + x。=/ 下 的 最 大 值 . 

由 拉 稳 郎 日 弱 数 法 ， 作 辅助 函数 

F (Cx wos rs Xs A 二 wise 十 用 (Xt et 
+x,.— 2) 

解 方 程 组 


Din mi Md 十 网 -一 0 


上 -= Xixi x+4= 0 


《1) 


FR. 二 Xitel 二 儿 二 0 


Pi=x tx + = 0 


四 方程 组 前 * 个 方程 中 解 得 
X= 二 二 
把 它 代 入 方程 组 的 最 后 一 个 方程 ， 得 
i 


i 


由 问题 的 具体 意 义 看 必 有 最 大 值 ， 而 方程 组 (1) 只 有 一 个 
解 ， 所 以 最 大 值 为 


1 4 A 
| 
由 此 我 们 可 知 ，# 个 正 数 的 几何 平均 值 小 于 等 于 算术 平均 
值 ， 印 


于 
Ry en 


A5G 


例 11 求 梯 球 面 
被 通过 原点 (0,0, 中 的 平面 ix+my+n%= 0 所 截 的 椭 回 的 面 
积 。 

解 ” 要 求 梯 六 的 面积 ， 只 人 须 求 檐 图 的 长 、 短 轴 之 长 、 设 点 
P (x,》,%x》 为 酉 图 面 的 任 一 点 ， 问 题 就 化 为 求 毅 数 所 = x+ 
+x: 在 条 件 


ix+myi+nrz= 0 


下 前 最 大 值 和 最 小 值 问 题 
根据 拉 格 朗 日 匀 数 法 ， 作 辅助 函数 


F Cw, yw A As) =x ty ttA Clxtmy+gr) + 


5 pr z 

解 方程 组 
SE athl + Lx= 0 1) 
2 +hm tS 0 (2) 
-= 2 十 + -2 0 ‘3) 
tt 0 (4) 
证 -和 +- 和 + 和 -1=0 (5) 


将 (1) 、(2) 、《3) 式 分 别 乘 于 x，.y，% 相 加 ， 得 
2 (x+]2+%5 tA (xtmy+az) + 2 1 (天 +- 
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于 是 ， 由 条 件 有 
2r:+31=0， 即 旭 = 一 rs 
(3) 式 中 ， 解 得 


把 它 代 入 (1) 、 (2) 、 
a Ma:l a Ab ms 二 用 人 有 
2 (2 一 7 2 (Br:) ” 2 (ei:~r?) 
于 是 ， 有 
a aspz Abim: Mern: 
8 x 十 殉 ) 十 7 = 0 二 = 2 
= 0 
从 而 得 
他 2 pim’ clin: 
dq? pr er 


通 分 整理 得 +* 的 二 次 三 项 式 


《2282 + himit en) ri— Caft 《52 二 ce) + em: (art et) 
+ ep: (a + 6) Nritarbivct (f+m:+tn:) = 0 
根据 本 题 的 实际 意义 看 ，”:" 必 存在 最 大 值 与 最 小 值 ， 所 以 
二 次 三 项 式 必 有 两 个 不 同 的 实 根 ， 一 个 是 最 大 值 ， 一 个 是 最 小 
信 。 设 这 个 两 个 实 根 为 r* 和 r+,*， 则 由 二 次 三 项 式 根 与 系数 的 
关系 ， 有 


和 G82C2 (f+ m+ ny) 
I 2 32 十 bm cn 


于 是 ， 机 贺 的 长 、 短 半 轴 之 长 的 积 为 


pop ev 人 十 二 十 于 
1 | 
A + bm’ + es’ 


故 得 椭圆 的 面积 为 


$= abenr /ltm: rp 
wv aA 二 bm 二 Ce 
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可 题 


817.2 
1 验证 下 列 方 程 在 指定 点 的 邻 域 内 存在 以 # 为 自 变 量 药 隐 函 数 。 
(C1) 38s+3-% = 人 0 ,在 点 (0,0) 。 
(2) xy+ 21lnx+ 31lny-1=0, 在 点 (1,1)，。 


2 求 由 下 列 方 程 所 确定 的 隐 函 数 y = 了 f(x) 的 导数。; 


(1) 设 y= 2%arctg 汪 - 求 y'。 


(2) 设 sinx+ 2 cosy— = 0 , 求 2'， ; 

《3) 设 x7=》*, 求 y' (x 了 7 ， 

(4)》 设 x?+xy+y = 3, 求 9 和 

3 ”验证 下 乔 方 程 在 指定 点 的 邻 域 内 存在 以 x, 3 为 自 变 量 的 隐 沙 数 * 
《1)》e 一 2 一 3 一 9 = 0, 在 点 (1,0,0)， 
(2)》%+3-3-cos(zyz) = 0 ,在 点 (0,0, 一 1)。 

4 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 范 数 的 偏 导 数 。 


(1) 设 xy+sing+y= 2z2 求 2 


9 8 
(2) 设 4=vV rx? 一 y2't8 TD 求 让， 六 


2 
(3) 设 ze =y", 求 Po。 


5 ”证明 ， 设 z=z (x,y) 是 由 方程 
3 一 AZ 二 站 (7 一 中 2》 
所 确定 的 隐 西 数 ， 则 它 满足 方程 


-86 证明 ， 设 R (x,》,z) = 0, 且 任意 一 个 变量 都 是 另外 两 个 变量 
的 陷 函 数 ， Bzs=% 《xy3) ,Y= y (x 2) X=% 《7 2) , 则 有 
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gg 全 mt 全 derirergepemirrrie ww、 


日 2 Ax ,9y 


dx dy 935 
§17 .3 
= x? : = 2 -= D0) 
7 设 x#=x: + 30=42+y32 求 雅 可 引 行 列 式 了 = 5 
8 ”计算 极 举 标 变换 % = rcost，? =fsin8 的 雅 可 比 行 列 式 
_ Ox, 7) 
90,0) 。 
9 计算 柱 下 坐标 变换 %=rcos8，》=rsin0，z =% 的 雅 可 比 行列 式 
Gy 
“= adr, OD)" 
10 验证 下 列 方程 组 在 指定 点 的 邻 域 内 存 隐 前 数组 。- 
Ca a 
tty=4 人 Td 
(2) w Si 部 了 7 7 ， 
2 5 ， 在 点 ( 2 2 2 2 
S17.4 
11 求 由 下 列 方程 组 所 磁 定 的 隐 阔 数组 的 导数 或 般 导 数 。: 
y =f (X,Y, 2) dy 他 3 
(1) | 0 一 一 ， 
2 一 8 (ZXZY2， dx dz 
(2) gd 家 - 开 ， i 
ly = F, Cx, y,2) 多 dy 3 
| 本 生生 过 dr du dv du 
(3} A 9 A A A 
ly=2: + v2, 0% oy Ox% oy 
人 je + Wsinv Du ay 


ly <6 — C0, 


0% ») 
(te VD) 


12 证 明 ， 如 果 % = 二 xX(w, 0》， y= (u,v, z= z(t 2), 且 0 
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旭 存 在 隐 函 数组 z= 让 (xy)， = (X97)，v= (x 3] 。 
13 证 明 ， 设 》=xj(s) +9( 四 ， 可 确定 隐 阔 数 z=z(x,)， 则 有 


92 / 92 \: D:z 3z 3z Oz /3z\ _. 
Grr (By ) 23 和 


Oxdz Ox Oy 83: Ox 


其 中 (z》 和 gy (2) 是 可 微分 函数 。 
14 设 F x,y) =f[xt+g (93), 其 中 1(0 与 glY》 都 是 可 微 肖 数 ， 求 已 
《zy) 的 二 阶 偏 导数 。 
§$ 17.8 


15 求 曲 线 z +z? =10，y?+z? <=10 在 点 t= 地 处 的 切线 方程 与 法 


平面 方程 . 

16 在 曲线 % = 名 y= 训 ，3= 线 上 求 出 一 点 ，、 合 该 点 的 切线 平行 于 
平面 x+ 2y+z=4， 

17 求 曲名 x: +y* =10，y? +2? =10 在 点 (1l,1,3) 的 切线 方程 与 法 
平面 方程 。 

18 求 曲面 * = teosy，?3 = ssiny，3= 如 在 (two; V6) 葛 切 平面 方程 
与 法 线 方 程 。 

19 证 明 ， 二 曲面 3xz+2372- 22z-1=0， x:+y!+2: -dy 
一 22+2=0 在 点 (1,2) 直 交 。 


20 证明， 曲面 vw +wvy +w2 =wa (ae>0》 上， 任何 点 的 
切 平 而 在 三 个 坐标 轴 上 的 戴 耻 之 和 等 于 a。 


21 证 明 ， 曲 面 P (2 二 ， 之 二 ) = 0 上 任何 一 点 的 切 平面 都 通 


3 一 上 ” 5 一 上 


过 一 定点 。 
§ 17、 了 7 
22 求 函数 fx y, 2) = xy 在 条 件 
加 十 42 二 232 一 三 = 0 
下 的 最 大 值 ， 其 中 ?zz2P 0 。 
25 求 在 两 个 盟 面 %: -xy +y2 -522 一 TIT= 0 与 224+3?2-1= 0 的 交 
线 上 到 原点 的 最 近 点 。 


24 求 抛物 线 y = x: 与 直线 *-y-z= 0 之 间 的 距离 。: 
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25 ”在 三 角形 4BC 内 求 一 点 ， 使 之 这 点 到 三 边 的 距离 的 平方 之 和 最 
小 ， 
26 证明 不 等 式 


二 一 >> ( 2 ) 


其 中 mr 1 ,4% 之 0 ，》 之 了。 


第 十 八 章 ” 重 积 分 


在 一 元 衣 数 中 ， 积 分 域 是 数值 线 上 的 区 间 ， 而 在 多 元 函 
数 中 ， 由 于 自 变量 的 个 数 和 积分 域 的 类 型 不 同 ， 就 有 各 种 不 同 
类 狸 的 积分 本章 讨论 二 元 函数 在 平面 有 界 区 域 上 的 积分 ， 即 
二 重 积分 ， 和 三 元 函数 在 三 维 空间 有 界 区 域 上 的 积分 ， 即 三 重 
积分 


$18.1 二 重 积 分 的 概念 和 性 质 


一 ” 曲 顶 柱 体 的 体积 


在 三 维 空间 中 给 定 一 个 立 
体 ， 它 的 上 面 是 出 非 负 连续 函 
数 z=f(x,， yy) ((x, 7)ED) 
所 确定 的 曲面 ， 底 面 是 xy 平 
面 上 由 闲 曲 线 C 围 成 的 有 界 闲 
区 域 D， 其 侧面 是 由 通过 闭 曲 
线 C 且 平行 于 % 轴 的 母线 所 构 
成 的 柱 面 。 这 种 立体 称 为 曲 硕 A “. 
柱 体 (如 图 18 ,1》.、 图 18,1 

为 了 计算 曲 顶 往 体 的 体积 ， 用 xy 面 上 一 组 平面 曲线 网 将 
区 域 吃 分 成 # 个 小 区 域 ， 

Cs Ca 9 Os 
《如 图 18 .1) ， 记 此 分 法 为 了 了 。 分 法 TT 将 曲 顶 柱 体 分 成 ?个 以 
0i (z=1，2; "yy#) 为 底 的 小 曲 顶 柱 体 。 用 do 表示 第 i 个 小 
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区 域 o， 的 面积 ， 用 oc， 上 任意 一 点 (2;，74) 的 函数 值 ft1s 
71) 为 高 ， 近 似 代 圭 og， 上 每 一 点 (x%， 加 的 高 flx, 2》)。 于 是 ， 
以 cy 为 底 的 小 曲 项 柱 体 的 体积 AY， 近似 等 于 以 Zo， 为 底 
面积 ， 以 fs,, 71) 为 高 的 小 平 项 柱 体 体积 fs 717 10,, 
| 

LE WDAo, (i =1, 2 ''*, 2) 
从 而 ， 曲 顶 柱 体 的 体积 


VD FS， 11) Mai 


当 分 割 曲线 无 限 加 密 ， 即 当 分 法 工 的 改 个 小 区 域 Oy Us 0; 中 
的 最 大 直径 4(T)@ 无 限 变 小 时 ， 也 就 是 当 d(T)->0 时 ， 上 述 
和 式 的 极限 就 定义 为 由 顶 往 体 的 体积 上 ， 印 

V = lim GE DT》 Ao, 


dtT)—0 


二 ”二 重 积 分 的 概念 与 可 积 性 


在 计算 曲 项 往 体 的 体积 一 一 和 式 极限 中 ， 抽 掉 它 的 几何 意 
义 ， 就 得 到 二 重 积 分 的 定义 ， 
设 D 是 xy 面 上 的 有 界 闭 区 域 ， 函 数 /A(x，》) 是 定义 往 区 
域 卫 上 的 函数 。 对 区 域 了 的 任意 分 法 工 ， 将 区 域 卫 分 成 z 个 小 
区 域 
Co Da 9 On 


在 每 个 小 区 域 由 上 任 取 一 点 (S11» 11)s 作 和 
2 AGE， ni) fo ( 称 为 积分 和 ) 


i 二 1 


其 中 Io， 是 第 z 块 小 区 域 c， 的 面积 。 


D ATY=marld (TT) dC), 1 Ga (T)}, ds (TY 
aub vr ty) rts Ys (za Y2) EN 
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定义 ”如 果 不 论 分 法 了 如 何 ， 也 不 论点 (8,，7,)E0， 的 
取 法 如 何 ， 只 要 # 个 小 区 域 中 的 最 大 的 直径 ZT) 一 0， 和 数 


六 75 ，7)》 Lo， 存 在 极限 ， 设 极限 是 I ， 即 


i 4 


key fl&1» 71)Ao1:= 了 


4(T) 0 


区 域 D 上 的 二 重 积 分 ， 记 作 


中 flx, tt feé,, n1}Ao, 《13.1) 


其 中 fix, 7) 称 为 二 恒 积分 的 被 积 函 数 ， ~ 称 为 积分 变量 ， 
D 称 为 积分 区 域 ，do 称 为 面积 微 元 、 
当 二 重 积 分 存在 时 ， 我 们 可 采用 特 
珠 的 分 法 工 ， 例 如 用 分 别 平 行 x* 轴 和 .7 
办 的 两 组 直线 去 分 制 D， 则 Jo, = 
人 xd 《如 图 18 .2)。 从 而 ， 面 积 微 元 
do 可 表 为 lo = dxdy。 于 是 ， 二 重 积 


分 可 表 为 | | fx,，y)dxdy， 即 图 18,2 


| flx, D410 有 f(x, y) dxdy 


这 样 ， 当 x，》) 之 0 时 ， 二 重 积 分 
v=|| fc, Sdxdy 


就 表示 以 DD 为 底 ， 以 曲面 %=f(x, 7) 为 顶 面 的 曲 项 柱 体 的 体 
积 。 当 f(x，,y) 三 1 时 ， 二 重 积 分 


Jj 


就 是 区 域 DD 的 面积 ， 


根据 二 重 积 分 的 定义 ， 不 难 证 明 ， 函 数 .Ax， 好 在 有 界 闭 
区 域 D 上 可 积 的 必要 条 件 是 /f(x，) 在 D 上 有 界 。 为 了 得 到 画 
数 fx， 力 在 D 上 可 积 的 充 要 条 件 ， 先 引入 大 和 与 小 和 的 概 

设 沙 数 帮 x，32) 在 区 域 D 上 有 界 。 用 分 法 将 区 域 D 分 成 
# 个 小 区 域 ， 

Cy Or "9 Uy 

设 M, 与 mw， 分别 是 f(x， 3) 在 第 7 个 小 区 域 gp， 上 的 

上 、 下 确 界 ， 则 和 和 数 


S(T)= MAo, 5S:(T)= Pm Ao 

分 别称 为 信 x，) 在 区 域 了 DD 上 关于 分 法 T 的 大 和 与 小 和 ， 二 元 
函数 的 大 和 与 小 和 具有 同一 元 函数 的 大 和 与 小 和 完全 类 似 的 性 
质 。 这 里 不 再 重 述 。 

定义 o = 开 ， 一 zw, 称 为 函数 所 x， 力 在 第 守 个 小 区 域 上 
的 振幅 。 

下 面 给 出 有 关 函 数 可 积 性 的 定理 。 

定理 18.1 遂 数 大 x，.3) 在 有 界 闭 区 域 愉 上 可 积 的 充 要 条 
件 是 


lim CS(T)~s(T)]=0 或 lim oov=0 
dlT}+0 Tht 


证 明 从 路 ， 

定理 18.2 ”如 果 范 数 fx， i ti 则 
画 数 f(x， 在 D 上 可 积 ， 

证 明 ”因为 函数 fx， 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 所 以 它 
必 在 D 上 一 臻 连续。 于 是 ， 对 任意 2 汪 0， 存 在 6>>0， 使 得 在 
DP 上 任意 一 直径 小 于 6 的 部 分 上 函数 的 振幅 小 于 ze。 现 将 DP 
分 成 # 个 小 区 域 0,，0o0， …, Ow 使 得 它们 的 直 色 都 小 于 5, 则 
所 有 振 桶 @; 过 2， 从 而 
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Yy DA ey Ao, = eiD 
i=] 


其 中 LD 表示 有 界 闭 区 域 D 的 面积 。 于 是 ， 根 据 定理 18 .1， 
f(x， 了) 在 D 上 可 积 . 0 
证 明 18,5 如 果 函 数 f(x，》) 的 全 体 不 连续 点 都 落 在 有 界 
闭 区 域 D 上 有 限 条 光滑 或 分 段 光 滑 曲 线 上 ， 则 函数 败 x，. 力 在 
D 上 可 积 . 
证 明 从 路 。 


三 ”二 重 积 分 的 性 质 
二 重 积 分 具有 与 定 积分 类 似 的 性 质 ， 现 列举 如 下 : 


1. 如 果 函 数 x， 外 ，8(x，》) 在 有 界 闭 区域 D 上 中 可 
积 ， 则 它们 的 代数 和 也 在 只 上 可 积 ， 且 


中 Cflx, I) + gx, 79) dxdy 
=|| fx ydxdy + || sx ydxdy 
2. 如 果 函 数 /(x*， 力 在 有 界 闭 区 域 避 上 可 积 ，& 为 常数 ， 
则 寻 (x， 力 在 只 上 也 可 积 ， 上 用 
[| f(x, Ddxdy=k]| f dxdy 
3, 如果 郴 数 f (x, 2 在 有 界 闭 区 域 D, 和 D, 上 可 积 ， 匡 


D， 和 了 : 无 公共 内 点 ， 则 函数 大 x，7) 在 PD,+D; 上 也 可 积 ， 
且 


旭 flx, Daxdy=|| fo, J) dxdy ie ydxdy 


Pit+Dz Di 


4。 如 果 函 数 ws 》) 与 L(x, 2) 皆 在 有 界 闭 区 域 D 上 可 
积 ， 且 f(x,y 所 g(x，》), 则 


[ff x, 1dray<| Ew, Jy) dxdy 


Dp 只 
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5. 如 果 函 数 /A(x，y) 在 有 界 闵 区 域 尼 上 可 积 ， 则 函数 
[fx，2)| 在 呈 上 志 可 积 ， 且 


je pe ef lenn leo 
86. 如果 落 数 f(x， 人 在 有 界 闭 区 域 了 上 可 积 ， 县 在 史上 有 
匠 作 f(x < 则 
mdD<|| fx, Wdxdy<MID 
其 中 IAD 表示 区 域 D 的 面积 ， 


7. 如 果 函 数 f(x，2) 在 连通 的 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 在 PD 上 
[| fex, paxdy =fes, TAD 

证 明 已 知 通 数 f(x， Jy) 在 连通 域 D 上 连 线 ， 根 据 连 续 玖 
数 的 最 大 值 、 最 小 值 定理 知 ， 函 数 fx，y) 在 D 上 必 能 取 到 最 
大 值 总 和 最 小 值 w， 即 在 DD 中 至 少 存在 两 点 (x,，1) 与 《xi， 
72), 佰 得 

{wy 7 = fx, EM= (x,, 2)» (Xx, ED 
根据 性 质 6， 有 


nc- Fox，?)》 dxdy<M 
苹 根 据 连 续 函 数 的 介 值 性 定理 ， 在 D 上 至 少 存在 一 点 起 ， 轨 )， 
使 得 

fs, al J)dxady 


邯 {fex, 1) dxdy =f§, 1) AD 吕 
$18.2 二 重 积分 的 累 次 积分 法 


从 二 重 积分 的 定义 看 出 ， 二 重 积分 的 定义 本 身 就 给 出 了 证 
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算 二 重 积分 的 方法 ， 即 通过 分 割 、 代 震 、 作 和 、 取 极限 四 步 就 
可 以 计算 出 二 重 积分 。 但 是 ， 一 般 说 来 ， 这 种 积分 和 是 相当 复 
杂 的 ， 因 此 ， 计 算 积分 和 的 极限 也 是 很 困难 的 。 为 了 解决 各 种 
理论 与 实际 问题 ， 我 们 必须 找 出 一 个 既 简单 而 又 实用 的 计算 方 
法 。 这 就 是 把 二 重 积分 化 为 两 次 定 积分 来 计算 的 方法 ， 即 所 谓 
的 累 次 积分 法 。 首 先 讨论 定义 在 矩形 区 域 R= Cz， 有 je， 上 
的 二 重 积分 的 计算 问题 ， 然 后 再 把 它 推广 到 较为 一 般 的 区域 
上 。 


一 、 佐 形 域 上 的 计算 法 


定理 18,4 ”如果 范 数 了 ) 在 矩形 域 Rra, 6 ¢, dy 
可 积 ， 且 对 任意 xE€ ca， 上 (在 积分 时 ， XX 暂时 固定 ) ， 定 积 


分 1(x) = | f(x， dy 存在 ， 则 黑 次 积分 


人 I(x)dx = {Lf sex, Ddy dx= | dx| flx, 3) dy 
也 兰 在 ， 且 有 


| fex, » art- [iax {fex, 1dy (18.2) 
n 


证 明 分 别 在 Co， 有 及 Co 四 
上 插入 分 点 ; 

= XX CX 
Crab 

C= FI 
yo=d 
并 分 别 过 x， 与 yx 作 两 组 直线 图 18.3 
X=x, (f=0, 1 2 7, #4) y= C=0,1 2 访 )， 二 
是 ， 将 矩形 分 成 mx# 个 小 矩形 (如 图 18 .3) ， 记 作 

及 ,一 [Ex Xr Frs Fr41] C2= 0 1 2, 1+, HC—1; 
k=0, 1, 2, '', mm—1) 
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® OM fer Ft F-Pt errr 9 supra | UE EPA + DEE epee 1 rt- Cr+ up aa + res ,1 


设 wiix =inf.Fx， 力 ，Mx=sup /x,，》)， 则 对 任意 
一 局 《〈w， JERt 有 
mi, rf lx, y) EM,.s 
特别 地 ， 对 任意 固定 的 ,CCx,，x; 0D 和 任意 的 ECyt 
pioP 有 
I f(t, AM, 
由 于 了 人) = | fk&1， dy (ao<8 < 有 存在， 于 是 ，7E， 力 
在 Cr，4dD 的 部 分 区 间 人 burn 上 可 积 、 将 上 式 各 项 在 区 间 
[yxy x+ 上 积分 ， 得 
Hi RY el ») dy <M,, rf ys 


其 中 ys = ki 一 Js 再 将 上 述 不 等 式 从 k= 0 到 此 =m-1 逐 


项 相 加 ， 得 
网 一 1 rm—1 看 一 | 
AR Dl ED We 
二 0 #4 二 0 点 二 


因为 加 C84， y= 于 fC5,， ydy=1(8,), 所 以 ,有 


DAI1E) < BP Mt 
二 一 由 


而 王 站 


用 4 了 x， 乘 上 式 各 项 ， 3 i= 0 到 7=#- 1 逐 项 相 加 ， 得 


血 一 1 wm—l 3—1 且 一 上 


DP) dy < 2 LE Ix < 》 Mi AyrAx, 


i=0 d=# f=0 而 二 0 


已 知 xy 少 在 仿 形 及 上 可 各， 根据 定理 18 ,1, 当 4(T)@ 一 
0 时 ， 


OD ur) 基 mn 本 小 矩形 办 机 (+ = 0, 1， "ep P=— ly k= 人 0, 1 2， ‘ee MI”— 
4) 的 对 角 线 的 最 大 什 ，。 
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时下 同一 下 s~—!1 el 


s:(T)= 人 2 Wii S(T)= 罗 ) 人 Mi rd x 


上 二 自 志 二 站 一 有 出 三 由 


有 共同 的 极限 上 | f(x,y)4dxdy。 再 根据 两 边 夹 法 则 ， 有 


limy 1(8,) 4x, = 人 | flx, I dxdy (1) 
1 及 


dT 
d= 


根据 定 积分 的 定义 知 ， Ix) = fx, ydy (a<<xb) 
在 财 区 间 [e， 约 上 可 积 ， 且 


J 1(£61) Ax, = 上 | ICodzx=| [ flx, dy|ax 
(2) 
比较 (1》 式 与 (2 ) 式 得 
由 /Cs Ddxdy=| dx | flx, ydy Q 
KR 


定理 18.5 和 如果 函数 大 x，J 杂 在 和 矩形 域 R=[Ce， 约 c, 4 
上 可 积 ， 且 对 任意 7ECes 43， 定 积分 KJ = | f(x Dd 
存在 ， 则 积分 

foe pe 

也 存在 ， 且 有 

用 Ke paxdy = | fo, px (18, 3) 

此 定理 的 证 明 与 定理 18 .4 类 似 ， 证 明 从 略 ， 

特别 地 ， 当 函数 关 x，7) 在 矩形 域 及 上 连续 时 ， 则 有 

Nfs, paxay = ev Ddy= dyf fx, pdx 


例 1 求 酒 数 f(x，y) =1 一 x 一 >》 在 矩形 域 R=[ 一 1，1s 
一 2、22 上 的 二 重 积 分 。 


解 显然 f(x， y=1— x—y 和 在 矩形 RE-—1, 1s 一 人 2] 
上 连续 ， 满 足 定理 18 .4 (也 满足 定理 18 .5) 条 件 ， 有 


EA naxdy=j] (1—x*—y)dxdy 
=| | (1-*-») dy| dx=| (7-7 了 ) _， dx 


| | 1 
| fd ~ 4x)dx = (dx 一 25) ， i 


例 2 计算 二 重 积 分 | Le C3，4 1 2 


《>x 十 
a J os 
本 


人 
=InGy+ 3)| -lnty+4))| = ln_25. 2 


二 ”任意 域 上 的 计算 法 
若 积 分 区 域 卫 是 由 两 条 连续 曲线 y= p(x),， 7 = p(x)(4 
x 之 5) 及 直线 = ay w= 所 围 成 ， 其 中 p(X) 所 (XX)， 则 称 
此 区 域 品 为 y- 型 区 域 《如 图 18 .4(4a)). 


(C2) 


洲 积 分 区 域 六 是 由 两 条 连续 曲线 % = 页 (3)，x= 办 (ce 魏 
?sd) 及 直线 y =。， >=d 所 围 成 ， 其 中 元 (7) 所 $,( 几 9)， 则 称 
此 区 域 D 为 x- 型 区 域 (如 图 18 .4(5)), 

从 图 18 .4 不 难看 出 ， 著 区域 疙 为 人 -型 区 域 ， 则 垂直 于 x 轴 
的 任意 直线 “二 Xe (4 之 之) 至 多 与 区 域 DD 的 边界 交 两 点 。 若 
D 为 x 一 型 区 域 ， 则 垂直 于 y 轴 的 任意 直线 y= (ce< nc<<d) 
至 多 与 区 域 了 的 边界 交 两 点 ， 

洲 积 分 域 不 是 卸 形 ， 而 是 4 一 型 区 域 或 x 一 型 区 域 ， 这 时 
二 重 积 分 仍 可 化 为 累 次 积分 ， 即 两 次 定 积分 来 计算 。 我 们 有 如 
下 两 个 定理 ， 

定理 18.6 如 果 函 数 f(x, 少 在 一 型 区 域 了 上 连续 ， 且 
鞋 、 下 边界 电线 okx) 与 中 (xx) 在 闭 区 间 [za，b3 上 连续 ， 岗 


ee 
|| flx, Waxdy= | dx M ,fl dy (18. 4) 
下 于] 


即 此 时 可 把 二 重 积 分 化 为 先 对 y 后 对 x 的 两 次 定 积分 。 


gCx) 背 在 Cs，5 上 有 界 ， 从 而 必 “| 
F(x, D={ J 2), (Cx, Jy)ED 
有 ) 全 部 在 两 条 边界 曲线 gp,(x)》 及 g(x) 上， 因此， 根据 定 


证 明 因为 p(x) 与 g,(x) 在 闭 
区 间 Ca， 刀 上 连续 ， 所 以 g(x) 与 3 
存在 矩形 及 = C4，bc，4d], 使 得 上 Putw? 
DcR。 现 于 R 上 定义 一 个 新 函数 Ar 
(如 图 18.5) sad 
1 1 
0， (x, ER-D ， 
由 函数 F(x。y》) 的 定义 和 甸 图 18.5 
理 18 .3， 明 数 F(x，》) 在 及 上 可 积 。 
这 样 ， 一 方面 ， 由 积分 关于 积分 区 域 的 可 加 性 ， 有 
Flx, ydxdy= || FOx, ydxdy+t [| FOx, ydxd 
有 1 re po 


473 


i fix, dudy :|| Odxdy 


p 


= 并 训 ydwady 《3》 


D 


另 一 方面 ， 对 任意 图 定 的 x€ Ca， 分， 积分 
了 Pi Pol *} 
, | F(x, Da F(x, 3)dy +| i Els Pay 
+f F(x ydy = 全 F(x, a = fx yydy 
人 ptf wx] gl*) pll x) 4 
存在 ,根据 定理 18.4， 有 


{fr paxdy=| dx | Fex, Jay 


7>(*) 
-| dx | wf ydy (4d) 
比较 (3》 式 与 (4) 式 ， 得 
fr nef ef ny 0 
定理 18.7 如果 画 数 f(x， 小 在 x 一 型 区 域 D 上 连续 《如 


图 18.40(5))， 且 在 、 右 边界 则 线 (y) 与 加 (7) 在 闭 区 亲 
Ce, 的 上 连续 ， 则 | 


人 f(x, Daxdy=| dy fx dx (18.5) 
即 此 时 可 把 二 重 积分 化 为 针对 x 后 对 7 的 两 次 定 积分 。 

证 明 与 定理 18 .6 类 似 ， 从 咯 。 

若 区 域 D 是 由 一 条 封闭 曲线 所 图 成 ， 贡 平行 于 坐标 轴 的 任 


意 一 条 直线 与 忆 的 边界 曲线 至 多 交 两 点 (如 图 18.6) ，. 则 当 
f(x， 7) 在 区 域 D 上 连续 时 ， 有 Ey 


Hse pn-fan fe nb 
. l 
-of pe pe 
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图 18.6 
例 3 计算 二 重 积分 1= 站 之 - dxdy， 其 中 是 由 7 =% 


=2x，x=23。x= 《所 国 成 的 区 域 (如 图 18.7) ， 

分 折 计算 二 重 积分 的 问题 ， 首 先 要 观察 积分 区 域 D 是 什 
么 型 的 区 域 ， 然 后 再 按 定理 18. 4 或 定理 18.5 把 它 化 为 两 次 定 积 
分 。 本 题 的 区 域 D 是 由 上 、 下 两 条 直线 》=2x 和 y= x 以 及 左 
右 两 条 平行 ” 轴 的 直线 x=2 和 .x=4 所 转 成 ， 因 此 是 ;一 
型 区 域 ， 故 应 化 为 先 对 》 后 对 x 的 累 次 积分 。 

解 ” 此 区 域 卫 是 y 一 型 区 域 ， 根 据 定理 18.6 可 把 此 二 年 积 
分 化 为 先 对 ”后 对 x 的 两 次 定 积分 ， 即 - z 


人 
S| xdx=9 ER 

例 4 计算 二 重 积分 了 
-| 《和 十 dxdy 其 中 卫 是 


由 y=x，y=x+1 y=1 .y= 3 
四 条 直线 所 图 成 的 平行 四 边 形 re 
区 域 (如 图 18.8) 。 | 


do i 


Pr- -erupt op rE Cr Pt rp pr ote 


解 ”此 区 域 是 * 一 型 区 域 ， 根 据 定 理 18.7， 可 把 它 化 为 先 
对 x 后 对 7 的 两 次 定 积 分 去 计算 。 即 


了 = | (x*:+ ydxdy= | a (Cx: + ) dx 
} 2—1 
D 


TE oh) 


上 


例 5 计算 二 重 积分 T- || -六 -dx dy， 其 中 卫 是 由 直线 


x=2，7=x% 及 双 有 曲线 xy =1 所 图 成 的 区 域 如 图 18. 9) 。 


六 中] 
i 


| (0 x)dx= 


洛 过 y=x 和 人 =1 的 交点 (1,1) 
作 平 行 x 轴 的 直线 ?= 1， 这 时 将 区 域 
D 分 成 两 个 区 域 D,， 和 Dy 其 中 PD, 是 1 
左 侧 曲 线 x=》 和 右 缸 曲 缓 x=2 及 直 
线 ?=1 (直线 7y=2 在 *=7》 与 x=2z2 
加 的 部 分 退缩 为 一 点 ) 所 围 成 ，D, 是 由 图 18.9 


左 侧 曲 线 = 一 一 和 右 侧 曲 线 x= 2 及 直线 y= 1 所 国威。 它们 
都 是 x 一 型 区 域 ， 于 是 ， 根 据 定理 18,7， 有 有 


[区 


过 


-可 - 训 or( 训 - 且 2 


通过 上 述 两 种 方法 的 计算 不 难看 出 ， 将 区 域 卫 看 成 ?一 型 
区 域 比 看 成 * 一 型 区 域 计算 起 来 简单 得 多 。 因 此 计算 二 重 积分 
的 一 般 规律 是 首先 画 区 域 了 的 图 形 ， 其 次 根据 图 形 的 特点 确 
定 区 域 D 是 ;一 型 还 是 x 一 型 区 域 ， 最 后 根据 区 域 的 类 省 安 
置 积分 限 。 当 然 ， 有 时 也 要 考虑 被 积 函 数 . 

例 6。 计算 二 重 积分 [= | V4 一 产 dxdy， 其 中 是 由 


直线 y=0，x =1，》=x 所 围 成 《如 图 18 .10)》 。 
解 ” 出 于 此 区 域 D 既 是 ?一 型 区 
域 ， 又 是 x 一 型 区 域 ， 于 是 ， 既 可 以 
化 成 先 》 后 x 的 两 次 定 积分 ， 也 可 
以 化 成 先 x 后 7 的 两 次 定 积分 。 那 
么 究竟 选择 什么 顺序 积分 呢 ? 这 就 要 
根据 被 积 函 数 的 特点 ， 选 择 容易 积分 
的 顺序 进行 积分 。 图 18.10 
若 把 局 看 成 /一 型 区 域 ， 根 据 定 理 18.6， 有 


T=| dx| v dx —y: dy 
外 重 


= { [过 + 2x2 arcsin 过 dx 
JE 旨 
-GD 4 
若 把 了 看 成 x 一 型 区 域 ， 根 据 定理 18.7， 有 有 
i | ay| Vay dy 
-| [x ln x+ 5 天)] dy 


ev nl) 
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te rt ete het pi ep ho er rt sa ee 


这 个 定 积分 是 很 难 计 算 的 。 这 说 明 昌 然 可 把 区 域 刀 看 成 
x 一 型 区 域 ， 因 而 将 二 重 积分 化 为 先 对 x 后 对 9 的 两 次 定 积 
分 ， 但 按 这 种 顺序 却 很 难 计 算出 结果 ， 由 此 可 以 看 出 ， 和 根据 积 
分 区 域 和 被 积 函 数 选 择 捅 当 的 积分 顺序 ， 对 计算 二 重 积分 是 非 
常 重要 的 ， 


， 2 
例 7 计算 二 重 积分 1= | S24xdy， 


其 中 只 是 由 y=x，2=x” 扬 转 成 的 区 域 
(如 图 18.11) 。 

解 ” 把 区 域 D 看 成 J 一 型 区 域 ， 将 了 
6 成 先 对 7》 后 x 的 两 次 定 积 分 ， 得 


二 Rh se 
1=]， dx ~ d=| | ~ 7 jar 


| Sinx (yx — x*)dx = | (sifix — xsinw) dx 
p se 0 


| 4 a 
=[C— COSx+ xCOSx ~— Sin x] | =1- sinil 
站 


但 是 ， 如 果 担 D 看 成 x 一 型 区 域 ， 可 以 化 成 先 对 x 后 对 
》 的 丙 次 定 积分 ， 但 是 ， 由 于 一 -一 的 原 函数 是 非 初等 函数 ， 
因此 计算 不 出 二 重 积分 的 值 (精确 值 ) 。 

综 上 所 述 ， 计 算 二 重 积分 时 ， 首 先 通 出 区 域 D 的 图 形 ， 进 


而 确定 区 域 是 什么 型 区 域 ， 黄 次 根据 区 域 的 类 型 和 被 积 函 数 确 
定 累 次 积分 的 顺序 ! 最 后 计算 出 二 重 积 分 的 值 。 


$18.3 二 重 积分 的 变量 替换 


定 积分 的 变量 玲 换 是 简化 定 积分 计算 的 强 在 力 的 工具 ， 对 
于 二 重 积分 来 说 ， 也 是 如 此 ， 因 为 定 积分 的 积分 域 是 数 轴 上 的 
闭 区 间 ， 所 以 ， 交 量 兰 换 的 目的 仅仅 是 化 简 被 积 函 数 ， 而 二 重 
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积分 的 积分 域 是 平面 上 的 区 域 ， 由 于 区 域 远 比 区 间 要 复杂 得 
多 ， 因 此 二 重 积分 的 变量 蔡 换 不 仅 要 化 简 被 积 函 数 ， 而 且 更 主 
要 的 是 化 简 积 分 区 域 . 

我 们 知道 ， 只 要 选择 适当 的 变量 替换 x=w(x, y)， v= 
rx，7), 就 能 将 xy 面 上 的 一 个 形状 较 复 杂 的 积分 区 域 变换 为 
8 面 三 的 一 个 形状 简 痢 的 积分 区 域 ， 如 变换 为 定形 域 、 圆 域 
等 等 从而， 大 天 简化 二 重 积 分 的 计算 。 为 此 ， 只 要 很 设 变 量 
替换 x=&(x，y)，2= 32(xw， 7 建立 了 xy 面 上 的 区 域 D 与 zz 
面 上 的 区 域 D' 之 间 的 一 一 对 应 ， 且 由 雅 可 比 行 列 式 的 几何 性 
质 知 ， 当 变换 #=#(x，7),，s=v(x，7) 将 区 域 口内 的 小 区 域 
LID 映射 为 区 域 D' 内 的 小 区 域 4D' 时 ， 它 们 的 面积 之 间 有 
如 下 的 关系 ; 

ri Day w) 
14D' | 


AD 


有 了 上 述 准 备 ， 我 们 就 可 以 建立 二 重 积分 的 变量 替换 公 
定理 18.8 设 函 数 f(x, 四 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 若 定 
义 在 wv 平 闸 上 的 有 界 闭 区 域 D' 上 的 函数 组 
X=x(#, V1) Y=y#, 59) 
满足 下 列 条 件 ; 
《1) x(#,9),， ytx，2) 在 D' 上 存在 连续 偿 导 数 ， 


(2) 对 任意 的 (x,v) ED', J(s， +) = 了 加 了 0; 
(#, z) 


(3) 变量 炮 换 xx=x(z，2)，》= zx，2) 将 #1 平面 上 
的 区 域 D' 一 一 对 应 地 变换 到 xy 面 上 的 区 域 了 。 
则 有 二 重 积分 的 变量 替换 公式 
| fx, Ddxdy=|| fixla, 0), pg, oI | Tx, v) | dudy 
{18.6) 
证 明 用 任意 分 法 了 将 PD 分 成 # 个 小 区 域 Dx， 其 面积 为 
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TO TT Tr ET Ed WR A ee upp a rp rrp rp “erp Rr er 


人 IDi(k=1，2，…，#)。 因 为 对 任意 的 (x，zv) ED', Je 人 天 
a 0， 所 以 存在 道 变 换 w= w(x， 72),， 2 二 v(x，》)。 从 而 ， 相 访 于 
”分 法 T， 在 xz 平面 上 有 区 域 D' 的 分 法 T'， 它 将 D' 分 成 # 
个 小 区 域 D 其 面积 为 IPDr (=1，2，…:，##)， 由 雅 可 纶 
行列 式 的 几何 意义 可 知 ， 

ADi=1]#, 2) | AD + acd TY)IID' 
其 中 aft4d (67T)DI->0, 当 4CT') 一 0 时 ， 

任 联 一 点 (Sx，92ED4, 在 也 上 存在 一 点 (a Bx) 使 得 
上 = XCar Bx) nt=yCCr Bt) 从 而 


y fr, ni ID -Yes 他 Tea Bey [AD 


二 二 | k=E 


+ oatd(T) 2 fexlar, Bo, ylar, BOIAD'k 


二 | 
因为 道 变换 x(x， ，s(x，) 在 D 上 一 臻 连续， 所 以 ， 
24(7)>0 时 ，d(T')-> 0， 于 是 
im) ft, Ae lm Mca Br}, ylars 


下 (上 


Poar, BoD1 Dax+rlim acd(T)) DP fex(ar, Bi), 
dT’ 一 让 


上 丰 三 ] 


ylaxr, Bey < 号 = | fixCx, 0), yw, 1)) ITOw, v) | dxzdz 
这 


印 | flx, ydxdy = | fix, 9) yu,v)] [Tw v9) |dndv 
D ‘pn” 


例 1 求 由 抛物 线 =x,， =2x 和 直线 y=x，》= 2x 所 
图 成 的 区 域 D (如 图 18.12(4)) 的 面积 ， 
解 ” 根 据 区 域 了 D 的 特点 ， 我 们 作 如 下 的 变量 替换 ， 设 
Eh 
~ 


它 将 xy 面 上 的 曲 边 四 边 形 区 域 只 变换 为 wv 平面 上 的 正方 形 
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到 域 D' (如 图 18.12(5)), 即 D' 是 由 直线 zx=1，x= 2， 
sz 二 1， J= 2 所 围 成 的 正方 形 区 域 。 


由 变换 xs= -二 ，p= 过 解 得 道 变换 为 


Ee 
7 
于 是 ， 有 
.和 沁 况 
D(x, 2») pt 
Dlg#, 9) 1 一 8 入 
有 


图 18.12 


车 将 区 域 D' 看 成 "一 型 区 域 ， 即 先 对 v 积分 ， 后 对 zx 积 
分 ， 由 公式 (18.2)， 有 
‘an| 2 dy 


9 dy En dudz= | 


一 234 去 于 xdx = 


二 重 积 分 的 变量 蔡 换 中 ， 最 常用 的 也 是 最 重要 的 变量 赫 换 
是 极 坐 标 变量 替换 。 替 换 公式 是 
x=rcos0, y=rsing (18. 7) 


481 


在 极 坐 标 变量 禁 换 (18,7) 下 ， 有 
D(x,7) Cos —rsind| _ 


1Der, 


SiDB reose 


将 1 =r 代入 到 公式 (18.6) 中 ， 得 
| | few Daxdy=|| fercos0, rsinOjyrdrdd (18.8) 
P CD' 


极 付 标 变量 替换 (18.7) 将 rf9 面 上 的 区 域 D' 变 招 为 ‰%y 面 
上 的 区 域 D， 反 之 (18 .7) 的 逆 变 换 将 xy 面 上 的 区 域 了 亚 换 为 
79 而 上 的 区 域 D'， 例 如 ， 它 将 xy 面 的 辕 域 PD:x +y 志 变 
换 为 r9 i 上 更 为 简单 的 矩形 区 域 D'=[50，4; 0，25] (如 图 
18.13) 。 由 此 看 来 ， 极 坐标 变量 替换 能 把 贺 域 ， 贺 域 的 一 部 
分 〈 如 扇形 、 半 圆 ) 化 成 较 简 单 的 定形 区 域 ， 也 能 将 边界 由 线 
含有 x:+y* 化 为 较为 简单 的 区 域 ， 另 一 方面 也 能 将 x* + 为 
中 间 变 量 的 函数 A(x:+y) 化 简 。 从 而 在 计算 二 重 积 分 时 ， 当 
积分 区 域 是 圆 域 、 曾 域 的 一 部 分 、 边 界 曲 强 含有 x*+ 六 时 ， 以 
及 被 积 函 数 中 含有 x*+y 时 均 可 考 虚 使 用 极 坐 标 变 量 巷 拱 ， 


其 中 了 为 加 域 局 + 六 <4. 
解 ” 作 极 坐 标 变量 符 换 


x 一 Ycosg，?7 = 7SinH 
变换 后 的 区 域 为 矩形 域 D'=50，2，0，2xl， 被 积 画 数 变 为 
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1 1 Wn 


二 GOO 


Ax VA-(rcosd)i— (rsing): WA-—r: 
由 极 坐 标 变量 替换 公式 (18.8)， 有 


T = | 去 -drdg= | #0 a 


= -ar | d= 2d0=4r 


例 3 计算 双 纽 线 (x: +y)'=2a*(x! 一) 所 图 成 的 区 域 
的 面积 ， 
解 ” 根 据 二 重 积分 的 几何 意义 知 ， 双 纽 线 所 国 成 的 区 域 D 


的 面积 5= [zxay. 因为 此 二 重 积分 的 边界 曲线 含有 “x*+ y”， 


所 以 可 考虑 使 用 极 坐 标 变量 替换 ， 

令 x=rcosg， Y=rsin8， 双 弓 线 的 方程 为 

+* = 24'CcOS20 

出 于 双 纽 线 关于 x 轴 与 》 轴 
缘 对 称 ， 因 此 双 纽 线 所 围 成 的 
区 域 D 的 面积 5 应 为 位 于 第 一 
象限 内 的 部 分 的 四 倍 (如 图 发 
18 .14)， 而 第 一 和 象限 内 的 部 分 


区 域 是 ，0<r<aw2cos25， 0<g< 开 . 图 18.14 
由 公式 (18.8) ， 有 z 
RY -| dxdy = 人 2 Pp ps 4 acos0dp = nat 
Dp . 0 外 


例 4 求 球 裕 + 大 + 于 = 及 被 圆柱 面 x:+ 六 = Rx 所 割 下 
那 部 分 的 体积 (通常 称 此 立体 为 维 维 安 尼 立体 ， 如 图 18 .15).。 

解 ” 由 于 此 立体 关于 x 面 和 xx 面 皆 对 称 ， 因 此 ， 所 求 
立体 的 体积 应 是 第 一 挂 限 评分 的 四 倍 ， 而 第 一 挂 限 部 分 的 立体 
是 以 球面 %= Ri 一 x 一 y* 为 项 面 ， 以 圆周 x*:+ 六 下 Rx 与 x 
83 


轴 围 成 的 上 半 贺 域 P(Y 郑 0) 为 席 的 曲 项 柱 栖 (如 区 18.15)。 
于 是 ， 由 二 重 积分 的 儿 何 意义 ， 所 求 立体 的 体积 
v=4| | Ry dxdy 
由 于 此 二 量 积 分 被 积 函 数 含 有 x ty, 积分 域 是 半 图 ， 因 
此 我 们 用 极 代 标 变量 替换 。 区 域 也 的 边界 曲线 x* + 上 "= Rx 的 


极 坐标 方程 是 + 如 cosg，0< 9 和 本 。 由 公式 《18.8) ， 有 


Reoie 


= 4| | dxdy= 4 |: RI- .dr 
四 生 
5 


= Ap] (1— sin’g)d0 = 千 R'( 也 5) 


图 18.15 
例 5 将 二 重 积分 
I= 半 f Cx, ydxdy 


用 极 从 标 替换 ， 并 按 两 种 不 同 顺 
序 安置 积分 了 眼 ， 其 中 忆 为 二 直线 
y=1，x=1 和 二 坐 款 轴 所 图 成 的 
正方 形 (如 图 18.16) . 

解 ”首先 讨论 先 对 积分 ， 
后 对 8 积分 。 图 18.16 
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对 + 积分 是 在 射线 上 从 里 线 +=0 积 到 外 线 "= 了 (9)。 对 
此 区 域 ， 外 线 有 两 条 ， 当 0<0<< 子 时 ,外 线 r= 当地 < 


CoSs 


区 i < 
0< 志 时 ， 外 绥 no 于 是 ， 


ps | 1 
1-=| ze| flrcosd, rsing)rdr +| do| flreosd, 
0 昌 于 8 


rsinby}rdre 
其 痊 讨 论 先 对 9 积分 ， 后 对 * 积分 
对 9 积分 是 在 圆 弧 上 从 小 角 积 到 大 角 。 当 0<r<1 时 ， 


0<b<< 子 ， 当 1<r 和 v 瑟 时 ,arccos 一 <g<arcsin 二 
于 是 ， 
Ej 1 
了 了 YE fcsj 
r=| ar| flrcosy, rsing)yrdg + | dr| flrcosd, 
0 ' 1 arctos | 


rsind)rad 

例 6 有 求 了 列 曲面 z=x +y， 
ye x + = 2%, 之 =0 所 图 
成 的 立体 的 体积 . 

解 由 二 重 积分 的 几何 意义 ， 
有 


VV -|| (x + ydxdy 


其 中 司 为 小 圆 x +y=x 的 外 面 ， 图 18.17 
大 图 x:+ 交 = 2x 的 内 部 (如 图 18.17)。 
令 x=*cosg，7 =ysinb 在 极 坐 标 下 圆 的 方程 为 > = cos0， 
= 2cos， 由 公式 (18.8) ， 有 
人 nt Tn 15f /1+cos20\: 
= | .4 | rordy = #0 0d0 = yh) de 


CO% 
三 
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TT ee perv a dr Bap a 


= 葬 | 下 1 1 Leondd) 
= il + 可 COs20 + 二 人 dg 


ee x = 57 
4 8 32 


$18,4 三 重 积 


一 三 重 积分 概念 


1 物体 V 的 质量 
设 扩 是 三 维 空间 的 立体 (有 界 辕 区域 })。 洛 物体 这 在 这 内 
任意 一 点 PCx，y，x)》 的 密度 为 /(x，Y，%), 求 物体 ”的 质量 


Hm 


若 对 任意 一 点 P(x，》，z)EV, 密度 矿 x，》，%)=p (第 

数 ), 则 物体 这 的 质量 区 = Pr 其 中 捕 也 去 示 扩 的 体积 。 大 各 点 
的 密度 /x，.?，x) 不 是 常数 ， 我 们 用 若干 个 曲面 网 将 物体 广 
分 成 # 个 小 物体 

大， V’,, “ Vs Vi "oy Vs 
将 此 分 法 记 作 TT。 用 JI 表示 第 i 个 小 体 这 ， 的 体积 ， 用 
六 | 上 任意 一 点 PE， 25) 的 密度 (5&1， ni，581》 近似 代 
替 矿 : 上 每 一 点 P(x，y，z) 的 密度 x,y,%)， 于 是 ,第 i 个 
小 体 ; 的 质量 近似 等 于 以 A5;，9;，5;) 为 均 色 密度， 以 
LIV; 为 体积 的 均匀 小 体 这 ; 的 质量 f(&1，7?;，617AV;， 即 

Lm fe ti ED AV 
当 分 割 姑 面 无限 加 帘 ， 即 当 分 法 的 zx 个 小 体 VV …:, VV;， 
…，V。 中 的 起 大 值 答 4(T)@ 无 限 变 小 时 ， 冰 嫩 当 d(T)-> 0 


DO ct》 = mar{d tI), oT, oo ds (7)}, 

di 《7T) = aup 

《rt VISTI EV? Ey Trot Cy Ya t (al 22): i221, 2 + ) 
《 工 2 yz 51) EVs 
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时 ， 上 述 和 式 的 极限 就 是 物体 广 的 质量 ， 即 


烧 二 i f (éi 他; EN IV, 


2 三重 积 分 定义 
对 上 述 和 式 的 授 限 进行 抽象 ， 就 得 到 三 重 积分 的 定义 。 
设 乒 是 三 维 空间 中 一 有 界 闭 区 成 ， 函 数 人 x，y，z) 是 定 
义 在 区 域 玉 上 的 有 界 函 数 。 对 区 域 让 的 任意 分 法 T， 将 区 域 广 
分 成 a 个 小 区 域 
区 
在 每 个 小 区 域 这 :上任 取 一 点 (#;，7:，5:)， 作 和 


fi， 4，51) LAV ( 称 为 积分 和 ) 


其 中 LAV; 是 第 计 个 小 区 战 这 ; 的 体积 。 
定义 ”如 果 不 论 分 法 了 了 如何， 也 不 论点 (6;，%;52) EV ;的 
取 法 如 何 ， 只 要 # 个 小 区 域 中 的 最 大 的 直径 《CT 一 0， 和 数 


2 /81m ，5D)LVi 存在 极限 ， 设 极限 是 ， 即 


1 二 上 


lim 2 f Es, 1 £1) LA = 了 
7= |! 


则 称 函 数 fx，y，z》 在 三 维 空间 中 的 有 界 闭 区 域 上 可 积 ， 
江 称 了 是 函数 A(x，.y，z) 在 区 域 上 的 三 重 积 分 ， 记 作 


全 foxs 7» sd = lim 访 75 ms EIAIV: (18.9) 
其 中 f(x，y，%) 称 为 三 重 积分 的 被 积 函数 ，x，.y，%， 为 积分 
变量 ， 矿 称 为 积分 区 域 ，4F7 为 体积 微 元 ， 

当 三 重 积分 存在 时 ， 用 分 别 平行 xy 面 ，x% 面 和 .和 面 
的 三 组 平行 平面 去 分 制 矿 ， 则 有 AV;= xi LN xp 从 而 ， 
钵 积 微 元 4 = dxdydxs。 于 是 ， 三 重 积分 也 表 为 


I f(x, 多 av =||| fx, $F, sdxdyd% 


VV 区 
这 样 ， 根 据 三 重 积分 的 定义 ， 不 难看 出 ， 车 二 纵 空 间 中 物 
体 矿 上 每 一 点 P(x，y，%) 的 密度 为 /(x，y，z), 则 物体 六 的 
质量 m 是 三 重 积分 | | | fx， 7，%)dxdydx， 即 
到 


df 一 


n=lim Df, ni JP= 作 wx，》9 5) dxdyd% 


头 于 三 重 积分 的 可 积 性 及 性 质 缘 与 二 重 积分 类 似 ， 放 从 
赂 ， 区 

出 三 重 积分 的 定义 知 ， 如 果 被 积 函 数 在 区 域 上 和 便 等 于 
1， 即 f(x，y，z) 三 1， 则 三 重 积分 


J ws 


是 空间 区 域 扩 的 体积 。 


二 ”化 三 重 积 分 为 累 次 积分 

三 重 积分 可 化 为 一 次 定 积分 和 一 次 二 重 积分 ， 也 可 以 化 为 
三 次 定 积 分 。 

定理 18.9 设 软 数 f{x,”，%) 在 有 界 闭 区 域 广 上 连续 ， 
区 域 矿 的 上 、 下 上 遇 面 的 方程 分 别 为 %=%i(x,， 37) % =%,(x,)， 
侧面 是 母线 平行 轴 的 柱 面 (有 时 柱 面 可 能 退缩 为 一 条 曲线 )， 
它 在 xy 面 上 的 投影 是 xy 曾 芋 的 平 亩 区 域 Dy, 设 D.， 的 边 
界 曲 线 为 ?= 人 xj) 7 =x), 生 (X) 达 jlx) 《zx 委 2 则 


jz M3 dedyds= | Jadxdy | 二 而 二 


y 了 lxey 


站 Tat xj】 ryt x 137) 
-| dx | | | f(x,y, 2)d% (18.10) 
J | 里 


sxt3] 
称 此 区 域 扩 为 x% 一 型 区 域 ， 投 影 区 域 D。， ;一 型 区 域 
《 妇 图 18.18) 。 
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和 , 2=%2 (xX, ¥} 多 L 
: FO 网 he 二 = 和 (3) > 到 


i 


3 和 二 2 
cana 1X YY 


图 13.18 图 18.19 


若 区 域 斑 的 左右 曲面 方程 分 别 为 ?=Ji(x，z)，》=.720x， 
xz， 天 在 xx 面 上 的 投影 为 D,:， 设 D。。 的 边界 曲线 为 x = 
xi(z) 及 x=xo(z)， 其 中 mx(s5)<x:(2) 《和 xs 生 d)， 则 


证 ms A | dxda | fxs 六 dy 


SU} 


-| | 了 “| flx, y, 2)dy (18.11) 


w(x} 加 (wo 


称 此 区 域 为 ?一 型 区 域 ， 投 影 区 乞 
域 D,, 为 x 一 型 区 域 ( 如 图 18.19)， | 

若 区 域 扩 的 前 后 曲面 方程 分 别 为 AR WN hs=s1cY) 
X=xo( yy%) 及 x 二 x.(y，%), 了 在 jz 二 了 
面 上 的 投影 区 域 为 Dys, 设 Dy， 的 边 
界 曲线 为 “=xi( 作 及 =zi(J)， 其 
中 2 (7 和 xxz?) (es 和 ?< 委 厂 )， 则 


二 3 
/4 另 二 323(3 


区 ty 
j OO 
= [az |, eae Y, %) dx 图 18.20 
了 了 和 
-| a a | ~ fx, J, %) dx (18.12) 
xz1l7 wl1{ r=) 
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称 比 区 域 矿 为 x 一 型 区 域 ， 投 影 区 域 D,: 为 x 一 弄 区 域 
(如 图 18.20) 。 

定理 18.9 的 证 明 与 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 证 法 类 似 ， 故 
从 上 略 ， 

例 1 计算 三 重 积分 


1= I wdxdyds 


其 路 是 由 三 个 坐标 平面 及 平面 x+29 
+%=1 所 围 成 的 区 域 (如 图 18.21) 。 
解 ”不 难看 出 ， 此 区 域 广 是 由 底面 
=0 (平面 ) 和 项 面 =1-x 一 2 ( 平 
面 》 以 及 xs 面 ， 和 画作 为 侧面 〈 柱 
面 ) 的 x 一 型 区 域 ， 它 在 xy 面 上 的 投 
影 D.， 是 由 左边 界线 ?=0 和 右边 界线 
7 = 亏 (1- 当 的 一 型 区 域 (当然 也 可 
以 看 作 x 一 型 区 域 ) 。 由 公式 (18.10) 有 图 18.21 


Il—x—27 1 -了 1 一 xx 一 2 
1= || zzz «dz=| xdx| dy| dd% 
Dy 0 0 8 9 


= 得. 演 
= | dx | (Gx)dy=| xC3- oy -7 | dx 
0 0 8 


ER Ws 2 3 = 
=4+| x ox eT 


此 区 域 还 可 以 看 成 4 一 型 区 域 或 x 一 型 区 域 ， 并 用 相应 
的 公式 (18.11) 或 (18.12) 计算 出 它 的 结果 。 从 赂 ， 
例 2 计算 由 抛物 面 +%*=6- x, 坐 标 面 xyxx% 及 平面 
“= 4x，J=1，%=2 所 围 成 的 立信 的 体积 . 
解 、 此 区 域 是 由 后 边界 曲面 x= 二 %( 平 面 ) 和 前 边界 曲 
面 x=6- 关 ~-% 及 坐标 面 x% 和 xy， 平 面 J=1，x=2 为 侧 
490 


面 的 x 一 型 区 城 投影 区 域 Dy 是 由 直线 %=0， %= 2,)= 0, 
?= 国 成 的 从 形 ， 故 可 团 作 x 一 列 区 域 (如 图 18,22) 。 由 公 
式 (18,.12) ， 有 


v= dx dy d% 
| a 


[oh (er) 
je 


-多 -二 


$18.5 三 重 积分 的 变量 替换 


同 二 重 积分 一 样 ， 三 重 积分 的 变量 替换 公式 是 简化 三 重 积 
分 计算 的 强 有 力 工具 . 


一 三 重 积分 的 一 般 变 量 蔡 换 

定理 18.10 设 函 数 作 x，y，z) 在 有 界 闭 区 域 (立体 》 六 

上 连续 ， 若 定义 在 wvw 空间 上 的 有 界 闭 区 域 Vi 上 的 函数 组 
X= XH Ps WY PEI Ys WY C= SK, PW) 

满足 下 列 条 件 ; 

Cl) xb W)C 2) ) 在 上 在 
在 连续 人 篇 导数 ; 

《2 ) 对 任意 的 (x，?，%) EV J(x， vw， 为 ) 夭 0 

《 3) 国 数组 x = wz， 9 为 )， =)CU Vw), %=%(x, 
yz) 将 tp 空间 上 的 区 域 一 一 对 应 地 上 映射 到 xyx 空间 
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Mr see pe pt Pap WEP FPR EF SA ET RRS rr -er 一 mn 


上 的 区 域 ， 
虽 有 三 重 积分 的 变量 替换 公式 


Ne 2 waxdyds = ||f /exes, ys Ww), PCH, VW), 


ZH, vy, WII Tx, vs, w) | dndvdw 《18. 13》 
证 明 与 二 重 积 分 类 似 ， 从 上 略 ， 
例 1 计算 六 个 平面 
GIX 十 页? 十 Ci 和 二 th axt+bsy +es = +h, dxt+hy 
二 区 二 土 记 , 
所 图 成 的 平行 六 面体 这 的 体积 ， 其 中 ai bei (i =1,2,3) 
箔 为 常数 ，h,; 沁 0, 且 系 数 行列 式 
oi Bi ei 
A= | 4 bcl a0 


4s by i 


解 设 #=2xt+hy+ez Wx= +h, 
0= Hox +b y+ Lo r= + 
y= AyxX + BY + cs p= 二 千 忆 ， 
于 是 ，xyx 空间 中 的 平行 六 面体 变 成 ws，”，?w 空间 中 的 长 方 
性 ; 
— A hh 


由 函数 行列 式 的 性 质 
Dix 2 1 1 -| 
了 (zt w) Dlg, 1 za 1a5c 4 
Dx, .Js 艺 ) fo 必 ， C2 
Ga bs 6 


由 三 重 积分 的 变量 蔡 换 公式 〈18.13) 知 ， 平 行 六 面体 斑 的 体 


各 
了 = 咱 ddd =j| | De 太一 3 | dudvdw 
多 » 
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= 本 1 有 dv [| ,ds |, we 


hh 
i 


下 面 给 出 两 种 最 常用 的 变换 。 
二 ” 柱 面 坐标 变换 

设 空间 一 点 P(x，y，z) 在 xy》 
面 上 的 投影 为 台 (x，y) (如 图 
18.23) 。 如 时 点 旭 的 极 坐 标 为 (>， 
09)， 则 >*，0，x) 称 为 点 了 的 柱 面 
坐标 ， 其 中 ”是 点 了 到 z 
离 (0 才 f 之 +o0)，9 是 举 标 面 x 
和 和 通过 x 轴 的 半 平 面 oxP 和 
夹 前 (0 过 8 之 27); '% 是 点 呈 的 竖 
坐标 (一 oo0<%< 之 +00). 于 图 18.23 

在 柱 面 坐标 系 中 ， 三 个 坐标 面 是 ，+ = 常数 ,表示 以 “ 轴 为 
轴 ， 半 径 为 ” 的 圆柱 面 ， 9 = 常数 ， 表 示 过 x 轴 的 半 平 面 ， 
x= 常数 ， 表 示 平 行 于 xy 面 的 平面 。 因 为 这 三 族 曲 〈 平 ) 面 ， 
两 两 正 交 ， 所 以 柱 面 坐 标 系 是 正 充 坐标 系 。 

由 图 18.23 不 难看 出 ， 空 间 中 任意 一 点 了 的 直角 誉 标 (x， 
加 xs) 与 柱 面 坐标 (*，0，x) 之 间 有 如 下 关系 
x*=*Cc050 
y=rsing 《18 ,14) 
党 二 名 
(18.14) 式 称 为 柱 面 坐标 变换 。 柱 面 谷 标 变换 的 雅 可 比 行列 式 
为 


cos -rsing 0 
sing rcos0 0 
0 1 


Dlr, 8, 5 


根据 三 重 积 分 的 变量 替换 公式 〈18.13》 ， 得 三 重 积 分 的 杜 面 
坐标 变量 蔡 换 公式 为 


J 2， dxdyds -|| | fcreose, rsing, %1] rdrdddz 


(18.15) 

在 柱 面 坐标 变换 下 ， 体 积 微 元 4 = rdrdgdx， 它 有 了 明显 
的 几何 意义 : dW 是 由 两 个 半径 分 别 是 ” 和 + -dr 的 圆柱 面 ， 
两 个 到 xy 面 的 距离 分 别 为 x 和 x+d% 的 平行 平面 ， 以 及 两 
个 过 x 轴 ， 且 与 xx 面 夹 角 分 别 为 《6 和 9+46 的 半 平 面 所 图 
忒 的 小 块 《 如 图 18.24) 。 当 dr，d9,，dz 很 小 时 ， 这 个 小 类 
立体 可 近似 地 君 作 边 长 分 别 dr，rd0，dz 
的 长 方 体 ， 从 而 这 小 块 的 体积 为 4F= 
radradfddz, 

对 柱 面 坐 标 变换 下 的 三 重 积分 

八 ftrcos0, rsing, %)] rdrd0dz 


的 计算 ， 通常 是 将 V' 看 成 “一 型 区 域 ， 
即 先 对 zx 积分 从 底面 %=%.(r， 由 ,有 到 项 和 
面 x=xs(r，0); 其 次 在 投影 区 域 D.y 上 ， 图 18.24 
沿 射线 从 里 面 > = 六 (9) 积 到 外 线 = 六 (lr1(9)<r.(9)); 最 
后 对 8 积分 ， 从 小 角 积 到 大 角 。 

一 般 说 来 ， 当 包围 体 广 的 边界 曲面 或 被 积 汕 数 中 含有 x + 
和 ， 可 考虑 使 用 柱 面 侍 标 赫 执 ， 

例 2 计算 三 重 积 分 


州 wdxdydz 
[ 吉 


其 中 体 矿 由 上 半球 面 x*+y+%:=4 pn 

和 旋转 抛物 面 x*:+y*= 3x 所 围 成 (如 上- 

图 18.25) : 
解 ” 由 于 积分 区 域 的 边界 曲 而 仿 图 18。25 
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有 “+ tx 和 “后 +7 ”因此 用 柱 面 坐标 替换 ， 令 
x=rCOs0 
| CH 二 7 
光一 多 


积分 区 域 矿 的 底面 方程 为 “= 邱 ， 上 面 为 “=v 4 二， 上 、 


2 = 
下 南 而 的 次 线 | ”一 写 ， _ 喜 | “在 xy 面 的 投影 
z= 4—+:» %=1 


是 加 +=w 3。 于 是 ， 由 三 重 积分 的 柱 面 坐 本 变量 赫 z 换 公式 
《18.15) ， 有 . 
2z 本 本 7 
zdxdyd% = wradrd0bdx = dg| Ar zdz 
A 
= 了 
例 3 ”计算 抛物 面 * + 六 = a%x 《ea>0)， 圆 柱 面 x + 六 = 
24x 与 平面 %=0 所 图 成 体 Y 的 体积 (如 图 18, 26) 。 
解 ” 用 福 面 坐 标 替 换 。 令 
w=rcosg 
y=rsing Od J |=r) 
% 二 % 
积分 区 域 的 底面 是 x = 0 的 平面 ， 
顶 面 是 “= 过 (+ = 二 + 投影 区 


域 D,, 是 圆心 位 于 (#4，0) 的 圆周 < 委 图 18.26 
24acos6 (~ 于 <<6 必 也 )。 于 是 ， 根 据 公式 (18.15) 知 ， 体 人 的 
体积 工 是 


加 I pp | of dr | ra 
* 到 ， 
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mT a in FAD rE nt ec Fur ee ep pr ee ee nr 


和 和 Zsarog 机 
t+| 2 pp | cos'gad 


De 


= 4 | [六 下 到 cos281 襄 Cosdg |a0 


= yr 
(7 
成 的 立体 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 〈e 盖 0，4>0，c>0， 如 图 


18.27) 。 


柱 面 坐标 变换 ， 令 
xX=arcosd 


y=Brsing 


必 二 区 


acos ~ Garsing 0 

Jlr, 8, z)= |psinpg prcos0 0 

0 0 1 

体 上 的 底面 为 x= cry 项 面 为 “= cy 投影 区 域 是 加 ~SY 的 

四 分 之 一 ，0<9 必 志 ， 由 变量 替换 公式 (18,13) ， 该 立体 的 


性 积 工 是 ， 
TI-= 并 | | dxdyds = 咱 abrdrdbdx = [Wa dr | © abrds 


-| of (aber — abecr:) dr -| Cr ~ pd = -~ 
9 q 2 9 


图 18.27 


= adr 


三 ”球面 坐标 变换 
一 一 人 一 
设 f=|] 0P 了 | (0 生 r< +oo)，9Y# 是 向 量 OP 与 % 轴 正 向 的 
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夹 角 〈0<ep<r)，9 是 过 x 轴 及 点 P 的 半 平 面 与 xs 面 的 夹 
角 ， 即 0P 在 xy 面 的 射影 OM 与 x 轴 正 向 的 严 角 (0<9 之 


2r) (如 图 18.28) 。 z 
由 图 18.28 不 难看 出 , 空间 | ratny 
中 任意 一 点 P 的 直角 誉 标 (x， s=rcosp 人、 妆 
3》，%) 与 球面 坐标 (r，9，9) 必 
之 间 有 如 下 的 关系 : i 
x =ysingcosg SR rsingqceosg 
| , y=rainesing 
y=rsingsing 和 , 
X= FCOSO (18.16) 图 18 .28 


(18 .16) 式 称 为 球面 坐标 变换 。 球 面 坐 标 变换 的 雅 可 比 行列 式 
为 
singpcosd rcoswcosg ~rsingsing 


Jir, gp, 0)= | singsind recospsing rsingcosd 


COS -rsing 0 


因为 0 所 7, 所 以 sing 守 0, 从 而 [J(r，gp，0) | 


根据 三 重 积 分 的 变量 替换 公式 (18.13) ， 得 三 重 积分 的 球面 
上 坐标 变量 替换 公式 为 


中 Je， 为 2) dxdydx = 川 (rsinwcosb， rsingsing, 
y y: 


rCosp)r’ Singdrdgd0 (18,17) 2z 
在 球面 坐标 姿 换 下 ， 体积 微 元 
dV =#2inopdrdodg。 它 的 几何 意 
义 是 ， 由 两 个 淮 径 为 + 及 rtdr 
的 球面 ， 两 个 与 % 办 正 向 夹 角 为 
% 及 pg+ dqp 的 圆锥 面 ， 两 个 过 > 
轴 且 与 xx 面 夹 角 为 8 及 8+ 48 的 
半 平 面 所 图 成 的 小 块 ( 如 图 18,29)。 


当 dr，dp，d9 央 很 小 时 ， 这 个 小 决 可 近似 地 看 作 长 方 体 ， 黄 
三 边 各 为 dr，rdp， rsingd9。 所 以 小 块 的 体积 为 r*singdr 
d0dD， 

对 球面 坐标 变换 下 的 三 重 积分 


| 7 esiapeose， raingsing, reosg)r’sinmdrdowdo 
pr 


的 计算 ， 通常 是 先 对 ”积分 ， 即 在 射线 上 ， 从 里 面 > =ri(9， 
9) 积 到 外 面 +=r.(g，0); 次 对 2 积分 ， 即 在 回 强 上 从 “里 ” 
面 @ 交 线 积 到 “外 ”而 交 线 ， 最 后 对 6 积分 ， 从 小 角 积 到 大 角 . 

一 般 说 来 ， 当 包围 体 这 的 边界 晶 面 或 被 积 函 数 中 含有 
“x+y +%*” 了 时， 即 体 信 起 出 球面 ， 锥 面 所 围 成 的 区 域 以 及 被 
积 东 数 中 售 有 + 六 +%* 时 ， 可 考虑 使 用 球面 坐标 变换 ， 

例 5 ” 求 半 径 为 BR 的 球 的 体积 ， 

解 ” 让 球 心 位 于 原点 〈0，0 0 )， 刚 球面 方程 为 wx: + 六 十 
% = 必 "。 因 为 扩 是 球体 ， 所 以 用 球面 堂 标 变量 替换 。 令 
A | x*X=rsingcosd 

7=rsingsing (J l=r:sing) 
| FCOSO 

在 球面 坐标 下 的 球面 方程 为 += R， 先 对 + 积分 ， 在 从 原 
点 (0，0，0) 出 发 的 射线 上 ， 从 “里 面 ” x =0 ( 即 原 点 ) 积 到 
“外 ”而 + = 及 《球面 ) ; 对 9 积分 ， 在 加 弧 上 从 x 轴 的 正 
向 9 =0 积 到 x 轴 的 负 向 g= xw; 对 9 积分 是 从 0 到 2r。 因 此 
所 求 的 球体 积 为 


A400) dxdyd% = 站 sinrarerns 
-| | dp | rsinwdr = 27 singdp= 委 nhRi 


WD 把 # 斩 视 为 中 心 加 ， 状 近 z 轴 的 曲面 称 为 “里”. 测 ， 返 离 # 轴 的 昌 什 称 
为 外 面 。 
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pi vt 0 pT Lap Em 


2 计算 三 重 积分 


T= We + +% dxadyd% 


其 中 也 是 由 球面 x*+y:+z: = Rt (z 之 0 站 及 锥 面 x* +y =%*” 所 
围 成 的 区 域 , 

解 ” 用 球面 坐标 变换 ， 令 

人 x*=rsingcosg 

y=rsingsing (|]| =rising) 

% = pCOSP 

先 对 ”积分 ,在 从 原点 出 发 的 射 
线 上 ， 从 原点 三 0 各 到 外 面 (球面 ) 
”= 及 。 其 次 对 mw 积分 ， 从 := 铀 正 向 
2 =0 洛 圆 驶 积 到 锥 面 与 球面 的 交 线 
p= 工 ， 事实 上 ， 交 线 为 


i x:+y +% =R? 


:= 只 : 
\ yA y= 或 2% 
化 为 球面 坐标 有 2r*cos:p = 及"， 又 因 ”= 只， 所 以 
一 1 ” a 1 
Cos P= 即 cosm= 地 


愉 而 得 交 线 的 球面 标 方 各 为 | We 最 后 对 4 积分 是 从 
”= 及 ， 


0 到 2r。 因 此 根据 球面 坐标 的 变量 替换 公式 (18.17)， 有 


I [I (x + y+ ) dxdyd% = I rorsingdrdgad 
bp 


Vv 
= 人 of dg rsinwdr = pg singd gp 
1 站 a 5 二 


_ 2- /DrR' 
5 
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ee rr rr 7 


例 7 将 三 重 积 分 
1=|| ff (vx ty +r) dxadyd% 


变换 为 球面 谷 标 ， 并 化 成 昧 次 积分 ， 其 中 六 是 旋转 抛物 面 x = 
x + 及 平面 x=.yx=T1 =0,%= 0 所 峡 成 《如 图 18.,31) 。 
解 令 x= rsSingCost 
y= rsingsing 
= reosg 
(J1=? ny 
在 球面 坐标 下 ， 抛 物 面 的 方程 


r= 一 一， 平面 x=1 的 方程 为 += 


sig’:g 
Singcosg” 
旋转 抛物 面 与 x =1 面 的 交 线 为 
__COosp 
Sin’g; 
es 
~ sing Cosg 


1 
解 之 得 ctgp = py 好 i 


Pe 
> = 一 和 到 外 面 〈 平 面 ) += 


1 
sin’:q sinpcosg’ 


后 对 8 积分 ， 在 圆 缠 上 从 第 一 条 交 线 p= atcctg—ig - 积 


到 第 二 条 交 线 | 十， 因为 交 线 在 平面 x=0 上 ， 所 以 p= 子 ， 


最 后 对 8 积分 ， 显然 是 从 0 积 到 于 ， 王 是 ， 四 球面 些 标 的 
变量 替换 全 式 (18， 17) ， 大 
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Fe | | fy) dxdy d= [| ferrisingdrdpdo 
Vv ， .学 Vi 


= 攻 


: 
ip 人 foryr? singdr 


acetg- = 2 和 


$18.6 重 积 分 的 应 用 


一 曲面 面积 


用 定 积分 可 以 计算 平面 图 形 和 一 些 特 殊 的 曲面 ， 如 旋转 曲 
面 的 面积 。 现 在 我 们 应 用 二 重 积分 计算 一 般 有 曲面 面积 ， 

设 有 一 块 则 面 4， 其 方程 为 x=f(x，), 它 在 必 面 上 的 投 
影 为 有 界 闭 区 域 D。 通 数 Ax， 困 在 忆 上 连续 ， 且 关于 x 和 
的 两 个 俐 导数 在 DP 上 也 连续 。 由 全 微分 的 几何 意义 知 ， 曲 面 上 上 
任意 一 点 邻近 的 充分 小 的 一 块 的 面积 ， 可 以 用 过 该 点 的 切 平面 
相应 的 一 小 决 面积 来 近似 代 桂 。 这 样 ， 我 们 用 任意 分 法 了 ， 将 
区 域 卫 分 成 # 个 小 区 域 Di;i(z =1，2、…，#)， 过 每 个 小 区 域 
D,， 的 边界 曲线 作 母 线 平行 x 轴 的 柱 面 ， 记 每 个 小 柱 面 所 截 邮 
面 3 的 部 分 为 9 (= I，2，…"，#), 在 49; 上任 取 一 点 如， 过 
gz 作曲 面 了 的 切 平面 T;， 记 Ti 被 过 PD; 边界 的 小 柱 面 所 截 
下 的 一 小 块 为 r;:， 其 面积 为 “ri， 于 是 ， AT; 二 -qt 《〈 如 图 
18.32 (4))， 而 

ADD = rr; | cosv; | 


(如 图 18.32(4))， 其 中 y 是 切 平面 了 ;的 法 线 向 量 好 与 2 
输 正 向 之 闻 的 严 角 (如 图 18 .32) 。 
由 S17.6 有 


取 Di 表示 Di 的 面积 ， 
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i TT Co we ee pp er wp pt ir pt tpt eer a = pap rp lr rw wp ro 


| cosyv; [= ——— A 
Va 本 本 了 7 +f yy (CX;, 1) 
有 从 而 
fr; = vltf (x I +f (xs yAD, 


于 是 ，3 = lim 了 Sri= lim D1+F Ci a) tf yi.7i) 
i 二 ] i 二 


d(T)—=0 


LT 也; = | OT DA 


pb 


即 $= | v1 +f "(x, 人 tf "v(x, 7) dxady 


总 之 ， 若 曲面 了 由 方程 x =zx(x,，》) 形式 给 出 ， 其 中 函数 
x =x(x，?) 在 其 定义 域 D。。， 上 连续 ， 旦 关于 x 和 yy 的 偏 导 
数 连 续 ， 则 则 面 3 的 面积 4 是 

= | | /IT yw, dedy (18.18) 


Duy 


党 曲面 5 出 方程 x =xw(y，z) 形式 给 出 ; 其 中 水 数 *= 
x(y，%) 在 其 定义 域 D,* 上 连续 ， 且 关于 x 和 的 偏 导 数 连 
续 ， 则 曲面 4 的 面积 3 是 
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s=|| Vtx sy Cy It wy, Sdyd% (18. :9)》 


DY 


车 里 面 9 由 方程 y=x，x) 形 式 给 出 ， 共 中 国 数 =》 
x) 症 其 定义 域 全,。 上 连续 ， 且 关于 x 和 x 的 仿 导 数 连续 ， 
则 油 面 3 的 面积 了 是 


s=|| lity (zs x) + (2, xX) dzdx (18.20) 


例 1 求 以 及 为 半径 的 球 的 表面 积 ? 
解 ” 设 坐标 原点 为 球 心 ， 则 球面 方 
程 为 x* + 站 +zx =R:。 显 然 它 关于 三 个 fi 
坐标 而 党 对 称 ， 于 是 整个 球 的 表面 面积 A 地 = 十 2 
是 第 一 卦 限 部 分 的 八 俏 ， 第 一 卦 限 部 分 攻 | 0 上 2- 
的 球面 方程 为 x = wR 一 wi 一 yy’, (x,y) 
EDsy Dxi+yK1l, 8 x>0, 
J>0 


Ne 
a 
及 
VR 


代入 到 公式 (18.18) 中 得 


R 


803 


人 di=r) 


由 公式 《18 .8) ， 有 


中- 二 a de | 0 J dy 
=8°7. R(- RI-7) 国 i 


例 2 求 球面 x*+y +w*=R! 含 在 图 柱 面 x:+y= Rx 内 
部 的 面积 《 见 图 18.15》， 

解 显然 所 求 球面 块 关于 xy 面 与 xx 面 错 对 称 ， 从 而 所 
求 的 曲面 鼎 的 面积 是 第 一 卦 限 的 部 分 的 四 倍 。 在 第 一 起 限 的 球 


面 方程 为 “= wR 一 x 一 党 ， 从 而 


Ox —x Ox 


Ox Rx yy’ 6 VR J 
y+ (3 1+ (名 4 + (9 史记 一 好 


z= RR’ 一 x 一 y 的 定义 域 Dec<Rx 且 x 之 0,y 之 0 
由 公式 ，《〈1i8.18) 并 引入 极 坐 标 变换 ， 有 


$= 二 | Red- 4 「 do] “一 ee 


二 4 有 | (1 — Sinb)d6= 4 (~ 1)R: 


二 ”物体 的 重心 


px，》，%) 来 确定 ， 求 物体 广 的 重心 G(3, 了 , 双 )。 
为 了 简单 起 见 ， 采 用 微 元 法 导出 重心 公 标 公式 。 
先 确 定 重 心 6 的 x 坐标 有 8。 根据 力学 中 的 重心 概念 知 ， 
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A 


物体 各 部 分 质量 对 平面 的 力 什 总 和 等 于 物体 的 总 质量 集中 于 重 
心 处 对 平面 的 为害 ， 
在 上 任意 一 点 P(x，x，z) 好 取 体 积 微 元 4 , 它 的 质量 
为 p(x，y，x) 2dV ,而 质量 p(x，y，%)dV 对 yx 面 的 力矩 为 
dMys= x plx, 1, %)dV 


从 而 M,, = 川 xp(lx, y, %)adV 
已 知 物体 的 总 质量 为 


"= 四 plx, yy, od 


根据 重心 的 定义 ， 有 
吕 {ff D(x, y, %) av={[[ xpo(x, y, sd 
V vr 


从 而 ， 有 


让 xolx, y, zd 


吧 二 一 一 (18. 21)» 
咱 plx, y, za 
同 理 ， 有 
se 7, 2) dV 
"Je wa rp (18. 22) 


_ 咱 zptx, 7, yd 


“ee 0 (18. 23) 


如 果 物 体 是 均匀 的 ， 即 p 为 常数 ， 则 上 述 重心 坐标 公式 
变 为 
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| Nyar (人 


， 多 = 一 7 
《18. 24) 


» 了 = 磊 


其 中 三 是 物体 六 的 体积 。 

上 述 重心 坐标 公式 ， 也 适用 于 非 均 匀 菠 片 的 重心 ， 此 时 ， 
应 将 上 述 公 式 中 的 三 重 积分 换 为 二 重 积 分 ， 空 间 区 域 扩 换 为 平 
面 区 域 D， 凤 

并 xp(x, y) do | Pl, ydo 

1 (18.25) 

由 plx, J do | D(x, y) dg 


例 3 求 球 心 与 锥 体 的 顶点 锋 在 原点 ， 半 径 为 4， 锥 体 中 
心 轴 为 x 轴 ， 锥 面 与 x 轴 正 向 交角 为 a 上 的 均匀 球 顶 锥 体 的 
重心 《如 图 18.34) 。 
解 ”由 于 球 顶 锥 体 关 于 xx 轴 对 称 ， 
因此 
R= =0 
又 密度 0= 常数 ， 故 


{ | | wdxdydy 


ge 
用 球面 坐标 着 换 ， 不 难 计算 三 重 积分 
ea 


pp 


2 o # + 
-| | zp | risingcosgdr = sin'ag 
0 0 


站 


人 dxdyd% = |. do dz| rsingdr 
0 0 
Ld 


506 


a je 
= 27， 一 《一 Cosoy1 =Axa {1~cosa) 
3 | 涡 
2 sinz :人 
4 


ee 3 (1 +cosa)a 
HT (1 — Cosa) | 


三 ”转动 惯量 
设 质量 为 说 的 质点 ， 到 已 知 针 ! 的 距离 为 ”, 绕 轴 ! 旋 
转 的 角速度 为 。。 因 为 质点 的 线 速度 为 ，= ra， 所 以 质点 转动 
的 动能 为 
1 


瑟 转 = 太太 》 = 去 (m7) 


上 式 中 的 mr* 称 为 质点 对 轴 7 的 转动 惯量 ， 记 作 I,， 即 
T= mr 
将 质点 zm 的 转动 动能 E 转 = 革 Pio: 与 平 动 动能 相 比较 ， 不 


难 发 现 所 与 平 动 时 的 质量 mw 相当 ， 是 质点 在 转动 中 惯性 大 小 
的 量度 。 

下 面 我 们 利用 三 重 积分 的 方法 来 讨论 计算 一 般 非 均匀 物体 
绕 辆 、 点 、 面 的 转动 己 量 。 用 微 元 法 来 讨论 这 个 问题 。 

设 物体 这 各 点 《x,y》，%) 的 密度 为 PC(x， 罗 “)。 在 入 中 
任 取 一 点 PCx，.J， zx) 及 包含 点 P 的 栖 微 元 4 ， 显 然 体 微 元 
的 质量 dw= Ptx，7J，x)4F ， 体 微 元 4 到 > 轴 的 距离 为 
w w+ 六 ， 从 而 体 微 元 对 x 轴 的 转动 惯量 是 

dls= (% + plx, 9 %)dV 

于 是 


1.=|ffa,=jf| Cx ty plx, 为 zd (18,26) 
[i 隐 


同 理 有 
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: ， ~ rr 
vr "ore Pur PP 0 POUL TY. Wem st pi RA EE Te ee re 


L=| 《 因 十 好 ) OUx，7 dV (18,27) 


[ 吕 
1,=|| (tx) plx, 39 2) dV (18.28) 
开 


洲 将 x 轴 改 为 xy 面 ， 则 体 微 元 4 到 六 面 的 距离 为 
| x |, 从 而 体 微 元 & 对 x 面 的 转动 惯量 是 
dly =22D(x 79 xd 


T 是 Toe|| fdr]{| wipcx, ww ea 18.29) 
v Vv 


了 ,三 各 a, (18.30)» 
by 


1,:= 咱 Iolx, 7 wd (18.31) 


奉 换 为 原点 ， 则 体 微 元 4 到 原点 0 的 距离 为 


w 2 + 大 + 和 从 而 体 微 元 4 对 原点 DO 的 转动 惯量 是 
dl= Cx ty oN, 7 %) dr 


于 是 ,=|| dl = 人 Cx t+ wo, J “dV 
vy 也 


(18. 32) 
上 述 转动 惯量 公式 ， 也 适用 非 均 名 薄片 对 x 轴 、.? 负 及 原 
点 0 的 转动 惯量 。 它 们 是 
1 {| ypcx, ydxady 


产 


1,=)) eco Pan (18. 33) 


五 


,, -站 Cx ty ox ydxdy 
| 
D 2 


例 4 计算 密度 为 9 (常数 ) 的 均匀 球体 矿 ， 半 十 大寺 千 委 
4 关于 三 个 坐标 轴 及 原点 的 转动 惯量 。 
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解 ”出 公式 (18.27)、 (18.28》《18.26)》 知 ， 球 体 矿 关于 x 
轴 ,，y 轴 ，x 轴 三 个 坐标 轴 的 转动 惯量 分 别 是 


IL= 作 (y+%)paV, 25= 作 (%:+ x od 


Li [i 


了 .= 从 (x + 7) pa 


r 


因为 球体 关于 三 个 坐标 面 对 称 ， 被 积 画 数 也 是 对 称 的 ， 所 以 
I=1=JT， 令 了.=Ty=1:=1， 则 


31= es + YoAd + 出 (2 +xSpav + {|| Cx? 
+ 和 和)OdJ = 圳 2(x + y+ % od 


从 而 ， Ms (wi +t +e) PA 


用 球面 坐标 替换 ， 有 有 


= 2 reprisingdrdog dd 
2 


= 2e|" dof" dq [ rsingdr 
3 J D 0 


9 
= 2 人 singdg 


rap - 
了 .= 了 人 
15 


n=||| Cx ty + dr = 子 T= re = 后 ra 
vr 


2 ， 
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学 习 指 导 
一 ”内容 概要 


1。 重点 及 要 求 

本 帝 的 重点 是 二 重 积 分 和 三 重 积分 的 得 念 及 其 计算 一 一 将 
二 重 积 分 ,三 重 积 分 化 为 累 次 积分 ,由 于 二 重 积 分 与 三 重 积 分 的 
性 质 皆 与 定 积分 是 平行 的 , 因此 本 音 只 列 出 结 轩 ,而 未 加 证 肖 ， 

要 学 握 重 积分 化 为 累 次 积分 的 条 件 。 通 销 曾 出 重 积 分 的 区 
域 ， 对 安置 和 分 限量 很 方便 的 。 因 此 读 背 必须 掌握 乎 面 与 立体 
解析 几何 中 的 典型 曲线 与 曲面 方程 。 

在 818.3 中 记 提 到 的 二 重 积 分 的 次 量 竺 换 ， 是 计算 许多 较 
复杂 的 二 重 积 分 的 非常 有 效 的 方法 ， 尤 其 是 极 华 标 变 量 替 换 公 
式 ， 是 计算 积分 区 域 是 圆 或 或 图 域 的 一 部 分 以 及 被 积 函数 中 售 
有 + 的 二 重 积 分 经 党 使 用 的 好 方法 。 在 818.5 中 诽 到 的 三 
重 积分 的 变量 容 换 ， 特 别 是 柱 面 坐标 和 球面 坐标 替换 是 计算 三 
重 积分 主要 方法 。 

重 积 分 的 应 用 与 定 积分 的 应 用 也 是 平行 的 。 这 里 仅 给 出 册 
盏 面积 、 物 体重 心 坐 标 以 及 转动 惯量 的 计算 方法 ， 

本 章 的 重点 是 计算 ， 要求 读者 多 做 一 些 计算 题 ， 以 达到 熟 
练 掌握 计算 重 积分 的 方法 。 

2 ， 本 章 的 总 体 结构 关系 


0 网 
| 三重 积 分 的 定义 | 一 >| 二 置 识 分 的 黑 次 积分 尖 | 一 | 位 
个 要 旦 标 变 的 二 
一 一 >》 亚 攻 葵 换 法 | 一 积分 应 用 亚 积 分 应 用 | 
eld ee be | 分 
二 各 的 定义 | 一 三亚 织 分 的 昌 交 各 人 站 一 | 攻 
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ed 


二 儿 点 说 明 


1 二 重 积 分 的 定义 

在 二 重 积分 的 定义 由， 特别 强调 了 分 法 了 和 点 5，9) 的 
取 法 的 任意 性 ， 这 是 必要 的 。 一 元 消 数 定 积 分 的 定义 中 ， 分 法 
了 的 任意 性 只 是 在 区 间 内 任意 地 加 分 点 ， 而 重 积分 对 区 域 的 分 
法 可 以 是 多 种 多 样 的 《如 两 组 互 想 疏 直 的 直线 ,， 即 直角 坐标 
网 ， 用 一 组 同心 加 和 一 组 从 原点 出 发 的 射线 ， 即 极 坐 标 网 等 》 
当 我 们 已 知 重 积 分 存在 时 ， 就 可 选取 特殊 的 分 法 T 与 特殊 的 点 
《Si，1;), 可 使 我 们 较 容 易 地 计算 出 二 重 积分 ， 

在 对 积分 和 取 极 限时 ， 用 4(T)->0 来 刻 划 分 法 T 的 精细 程 
度 ， 这 是 必要 的 。 在 一 元 函数 的 定 积分 的 定义 中 ， 我 们 用 小 区 
间 的 长 度 4(T) 来 划 划 分 法 了 的 精细 程度 。 这 里 ， 由 于 积分 域 
是 平面 上 的 区 域 ， 因 此 分 法 T 的 精细 程度 用 分 割 后 每 个 小 区 域 
内 任意 两 点 的 距离 都 很 小 来 描述 、 即 用 分 法 工 所 对 应 的 # 个 小 
区 域 的 * 个 直径 的 最 大 值 〈 最 大 直径 ) 无 限 变 小 来 描述 。 

2 “对 极 坐 标 变 置 替换 公式 (18.8) 的 说 明 

车 在 区 域 D' 于 合 有 直线 + =0 (0 委 g4 和 2r) 和 直线 6=27 
(0<r*<a) 时 ， 极 坐标 变换 (18.7? 当 >=0 时 , J =+=0 昌 不 能 
使 D' 与 D 一 一 对 应 ， 从 而 不 满足 定理 18.8 的 条 件 。 为 此 ， 我 
们 考虑 闲 区 玻 D',，，0< 过 <p 之 + 之 R，0<9<2x~e， 其 中 2 和 
e 锭 为 很 小 的 正 数 。 这 时 极 坐 标 变 换 可 把 D'。, 映射 成 为 xy 面 
上 的 闭 区 域 D。。( 如 图 18.35) 。 在 D's 上， Jj 关 0 且 使 D', 与 
D,, 之 间 十 一 一 对 应 的 。 于 是 ， 变 量 蔡 换 (18.3) 在 闭 区 域 D'。 
土 成 立 ， 即 


If dndy = || fercose, rsindrdrde 


Dpr 


令 p 一 0，E->0, 对 上 式 取 极限 得 
人 fx, ydxdy = {ffcreoso, rsin0 "rardd 


Dp 也 


bil 


Et 


这 说 明 极 人 翟 标 变量 替换 公式 (t8.8) 对 含 右 直 组 段 +=0 (0 
<1f 和 2z) 和 直 组 段 9=2r (0<r 生 za) 的 区 域 D 仍然 适用 。 
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例题 选读 


例 1 用 二 重 积分 的 定义 ， 计 算 二 重 积分 
旨 xydxdy, D={Cx, 3) ] 0x<1, 0 7<1} 
Db 


解 ” 将 正方 形 区 域 RC0，1; 0，1 用 直线 组 x= 二 y= 


= (7, j=1， 2 ***, # 一 1) 分 成 个 相等 的 小 正方 形 


Ri Ri,, ”多 只 ia 
R,,, R,,, "ys R,n 


Ras Ry "yg Rs 
每 个 小 正方 形 的 面积 为 AR,) = -二 -一 


好 
…，2), 在 每 个 小 正方 形 区 成 上 和 毕 取 右 上 项 点;，7 态 )， 于 是 ， 
f(si ny = -一 全， 从 而 


三 有 (i, = 2 


Sa= DD flEry 人) a Ye 二 


让 
j=1i=) d=1 1=! 
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四 . 5 ni 


1 : ,1 w(x+t 1) 
Td a/ 3 
i 二 1! =t 了 二 上 


对 上 述 积分 和 取 极 限 ， 有 


1 


i i 
{wary =lin Sm = Him 3 


例 2 假设 .Ax) 在 Ka， 四 和 [ay 8] 上 上 连续， 试用 定义 证 明 
作 (xz) 记 (站 dxdy= | fx) dx | fl) dy 


其 中 及 为 矩形 [4,，8; a， 甩 ]， 
证 明 在 (4， 站 内 插入 区- 1 个 分 点 : 
4= Wo<M<CXa< Nm = 
将 [a， 们 分 成 m 个 小 区 间 ， 又 在 (4， 记 内 插入 #*~ 1 个 分 点 : 
a= II =p 
将 [ac，8) 分 成 # 个 小 区 间 。 过 x; 及 y; 分 别 作 平行 》 轴 和 和 
x 轴 的 直线 x%= xw; (f=1，2,… ,区 -1,) y=y,; (j=1, 2， 
…，# 一 1)。 从 而 将 矩形 尺 分 为 zz 个 小 矩形 有 (i=1，2， 
f=, 2 
设 太 x， 力 = 用 (x)f( 几 在 R;， 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 为 
M,,， 和 ww;)， 又 设 $i 为 C%-1，x;J 上 任意 一 点 ， 则 


er 了 
mi LAN 多 E AM 
邻 7 =1， 2， "yg 然后 相 加 得 


2 my 人 和 flé;, DY M, yj 
J=1 了 = |j 


j=1 
将 上 式 各 项 弱 以 Axi = Nnly 再 令 二 了，2，， 光 然后 
相 加 得 
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Emmi Te rr 


< 2 M,; Ax;Ay, (1) 


设 4(T) 为 wz 个 小 矩形 R，; 中 的 最 大 直径 ， 刚 当 d (了 T)->0 
上 时， 由 (1》 式 有 
Ry 2 2 awl. RE 1) dy 


lim 


3 
=t j=1 


a 


即 虽 fw, Paxdy<| dx 上 flx, 22<j fx, ydxdy 


从 而 
[I f(x, Ddxdy=| zx fiw)f Cady 


-| £0 dx | fdy 
例 5 利用 中 值 定理 ， 估 计 积 分 


TEST TT 
之 值 。 

基本 思路 ” 求 出 被 积 函 数 在 积分 最 上 
的 最 大 值 和 最 小 值 ， 再 利用 积分 不 等 式 。 

解 设 PD=tlx, JIxi+yjs<l0》 
(如 图 18.36》 ， 对 任意 (x, 外 ED， 有 

> 1 有 
102 ~ 100+cos:xtcos’y ~ 100 


根据 积分 不 等 式 ， 有 
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1 dxady | 1 
并 102 ‘dy<| 5 + COS’°xX+ Co | 100 Say 


0 200 
讲 dy = A 200 1.96 


1 ,200 _ 
中 d= 0 2): = =2 


于 是 ， 有 1.96<< 工 一 ? 
例 4 求 由 直线 6=0, 贺 +=3，+=4 和 曲线 + =5sin26 
在 第 一 象限 内 所 围 成 的 面积 (如 图 18.37》， 
解 ” 由 二 重 积分 的 几何 意义 知 ， 


=| dxdy 

y r=5314n2f 
考虑 区 域 卫 的 特点 ， 引 入 极 坐标 和 

变换 ， 并 先 对 8 积分 简单 . 对 8 积 0 3 

分 是 沿 圆 弧 从 小 前 8=0 到 大 角 8= 图 18.37 


豆 arcsin 二 (由 曲线 r= 5sin20 解 出 ) ， 后 对 + 积分， 从 里 
端 += 3 积 到 外 端 += 4， 于 是 ， 有 


$= | rdradf -| i 5 = | afcsine dy 


= 村 | 他 一 2 )arcsin < + Tv | dr 


0 Em 
= 于 | 也 arcsin 4 + i 3 


一 于 (arcsin +arcsin 3.) = 


例 5 设 区 域 D, 为 双 纽 线 (x:+ 产 )*= 26 人 xs 32) 所 围 
成 ， 区 域 D, 为 图 x: + y= 4a: 所 转 成 (a 汪 0), 求 区 域 D = DN D, 的 
面积 。 

基本 思路 ”利用 二 重 积分 求 面 积 ， 交 用 极 上 坐标 变量 替换 8，. 


5153 


rtp A - + > er Am 人 ee pe 
et tt rmr 可 ma 


所 求 区 域 忆 的 面积 等 于 区 域 以 
的 面积 减 去 不 在 图 内 部 分 的 面 
积 《如 图 18.38) 。 

解 ” 首 先 将 双 纪 线 【x+ 
7) = 24(w 一 站) 和 阅 x* + = 
4” 变换 为 极 举 标 方 程 : 

r= acos20)s (2) 


r=4 (3) 图 18.38 
将 (3) 代入 (2) 中， 得 加 和 双 纽 线 的 交点 的 极 角 
= 并 
6 = 士 吾 


从 图 18.38 不 难看 出 ,区 域 D 的 面积 5 是 双 纽 线 转 成 的 区 域 
的 面积 ， 减 去 双 纽 线 国 成 的 区 城 在 加 外 部 分 的 面积 。 又 因为 区 
域 D 关 于 x 轴 和 .7 轴 艇 对 称 ， 所 以 - 
-过 本 afcos26 和 到 ea{lcoas? 雪 
$= 4|| a es | 2 es rar | 


a | cos20d0 ~ da | | (cos26 3) dd 
= Be (at Be 


例 6 用 适当 的 变换 计算 积分 
[fe ty dxdy 


D 
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其 中 DD 是 由 举 标 轴 和 抛物 线 wx + wy =1 所 国 成 (如 图 18.39)， 
解 令 x= OCOS 
| psints(0<1 ) 


Ox Ox | 
J=D(x, Op 6t cos't ~dpcositsint 
We 学 Sin 人 4psin’icost 
= 4pcostsin’ 


[|= 4pcos'isin’t 
于 是 ， 


| rv ddy 


D 
A = SE 

=| a 《pcost + psn 》 docostsin’tdpo 
0 和 


0 Es 2 
= | | dp “costsinitdt = | 一 Sinxcos2f gf = 一 二 一 
4 9 " 9 15 


例 7 ”和 渤 行 适当 的 变量 普 换 ， 将 二 重 积分 | Fox+4xay 


Lx |+]s) 1 


化 为 定 积分 。 
基本 思路 ”根据 被 积 函 数 来 确定 变换 中 的 一 个 函数 4= x+ 
7， 另 一 个 函数 由 区 域 (如 图 18 .40) 来 确定 ， 即 令 1 =x-y， 
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a Mr A Par re ~ ep EH FER er EE Ar -olrergrrrer eA m4 -Vi i re 


解 令 1 7 (1 ) 
y=x—y 


| = (+ 
其 逆 变换 为 1 了 
| 2= (2), 
变换 (4) 将 区 域 了 DD 的 边界 线 x+y= 二 1，x -7》= 圭 1, 变 
换 为 区 域 D' 的 边界 x = 上 1，s = 土 T。 因 为 


Ox _Ox 1 1 
| on O04 -| i 
J wl | 1|™ -EI 
Ox Oy 三 


所 以 ， 根 据 变 量 替 换 公式 〈18.6) ， 有 
什 flx rdxdy= || fad)! J fanudy 


=| zf zeo we- Fodz| ds 


= | fw) ds 
例 8 计算 被 积 函数 作 x，》) 为 不 连续 耳 数 Cx+.9 的 二 迄 
积分 
二 | Cx+ ydxdy 


基本 电路 ”将 区 域 D 分 为 四 个 小 区 
域 ， 使 其 狗 数 在 每 个 小 区 域内 重 为 常 值 
《边界 线 除 外 ) ， 然 后 再 根据 积分 关于 
区 域 的 可 加 性 ， 即 可 求 出 此 二 重 积分 的 
值 ， 

解 ” 将 区 域 D= Cx, 7) | 0 科 x 扫 
2,0< 委 JJy 委 3 分 访 四 个 小 区 战 D,,D,, Ds 
D，《 如 图 18.41)》 ，、 册 二 重 积 分 藉 于 积 
分 区 域 电 可 加 性 ， 有 
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-| Cx + ydxdy = 中 oz dxdy 


+ 5 四 sdxdy 


Ds 


=D, 的 面积 + 2 信 DP， 的 面积 + 3 倍 D, 的 面积 
=3CD， 的 面积 + DD， Ds 6 


例 9 计算 曲面 -< + 一 


(0 


et 


a 


基本 思路 ”用 广义 极 伦 
慰 变 量 替换 ， 积 分 域 是 由 双 


纽 线 ，= (cos2g 间 所 围 成 的 
(如 图 18.42) ,根据 二 重 积 
分 的 几何 意义 和 所 求 立 体 关 图 18 ,42 
于 三 个 华 标 面 的 对 称 性 ， 凤 可 求 出 它 的 体积 . 

解 ” 由 二 重 积 分 的 几何 意义 及 对 称 性 ， 邦 


= sj] ey FE 
令 x=4rcos0，y = brsin0，|J |= zapr。 在 广义 裤 坐 标 下 曲 
线 (后 + 大) = 入 池 - 变 为 双 组 线 r=cos29。 积 分 区 域 
D 在 第 一 象限 部 分 为 由 双 纽 线 和 极 轴 所 国 成 。 于 是 ， 有 


Con LE 


-aobc | 2 vw I—r: srdr 
1 


= C1- (1- coss0) 3 4d9 


7° es re rT he EE oN er pp op oR HE 1 EH hh, HERA, od rN ee A ep 


El [4 2 zf sinsga0 | 


34 人 | 工 VV (cos0— | 


-2 C3r + 20-16 如] 


例 10 将 累 次 积分 
1=| dx | 4 »| flx, ¥ ws)d% 


按 先 对 x， 后 对 y， 最 后 对 zx 积分 的 顺序 米 配 置 积 分 限 ， 
基本 思路 ” 按 先 x 后 ”， 节 后 对 zx 积分 ， 就 是 要 把 积分 
区 域 看 成 x 一 型 区 域 ， 并 把 投影 区 域 D,。 看 成 y 一 型 区 域 
为 此 ， 根 据 积 分 限 ， 确 定 积分 域 ， 并 根据 积分 域 重 新 按 要 求 配 
年 积分 限 。 
解 由 图 18.43 看 出 ， 区 域 了 是 


出 后 面 x =z( 平 面 )， 前 面 * = 1 一 y， 
及 坐标 面 ”= 0 及 z= 0 围 成 ， 共 投影 
区 域 ys 是 加 = VE 一 3 入 及》 轴 、 

x 轴 所 围 成 的 x 一 型 区 域 。 投 形 域 为 


t 
2 一 型 。 寺 是， 有 图 18.43 
起 | da fx, y, dx 
让 站 要 


例 11 将 三 重 积分 z 
1=| zx a flz) ds 
化 为 定 积分 (一 和 恒 积分 )， 

解 从 图 18.44 淖 到 ， 积分 
域 扩 是 由 %=0,%= ,= % 和 x = MA 
4 四 个 平面 围 成 的 四 商 体 ， 将 六 0 
视 为 x 一 型 区 域 ， 共 投影 区 域 
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D,s 可 在 成 y 一 型 区 域 ， 于 是 ， 有 
T= 人 dz dy fz)dx=| dz | (a—y)f (2) dy 


-| [< af(%) — axf (2) es (jz 
= 二 | (a—%)f(%) ds 
例 12 计算 三 重 积分 
I -J xy%d wd yde 


其 中 产 是 由 曲面 zx =xy ( 称 为 马 靶 面 ) ， 平面 y= wx，x= 1， 
% 三 0 所 围 成 的 区 域 。 

解 由 图 18.45 看 出 ， 积分 区 域 “ 
是 由 底面 xs= 0, 顶 面 %=xy (马鞍 . 
面 ) 侧面 x =1 及 y=x 所 图 成 的 x 一 
型 区 域 。 投 影 区 域 D 是 由 =x, x= 
1 及 .=0 所 图 成 的 三 角形 区 域 ， 于 
是 ， 有 


I-| dz] wo xy vd% 图 18.45 
= 上 | dx | 1 x dy = |- 井 =edx= 
例 15 计算 三 重 积分 
od) | widrdyds 


其 中 让 是 由 国画 x=4y’,，%=86y 9y>0 (0<a<b), % =ax, 
z= Hx (0<a<p8)，x=4 (80 所 围 成 的 区 域 ， 
基本 思路 ”为 了 使 积分 区 域 变 得 简单 ， 须 作 变量 替 搞 。 枚 


使 二 曲面 x= ay ，%= 人 《0<<a<5) 映 射 成 平面 r= 一， 


"= 一， 把 平面 “= cx 5%=px (0<a<p) 映射 为 平面 
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4 = 一 一，# = 一。 为 此 ， 作 变换 


a a 
ee 
名 | XX 二 久光 
,六 其 道 变 换 为 1 ?= v 呵 
| = 为 
人 和 二 世 
然后 用 变量 替换 公式 。 
解 念 和 =H 二 VV， 区 和 = 
内 0 # | 
四 人 
/ ed ee ee 
10 0 1 
其 逆 变 换 为 x= 之 ，5= 一 ，w <5, 它 将 ys 空间 中 的 曲面 


% 二》 9 多 一 ZI = Cw, %= Bx, x = 依次 变换 为 #, > WS 
河中 的 平面 v= = 4= 一 xz =， w= 于是， 


根据 变量 蔡 换 公式 (18,13)， 有 


川 Xdxdyd% 


9 ~ 
» [4 
二 
了 站 | 要 好 上 豆 
= Wy dv Hy “wid 
二 | i 时 网 Ke 
六 崩 
1 这 Ee 4 ° 1 5: 9 
二 一 一 四 二 rm- Ee P24 全 下 上 
2 9 | 1 ee | _1_ 
3 如 
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业 
:+l (a>0, 5>0, 


>0) 所 围 成 的 立体 的 体积 ， 
解 ” 显 然 此 封闭 曲面 记 转 成 的 立体 关于 三 个 坐标 面 沸 对 


称 , 因此 它 的 体积 是 第 一 挂 限 部 分 以 “= e(1- 等 - 其) 为 
本 页 的 昌 顶 柱 体 体积 的 8 售 ， 根 据 二 重 积分 的 几何 意义 ， 有 


= 人 1 一 - 竺 一 条- By 


邻 x=arcos0, Y= Dea 则 |= sr。 于 是 ， 有 
ie 


及 =8apr [ea (1—r:) 4 
a 


例 15 ”计算 二 球面 x* + z= A，x?+ + w= 和 锥 面 
x +》 沁 = 冯 (% 之 0) 所 围 成 的 立体 的 体积 (0<4<5)， 
解 ”用 球面 坐标 变换 ， 球 面 与 锥 面 分 别 化 为 r= 4,r = 5 和 


三 工 ， 于 是 ， 有 
可 至 再 a _ 4 ba, A 
VV=4 J .a0f dp| + singdr = 可 (8 2a) 可 Sin949 


ye i (9 /Tb ar 
Se 4 ) [人 cosg)| = SO 


例 16 计算 寺 亲 由 而 (入 -+ 可 -+ 和 = -和 所 图 


的 立体 的 体积 . 
解 ” 由 于 此 封 闲 曲 面 仅 食 有 2》 的 平方 顺和 % 的 平方 项 ， 


一 


rr ET ny se ARE YIT rh rp er" tbe pr 


因 此 关于 xx 面 与 xy 面 对 称 。 从 而 所 求 立体 的 体 猴 为 第 一 挂 
限 的 4 倍 ， 印 


人 | ed 


其 中 广 是 立体 在 第 一 手 限 的 部 分 。 
令 [ x=arcostsing 
y= brsingsing |]! =aberising 
多 一 erecosd 


在 广义 球 坐 标 下 的 膨 面 方程 为 六 = Cossing, Bp 


”+= 区 (人 
出 变量 符 换 公式 {18,13)， 有 


| -cosgsinzpzp 


由 


= 4 | 了 一 二 -cos29 dg = 2 
例 17 求 曲 面 %* = 2xy 被 平面 x+y=1，x=0, y= 0 所 截 
下 部 分 的 面积 ， 
解 ” 出 于 曲 而 x*= 2xy 被 别 下 的 那 部 分 关于 x.? 面 对 称 ， 
于 是 ， 所 求 面 积 应 是 第 一 卦 限 部 分 的 带 积 的 二 售 、， 


出 z=2xy 得 %=w 2xy ， 


0% 和 > O% _ x 
Ox 2x” Oy 27 


岁 18,46 


OE es rts re Leng. poppe Peo -A ARPA Pedr hp ipt pes dpm with re 
¢ re rr 


-人 (二 + 
由 公式 (18.18)， 有 


区 本 

;=2j[ 考 (W 闻 过) exdy 
又 因为 被 积 函 数 与 积分 区 域 的 边界 曲线 中 的 x 与 是 对 称 的 
(如 图 18.46) ， 所 以 


$=? ||- 2v 开 | dx | Sy) 


J 
va YD 
人 


-DV ,i 
=4v 王 [> 二 一 一 一 一 + 1arcsin - i ， 
2 


例 18 ” 求 曲线 + =a(1+cos 扑 ,8=0 所 图 成 的 均匀 薄板 的 


重心 (如 图 18.47) ， 
解 为 了 简 音 起见， 不 妨 设 薄板 的 珈 密度 P(x, = 1 


于 是 ， 有 


了 = 中 pdxd’y = dxdy 
2 Dn 
[ ol” 人 


| (1+ cosb)248 = 下 全 图 18.47 


F=a(11+C050) 


5 af 十 2o35) 
3P(0x Daxdy=| zl| rsind*rdr 
0 和 
了 


= | (1 +CoOs0)’sin0d0 = |- tcp 


4 
a 
3 
all+coy:) 
用 xp(x, ydxdy= 4d0) rcost rd 


= | Ecosb +3cos5 + 3C08'0 + COs'ONId0 


= Csind + 3s100 — sin’0 


3 8 
a: (* fs 1+cos26 1+ G0s20] | 
十 | 13 ~ + | 1 


2 2 
_a 二 TT 
i 8 
由 公式 (18.25)， 有 
Dbarai A 
8 3 
a a 18a 
7 Sr 6° ”= 3nda: qx 
4 4 
习题 
818 ,1 


1 估计 下 殉 二 重 积分 的 值 ， 
(1) 时 C(x:+4y:+9)da， 具 中 DD 荐 回 xz TI<4i 


并 x+y 十 1dg, 其 中 D 是 算 形 0 和 5 和 1，0 委 ?所 
pp 
S18.2 
2 计算 下 列 二 重 积 分 : 
(2) 有 zydzxdy, 其 中 心 是 定形 0 委 2 私 1， 一 1 和 ?1 
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(2) 人 Tr dxdy， 其 中 DD 蚌 矩 形 0 所 x 乞 1，0 才 yy 攻 1 
(3) i (3~4 一 Gzdy, 类 中 忆 是 由 曲线 y=x*，y=%* 所 转 成 的 
户 


区 域 3 
(4) fasay, 其 中 如 是 以 点 人 0, 0)， (1,1), 《0,1) 为 顶点 的 三 角 


p 


形 ， 
(5) 作 62:y?dxdy， 其 中 DD 是 是 y=x，y= -2% 及 Y=2-X!: 所 图 


成 的 在 x 轴 上 方 的 区 域 ; 


《6) | 1 dzdy， 其 中 汪 是 由 ?= x+1 ?= 2x， “=0 所 图 成 


芍 区 域 ， 
3 “将 下 列 各 积分 改变 积分 次 序 ， 


(1) [|| V7 js, yd 
* 2 
站 lan 

《2) [as Ee fils, Ydys 


(3) | | fx, 了 dys 


1 x 人 2 4 1) , 
《4) | | jlx, Way+ | dx 5 fx, Wdy, 


8$18.5 
4 利用 极 坐标 替换 公式 计算 下 列 二 重 积分 ， 


《1) 证 冲 dxdy， 其 中 Di:x?* ?2<a23 
D 

(2) 中 siavLX +yL dxdy ， 其 中 D: TAX + yy 《时 
Dp 

433 | Gxdy， 其 中 万 : 妇 +32<T 


(4) || a axdy， 其 中 D! vx?:+ yaxy 


5) 用: (x + yD drdy, Hf 中 D: s+ yb yy 


D 
(C6) 人 lntdl+x2z+3y2 ax2y 其 中 卫 : xz2+ycl 在 第 一 象限 的 


Db 
部 分 ， 
5 ”用 适当 的 变量 替换 计算 下 列 二 重 积分 ， 
(1) jy -了 dxdy， 其 中 DD 是 由 椭 区 -和 -+ 季 z =1 记 


国 成 的 区 域 ， 
Jy 计 +y 计 ) dxdy， 共 中 DD 吓 由 拖 物 线 V+ 


下 -=1 及 坐 栋 轴 所 园 成 的 区 城 ， 


6 ”计算 下 列 费 线 所 包围 的 面积 ， 

(1) xy= as， x+3= 号 a (a>>0)3 

(2) (x-y):+x =0 (>TD)3 

(3) (zt+y2=aX-3xzy) (>0)。 

7 “进行 适当 的 变量 埠 热 ， 求 下 列 此 线 记 包 围 的 面积 ， 

(1) x+ty=a sty=b, y=ux, y= Px (0<a<b; 0<a<A: 
(2) xy=a?, xy=20, y=x, y=2% (x>0: y>0, 

$8 进行 适当 的 变换 ， 将 下 列 二 重 积 分 化 为 定 积分 《一 重 积分 ) ， 


| f(x，3》)dxdy, 其 中 如 为 由 曲线 XY》=1, xy= 2 及 家 线 y = 
Dp 


y= 4x% (% 六 0，y 沁 站 所 图 成 的 区 域 ， 


(2) | flaxtby+co xdy (a + br 0), 


Xe+ ye .1 


9 ”计算 下 列 二 重 积 分 所 表示 的 晶 顶 福 体 的 体积 ， 


中 Vi 和 -和 axGy (2)} | 《2 十 32)GXGYS 


a altiy 


' OO NT i ry 
De a ， 4 本 -人 rape x 
% ts Hp re 


(3) | Rt yr drdy, 


X ?二 JZ 


10 计算 下 列 曲 面 所 包围 立体 的 体积 ， 


(1) z=e-(*172), a=0, wit+y: = Ry 
2 和 2 号 [4 2 
(2) + = 7 (2> 0). 
(C8) 2Z=X ty YY Hy=24:, y= -， y=2%, 2= 0 


(4) 2=xy, x = T=2y, y=x, y=27%, 4=0, 
§18.4 
11 计算 下 列 三 量 积分 


TE 
[i 


国 成 的 区 域 ， 
(2 从 z2dxdydz， 其 中 YY 是 两 个 球 %? + y?+2: 过 RX? 4 y+ 
也 


2 和 2R3 的 公共 部 分 ! 
有 {x: +y: +%’) dxdyade, 其 中 下 是 硝 球 体 宇 - a 了 + -中 + 


<1, 
12 将 下 列 三 重 积分 重新 配置 积分 限 ， 


) | 之 » 寺 yq 
a vet fx,», ep 


F dx 人 人 es y, 2)d2, 
8 9 


§18.5 
15 利用 柱 面 坐标 或 球面 坐标 计算 下 列 三 恒 积 分 1 


‘1) | 7arayas, 其 中 了 是 由 曲面 x* +》*=22 及 平面 
三 


3= 2 所 国 成 的 区 城 ， 
(2) 全 wydxdydz, 其 中 了 是 由 圆柱 面 w* +》*=1 及 5=1， 
Vy 
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pa rae pe- 


3=0, %=0，》=0 所 转 成 的 位 于 第 一 卦 限 部 分 的 区 域 ; 
(3) {fr dxdyd:， 共 中 是 由 柱 面 》= 2x 一 %* 及 
| 
平 匠 ?=0，5=a (>0)，7=0 所 转 成 的 区 域 ! 
《4 ) I xyzdxQy4dz， 半 中 了 是 出 球面 zx:+y?+2?=1 故 平 面 
y 
%=0， 3=0，z=10 所 围 惑 的 在 第 一 赴 限 内 的 区 域 ; 
C5) | (x?+》?)dxdyds， 其 中 WF 是 由 两 个 半球 面 


Vy 
se A >0>0) 及 平面 z= 0 所 图 成 
的 区 域 ， 
(6) WE i + dxdydz, 共 中 了 是 维 面 2* +》* = 及 平面 
z=1 所 国 成 的 区 域 ; 
js ~ dxdydz， 其 中 VV 是 由 球面 x 上 32 + 21 = 


XY T+? 
34 所 图 成 的 区 城 ; 
是 dn ++ + gydyds, 其 中 了 是 由 球面 zz+ 


x yat 


y?+2? =1 所 围 成 的 区 域 。 
14 计算 下 列 曲 画 所 也 国立 体 的 体积 ， 


(1) 2z=6-2xt 一 3y2，2= 3XE+232 3 
(C2) X2 二 2 上 2Z2 = kt +y A 
(3) (xz 十 ETZ2)2 一 CE 十 了 一 2 


{4) ee = 87753 


2z? 全 2 yz < 
(52 (入 -+- Uk 二 二 2 + 一 。 
§18.6 
135 求 下 列 巾 面 的 硬 积 ， 
(1) 曲面 S 是 平 机 和 面 所 荐 下 


630 x 


的 部 分 (a>0, b>0, ce 的; 

(2) 曲面 3 是 球面 x: +》?+2?=a: 被 平面 z= 工 ， z= (0>0) 
所 夹 的 部 分 ? 

《3)》 曲面 S 是 曲面 z= wx:+y》? 所 舍 在 园 柱 x* +Y》* = 2% 内 的 部 
分 ? 

(4) 了 曲 夯 3 是 圆柱 面 x*+》?= 42， je = 4 相交 部 分 的 立体 表 
面 ， 


385 求 下 列 物体 的 重心 ， 
《1) 物体 是 用 32 = 282z Y= zu，2220 所 围 成 的 均匀 汶 板 4 


(2) 物体 是 由 抛物 线 wx +wy =w5 及 坐标 轴 xs=0 ?=0 所 
国 成 的 均匀 薄板 ; 

(3) 物体 是 均匀 半球 体 : %?+Y?+2?=a* (z>0)3 

《4) 物体 是 由 曲面 z=x: +y?， 平 面 %+?7=G (4>0), 及 坐标 面 
*=0,，》=0，z=0 所 界 的 均匀 物体 、 

17 求 下 殉 物 体 关于 轴 的 转动 惯 其 ， 

(1》 求 半 径 为 a 的 均匀 半 交 薄片 〈 画 密度 为 常数 只 对 其 直径 边 
的 转动 惯量 ， 


(2) 均匀 密度 的 精 球 体 -和 5 + - 襄 -+ 字 i-<<1 关于 :加 的 转动 名 


重 。 
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第 十 九 章 ”曲线 积分 和 有 曲面 积分 


乍 工程 技术 与 物理 学 中 ， 常 常 要 遇 到 计算 非 均匀 地 分 布 在 
明 线 上 或 曲面 上 的 质量 ， 变 力 沿 曲线 作 功 以 及 流体 通过 曲面 的 
流量 等 问题 ， 这 些 问题 都 可 归结 为 曲线 积分 和 上 旭 画 积分 问 感 ， 
本 章 将 要 讨论 第 一 型 和 第 二 型 曲线 积分 及 第 一 型 和 第 二 型 由 面 
积分 的 概念 ,性 质 和 计算 ， 此 外 ,还 要 讨论 格林 由 公式 ， 奥 一 一 
高 包 公式 以 及 斯 托 克 斯 @ 公 式 。 


$19.1 第 一 型 曲线 积分 


一 曲线 质量 问题 


设 有 平 百 物质 曲线 4B, 基线 密度 p 是 曲线 了 3 上 点 (xy 的 
函数 p=f(x,y), 求 物质 曲线 4B 的 质量 。 

如 有 果 线 密度 p 是 常数 ， 则 该 物 质 曲 线 48 的 质量 mw 可 用 下 
面 公式 计算 i 
质量 六 = 线 密 度 ox 4 互 的 弧 长 

如 果 线 密度 ps xy) 是 非 均匀 的 ， 则 该 物质 曲线 4B 的 
质量 wm 可 用 下 面 方法 计算 : 

将 山 线 4B 用 一 组 分 点 ; 


吉 格 趟 :Groen, 全 ,英国 数学 家 。1793~1841， 

信 奥 - 商 公 式 是 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 - 训 斯 公式 的 能 移 . 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 蒜 ; 
oOcTporpazcEHE AL, 卫 , 赴 国 数学 家 1801~186I. 商 斯 Gauss. 上 ,德国 数学 罕 
1777 -855. 
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A=A,, A A,,'', A A,.=B 
~、 
分 成 # 个 小 弧 A,A， ， 
~ -一 
四 A A, ,ts dd4 (如 
图 19.1) 我 们 用 -4， 代 表 
-一 一 
-4 的 狐 长 《= 1 2， 
2 在 所- 上 任 取 一 
RPiCsis 9)， 用 点 P(Ei,7;) 
有 图 19.1 的 线 密度 了 ($1;) 近 似 代 
莅 小 弧 有 441-,A4; 上 每 一 点 的 线 密 度 ， 那 么 ， 绝 有 4;-,A, 的 质量 
Sm nA, (2 = 1,2, ''',#) 
-一 
从 而 ， 物 质 曲 线 A48 的 质量 


J B=A 


J FB nA 


i= 1 


当 分 点 无 限 加 密 ， 且 所 有 小 弧 的 最 大 弧 长 41 趋 于 夫 时 ， | 
和 和 式 的 极限 就 是 该 物质 曲线 “4B 的 质量 , 即 I 
Te 


六 


1 二 lim B fem 


部 开 这 个 问题 的 驳 理 意义 ， 对 此 和 式 的 极限 进行 抽象 ， 就 
得 到 第 一 型 曲线 积分 的 定义 ， 


二 ”第 一 型 曲线 积分 的 定义 


设 平面 申 线 -4B 是 一 光 沿 或 分 段 光滑 曲线 ， 函数 f(x,y) 
是 定义 在 曲线 4B 的 有 界 函 数 ， 对 曲线 4B 的 任意 分 法 了 
A= 4A,, 4, A,, ……, A,=8B 
将 曲线 4B 分 成 ?个 小 弧 47 0= 1,2,…,#)， 在 第 i 个 小 弧 
上 任 取 一 点 PC6,3 7) 作 和 


> FE ns ) < 
十 一下 ; 
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TT pp pb, tt nn 《evg 和 so ) -+ 
> 由 VE ep pa 


其 中 好 4/ 是 小 弧 所 -7 4 的 弧 长 。 
定义 ”如 果 不 论 分 法 TT 如何 ， 也 不 论点 P87) € 和 4， 和 
的 取 法 如 和 何 ， 只 要 # 个 小 弧 中 最 大 的 狐 长 < 一 0， 和 数 


KE) 存在 极限 ， 设 疏 限 是 六 即 


i 二 1 


lim pre, 人 .HA = 了 
则 称 7 是 画 数 f(x,y) 滑 曲 线 AB、 的 第 一 型 曲线 积分 ， 记 作 


{ pewspal tim BY fe 4 (19.1) 
三 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 
第 一 型 曲线 积分 的 性 质 与 定 积分 的 性 质 革 本 是 平行 的 ， 其 
证 法 相同 。 这 里 只 给 出 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 ， 证 明 从 略 . 
( 1》 如果 第 一 型 曲线 积分 | ze744 与 | ZCxwy9di 才 


存在 ， 风 第 一 型 由 线 积分 CfCx,) 上 28(xs337 也 存在 
| cfc) #58 ,dl = 4 {foward 
AB A 

其 中 “与 5 均 为 常数 . 
(2 ) 如 果 光 滑 或 分 段 光 滑 蝎 线 4C 是 由 光滑 或 分 段 光 请 


曲线 43 与 BC 联接 而 成 ， 且 第 一 型 曲线 积分 | /x,7) df! 与 


Cx) 


Ne 


Fwy)d1 名 存在 ， 风 第 一 型 曙 级 积分 | fsy)d1 也 存在 ， 
全 全 
县 
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{Fer = { fox d+ {fers97d1 
(3 ) 如 果 第 一 型 曲线 积分 | f(x,y) 47 与 | g(x,y) df/ 演 


AB A 


{fers ai< gCxsp dl 


~ 
AB AB 


(4 ) 如果 第 一 型 曲线 积分 | 产 x:7)27 存 在 ， 则 第 一 型 曲 


A3 


线 积分 [| f<x,y) 1 也 存在 , 且 


AB 


fess dl <| Im dl 


.了 以 卫 


(5 ) 如 果 第 一 型 曲线 积分 | f(x,y) z1 存 在 ， 井 线 4B 的 


弧 长 为 工 , 则 存在 常数 C, 使 得 
{ Acpaw=CL 


-413 


其 中 inf f(x ECEsup fx.y), 
.3 


(6 ) 如 果 函 数 /(x,y》 沿 曲线 .4B 的 第 一 型 曲线 积分 存 
在 ， 则 函数 f(x,7) 沿 曲 线 48 从 4 到 了 的 积分 | f(x,y)d/ 与 


从 B 到 A 的 积分 | fCx,y) 4 相等， 即 第 一 型 曲线 积分 与 方向 无 


A" 
BA 


关中 。 表 为 


中 第 一 型 曲线 积分 的 被 积 表 达 式 是 库 数 x,y) 与 强 长 微分 融 之 积 ， 而 况 长 与 
曲线 方向 无 关 ， 故 第 一 型 曲线 积分 与 方向 无 关 ， 
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i A 


| fx,y) di = {fexss )47 


~ 
A BA 


四 第 一 型 曲线 积分 的 计算 
在 第 一 型 曲线 积分 | (xy)4d/ 中 ， 被 积 函 数 (x,y) 是 定义 


在 曲线 了 虐 ， 内 而 x*y 不 是 独立 的 ， 实 质 上 只 依赖 于 一 个 变 
量 ， 如 果 利 用 曲线 方程 消去 一 个 变量 ， 第 一 型 曲线 积分 就 可 以 
化 为 定 积分 来 计算 ， 
定理 19.1 设 曲 线 43 由 参数 方程 
x=¢(t), y=y(t) (oi1<8) 
给 出 ， 且 函数 g(t), Yl) 及 其 导 项 数 9 (f)， (1) 在 闭 区 间 


了 Je 
La, 5] 上 销 壕 绪 ， 如 果 阵 数 .人 x,y) 在 曲线 4B 上 连续 ， 旭 
人 Pest = | fio YN IE TR dt C19.2) 


~ 
证 明 给 曲线 AB 任意 一 个 分 法 工 : 
A dda “yd, Airts A =B 

Es 
设 申 线 AB 上 的 分 点 4; 讲 对 应 的 参数 为 4,(i= 0,1,2,…,# 一 1)， 
即 4059) = AiCg (4) ,17 在 小 曲线 弧 AA,， (i= 0,1 
一 ]) 夺 任 取 一 点 计 ,{5,,1)) ,对 应 的 参数 为 TA Ti), 
作 各 


o= Vf (E50) A =D fewester)34h (1) 


1 二 0 


出手 长 公 式 知 , 小 曾 强 新 于 AA 的 缴 长 
M1 | PIO TED at 
因为 首 数 wp) + ) 爱 续 ， 所 以 ， 根 据 定 积 分 中 售 定 
理 ， 存在 一 点 Tt 使 得 
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契 +1 


» VP TP d= VND + Mh 


(2) 


-2 = 


将 (2) 式 代入 到 (1 ) 式 中 ， 得 


c=》 fpr YrIAD = DP firi), Ym)) 


二 兴 # 二 放 


VP TH ET A = Ptor), ri) 


让 一 上 


VP HPA) Li + fplr), br)) 


二 归 


COT) tHEATH) OAT + YT) LA (3) 


令 
二 一 上 
o = fo) Yr IV TI ID 
i 二 必 


— PT) + p(T,) It 
当 J1= max 《4W}>0, 对 5 取 极 限 ， 


因为 复合 函数 JCp(?),$(1)] 关 于 i 连续， 所 以 在 闭 区 间 [a， 
PI 上 有 界 ， 即 存在 4>0, 对 任意 1ELa,PBI, 有 
Lot p08) |EM 


又 由 于 消 数 vg (1) + (1》 在 闭 区 闻 [2,863 上 连续 ， 于 是 ， 
根据 定理 7.8， 必 在 闭 区 间 [Ca, 8] 上 一 致 连续 ， 即 
对 任意 给 定 的 e> 0, 存 在 6>0, 当 Li< 3 时， 有 


[Vo DE p(T + rT | < 
其 中 ri- 志 | 所 LAt<6. 于 是 ， 有 


(51 < fepern, yO) TTD + HA — 


有 二 站 


IT) ty lt) | pi < Te 


一 ~ 并 


更 M.eD Ati= M(B -aYs 


i 二 0 


即 im =0 《4》 
令 A7= maxgfAA1 ->0， 攻 布 -<A 信 = Dax {A }->0, 对 C3» 


Um! 


式 取 极限 ， 册 (3) 式 、 《4) eg 得 


lim o = lim 人 fg), a rr ee 


di 
i 二 0 


+lim PB ftom TUT) IRA) ~ 


~ PT TTY Nt, 
= (fig pI EO TB dt 
最 后 ， 再 根据 第 一 型 曲线 和 分 的 定义 ， 立 即 得 到 
[foxpa = [fie vn TO dt 0 
A 
如 果 曲 级 有 AB 由 显 函 数 
y= sx 
给 出 ， 这 时 可 以 把 它 看 作 以 * 为 参数 的 参数 方程 x =*x， 7 = 
(xX) (zsxsb0)， 于 是 ， 由 《19.2》 有 


| fem xy v1 + (x) dx (19,3) 


-一 一、 
如 有 果 有 曲线 4 了 由 显 荔 数 
X=x(y), eyed 1 


给 出 ， 同 理 ， 由 (1i9,2) 有 
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ad 一- 2 


| fx, di = | fer Irmiy) dy (19.4) 


例 1 计算 第 一 型 曲线 积分 


r=| xy 
AB 
~ x avosi, 
其 中 曲线 4B 是 椭圆 的 四 分 之 一 ” 0<1 < 
, y= bsint, 
解 x'= (acost) ‘= -asint, y= (SSint)'=écost, 


将 xy 及 x',y' 之 值 代 入 到 公式 (19.2) 中 ， 有 ; 
I= 人 aces on — asini):+ (bcosiy:di 
= sin cost Pitlar -Djinn dt 
邻 8 一 8 二 《dz a d#= 2 (a'—2)sint Cost dt, 
-于 / 仿 以 = KK 外 从 世 证 以 七 
当 三 PE 几 = 好 ， 当 j= 9 # = A’ 


1 3 

一 TIy = a 

ml a 29{a— pb) , bs 

ab (a + ab + 5:) 
3{4+ 68) 


i= 


Se 3 = 


例 2 计算 1= | xd1， 基 中 。 是 抛物 线 并 = 2x 自 原点 
《0 0) 到 点 (2,2) 一 段 。 
解 x= 去 六 w=( 生 人 ) = 力 由 公式 (19.4 有 


Se 1 f 一 一 一 一 


二 二 (6 二- 
= 于 (5 本 -2 


d+7) = 汪 


例 35 ”计算 I= | (x +y)dl, 其 中 6 为 以 0(0,0), ACt, 0)， 
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0,1) 为 顶点 的 三 角形 围 线 (如 图 
1 


解 ”根据 曲线 积分 的 性 质 有 ， 
[erpar=| 《x + y) di+ | 
二 ; 
| Geta7+ | x+ y)di 
oa Pr 图 19,2 
{2) 
在 线 忠 04 上 :》 =0,y = 0,d1= 1+ty dx = dx， 由 公式 
(19.3) 有 


| rpa= [cero) dx = 十 es 


» 


入 基 


0.4、 
在 线段 08 上 .x=0，x'=0，d1=w1+x'idy=4dy， 由 公式 
(19, 4)， 有 
{ Getad= | (0+y)dy=1 


OB 


(4) 
在 线段 BA 上 ， 2=1-—x, y= -1,4i= 1+y dx 二 

24dx, 出 公式 (19.3) ， 有 

| Cr+ pd | 1 Ed (5》 


Ne 


BA 
将 (3) 、 (4) 和 (5) 式 之 值 代入 (2) 式 中 得 
TI= 李 + 可 +w 王 =T+wv 本 


$19.2 第 二 型 曲线 积分 


一 ” 变 力 沿 烛 线 所 作 的 功 
我 们 知道 ， 用 定 积 分 可 以 计算 变 力 沿 直线 所 作 的 功 ， 
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现在 我 们 来 讨论 平面 上 的 变 力 
Flow) = Ps) 了 + Qtx, 7 
沿 平面 曲线 有 8 ,四 点 4 到 点 了 所 作 的 功 ,、 
__ 贞 物 理学 知道 ， 如 果 质 点 在 常 力 F 作用 下 ， 洪 有 向 线段 


AB, 从 点 4 移动 到 点 了 B， 则 常 力 F 所 作 的 荔 
W= | RI.|AB | ecosg- FP. A8 (C1) 


现在 ， 力 记 (x,y) 在 曲线 4B 上 是 变 力 ， 曲 线 4B 上 各 点 
处 的 方 回 回 量 ( 即 切 向 量 》 也 是 变 的 ， 因 此 不 能 直接 使 用 公式 
nn 
1) 来 计算 变 力 es 为 此 ， 我 们 用 四 曲线 A4B 上 
的 一 组 分 点 y A= A,, A, A,,…, A,=B, 将 因 线 44B 分 成 ?个 小 
弧 人 4 A (=1,2, et 3. 


当 每 个 小 弧 4 全 全 = 
1,2, ,x) 的 长 很 小 时 ， 小 


弧 示 -4 与 向 量 41-14 岂 
， 平 重合 ， 这 时 ， 力 F(x,») 
在 每 段 小 弧 44 -< 上 变化 很 
小 ， 因 此 可 以 看 成 是 不 变 
的 ， 从 而 可 用 点 4: 处 的 力 
F(A;-,) 代 过 14-441: 上 得 一 
点 的 力 . 于 是 ， 变 力 F(Cx 
沿 小 弧 4-144 从 点 4 -到 图 19.3 
点 4 所 作 的 功 J 形 , 就 近似 等 于 


一 一 一 一 > 
< 了 开 ,04 )。 4 di= PLD)Lxi+QCd DLA1 
(2) 
其 中 Fd =P(C4D) FF+00A4) 7 pp 


Ayj 从 而 变 力 Fx,2) 沿 蝴 线 4B 从 点 4 至 点 B 所 作 的 功 反 就 
近似 等 于 
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CHF 和 HP -rt pp pnt re upp me then- tm A ‘0 


FF [P-L7xy 二 QA ) A yi 


I= | 


即 WY [PKx 91) A Xi+ QWs HAY 《3) 


其 中 Wil1y Yi 是 点 -的 两 个 坐标 。 令 最 大 的 小 弧 长 : A 
0, 就 得 到 总 功 厂 


Ww 之 lim IP em) A 十 Qi Yi) AY 1) 
di*D 


= lim > (Xj bt- tt mo ja 


(4)- 


这 就 表明 ， 求 变 力 F (x,»y) 作 功 的 问题 ， 最 后 归结 为 《4 ) 式 
右 端 两 个 和 的 极限 ， 在 实际 问题 中 ， 有 许多 问题 最 终 都 可 以 归 
结 为 这 样 两 个 极限 的 和 。 从 而 ， 有 必要 专门 讨论 这 种 和 式 的 极 
限 ， 


二 第 二 型 曲线 积分 的 定义 


设 平面 基线 AB ~ 是 一 光滑 或 分 段 光 滑 曲线 ， 通 数 Fox 人 


是 定义 在 曲线 “48 上 的 有 界 函 数 ， 对 烛 线 43 的 任 一 分 割 T， 
A=A,,A, A,,', A.=B 


将 曲线 有 4B 分 成 # 段 小 缠 夺 14，(i= 1,2,…; #5), 在 每 段 小 弧 
> fy 124 上 任 取 一 点 MM, Eis 77) 作 和 


Ba 二 Y 和 Ax 


一 1 


其 中 Lxi= 和 一 和 _ 为 小 报 所 4 在 x 轴 上 的 投影 ， 
定义 ”如 果 不 论 分 法 T 如 和 何 ， 也 不 论点 则 (9 的 取 法 
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如 何 ， 只 要 最 大 的 小 弧 长 J1->0, 和 数 了 C51, 1) Ix， 存在 极 
限 ， 设 被 眼 六 即 
lim Bi {x1= ln f En nn) I x =I 


则 称 7 为 函数 f(x,y) 沿 曲 线 4B 从 4 到 3 关于 区 的 第 二 型 曲 
线 积分 ， 记 作 


{firsp) dx=lim BD fos) dx (19. 5) 
~ f=] 
P| 


或 | fm)dx=lim Bf) I 
~ i=! 
- 眉 


局 样 ， 当 最 大 的 小 弧 长 LI1-*0 时 ， 和 数 ， 
> fCM) Ay, = y 了 (5 1) ZY 
存在 极限 )， 即 


lim 之 fCM,) 1y, = lim 2 flé, m1) 4y;=J 


则 称 为 函数 f(x,7) 沿 基线 4B 检 A 3 关于 的 第 二 型 曲 
线 积分 ， 记 作 


J fw) dy= tm f Eis 1) A (19.6) 


1 


或 {fe Jn) f (MD) Ay, 


A 


各 果 第 二 理 册 织 分 | pm dx i 86o7) 凡 彰 存 在 


个 全 
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则 称 它 们 的 和 为 一 般 形状 的 第 二 型 曲线 积分 ， 并 记 作 
| Plx,y)dx 二 QQCxyy) dy=| Plx, y)dx +| Q(x,7) dy 
个 人 人 
《19.7》 
一 —> 一 > 一 人 一 > 一 > 
如 果 下 (xy=DPCx 人 +Qy3)71 df =dxi t+t dy, 
出 (19.7? 式 可 记 作 
一 > -> 
| F. d= | Plx,y)dx + Q(x y) dy (19. 8) 
全 谷 
> 
根据 第 二 型 曲线 积分 的 定义 和 (19. 8) 式 ， 变 力 F(x,y) = 
Px) 六 + QCx,y) 了 沿 曲 线 AB 从 A 移动 到 B 所 作 的 功 
x 一 > 
w=| F. d=| P(xs dx+ QC, 9) dy 
全 全 


三 第 二 型 曲线 积分 的 性 质 
(1) 如 果 第 二 型 曲线 积分 | Pdx + 04y 存在 ， 则 第 二 型 


A3 


曲线 积分 | aPdx+a0dy 也 存在 ,加 


| aPdx+aQdy=a| Pdax+ 0dy (19.9) 


P| -8 


(2 ) 如 果 第 二 型 曲线 积分 | Pidx + 9,4 与 | Paax+ Qs4y 
玄 存 在 ， 则 第 二 型 曲线 积分 
| (P+P,)dx + (Qt+ Go) dy 


AB 


也 存在 ， 且 
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frPodx+ (0 +00dy = | Pdxt Ody+ | Pedx+ Qidy 
(19, 10) 
(3 ) 如 果 光 滑 或 分 段 光 滑 曲 线 4C 是 由 光滑 或 分 段 光滑 


曲线 AB 和 C 联接 而 成 ， 且 第 二 型 曲线 积分 | Pdx+ 0dy 与 


川 吾 


| Pax+ 04y 党 存在 ， 则 第 二 型 划 线 积分 | Pdx + 0dy 也 存在 ， 
且 
| pax + 0dy = | Pdx+ Qdy +| Pax+Qdy (19.11) 
(4 ) 第 二 型 曲线 积分 与 曲线 4B 的 方向 有 关 。 对 于 同一 


条 曲线 4B ,方向 由 A 到 B ( 表 为 AB 》 改 为 由 3 到 A (下 为 


84 ) 时 ， 积 分 和 中 每 一 小 段 缴 的 方向 都 要 改变 ,于 是 它们 在 x 
轴 和 y 轴 上 的 投影 fx 和 Ly 也 要 随 之 改变 符号 ， 从 而 积分 和 也 
要 随 之 改变 符号 ， 故 有 


| Padx+ Qdy = -| pdx+ Qady (19. 12) 


四 第 二 型 曲线 积分 的 计算 


定理 19.2 设 曲 线 A4B 由 参数 方程 
x=g01), y=) (at<p) 
给 出 ， 它 的 方向 与 参数 增加 的 方向 一 致 ， 且 函数 g(1),8(1) 及 
其 导 函 数 (1), $'(#) 岩 在 Ca, BJ 上 连续 ， 如 果 函 数 f(x,》) 在 


曲线 48 上 连续 ， 则 第 二 型 曙 线 积分 | 有 (xy)dx 与 | fx, )dy 
秆 存在 ， 且 
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5 -iaderweearr war rows ，--  ，、， - 
3 4 pa rp ee 4 th EF- ttt i rE To m bie 


Ty 


for pdx= | fev) $0) Ig) | 


S) 


(19. 13) 
f(x,y) dy = | fg POI CY a 


3 


证 明 设 曲 线 4B 士 的 分 点 4,(x,) 所 对 应 的 参数 为 1(i= 
1, 2, ,x), 在 小 颖 4-, 4 上 上 任 取 一 点 N89;) 对 应 的 参数 为 
Ti 于 是 ， 利 


5= > E11) Ax = y flglr), Bt) I A 


f=1 


因为 

xi= E(t) ~ (ti,) = 二 v(t)at 
所 以 ， 有 

o= Bfoery, rd) vd 


3 二 1 


另 一 方面 ， 公 式 G19.12? 的 右 端 的 积分 可 以 写成 
区 etaCD30(02= Bh fee yp 
a 
从 而 : 
o-1 -5h Cpl -fot 


因为 函数 fC9(t) ,8(1)1 在 闭 区 间 cu 人 上 连续 ， 所 以 必 
是 一 致 连续 。 从 而 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 6>0， 当 4= 
max 1 二 <6 时 ,对 任意 的 ELii-w1J， 有 

[flor Pr)) fp), pi) <e 
又 因 函 数 8g'(1) 在 闭 区 间 [a, 8] 上 连续 , 所 区 必 有 界 。 即 存在 正 
数 ,对 氏 意 和 ECay B21, 有 

| g(t) IC 
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从 而 ， 有 


oo- < | feer), $0)) -fp 6) Lo a 
ij 二 | 


<D, 上 ,eCdt=eC (PB-a) 
这 就 证 明了 limo = 了 即 


| flx,y) dx= | feo BE) Ip' CD dt 
-全 


同 理 可 证 
{ferspyay= fig ye gd 


A 


特别 地 ， 如 果 连 续 曲 线 用 显 函 数 
=7(x) 
给 出 ， 且 当 x 从 a 变 到 5 时 ， 曲 线 上 的 点 ， 从 4 移动 到 B, 则 有 
{ fc, J dx = fex, yx)Idx 
a (19.14) 
| fx, 7)4y = | fexs ys) dx 


如 时 连续 曲线 用 显 函 数 
x=xC0) 
| Kx = 1 CxO Fldy lL 
I (19, 15) 
few pdr ={ fcr dy | 
加 果 曲 线 4B 是 平行 y 轴 的 直线 段 ， 其 方程 为 
x 二 4 i 
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这 时 由 于 dx 二 0, 因此 
| Fex,peax=o (19. 16) 


让 
如 果 曲 线 24B 是 平行 x 轴 的 直线 段 ， 其 方程 为 
J 二 GC 
这 时 由 于 7 三 0, 因此 
| fex,n dy =0 (19. 17) 
有 最后， 对 于 一 般 形 状 的 第 二 型 则 线 积 分 
| PCxyy)9dx+Qxyy)Z7 
AB 
其 中 P(x, 与 9(x,7) 皆 是 山 线 48 上 的 连续 两 数 . 如果 (CD， 
p(t), (站,B'( 直 在 [ac DB] 上 连续 ， 或 gt) 《好 在 [ai A 1 
分 段 连 续 ， 则 有 
| Poxsy) dx + Qs9)d y= | {PE $0)IP + AC, 
网 
PE) PI) dt C19.18) 
已 知 x=9(0D) y= 8D, dx=p dt dy = (Dd 于 
荐 ， 在 第 二 型 曲线 积分 的 计算 中 ， 不 六 机 械 地 套用 公式 ， 只 须 
把 Ci PE dy 分 别 用 PU PE, p(t) dt pF dt 代替 ， 
并 把 从 44 到 了 的 线 积 分 换 为 从 c (始点 4 对 应 的 参数 ) 到 8 〈 终 
点 B 对 应 的 参数 》 的 定 积 分 ， 即 
{ pess pydx + Qny)ay = pip), POO Id + 
A 


Bp 
+ OCP GIy = | (PCE Ip) + 


+ OCPO), $YIG' CH } dt 
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当 曲 线 由 y=y(x) (4 所 x 忌 引 或 *= x (yd) 形式 给 出 ee 
于， 上 述 作 法 也 适用 ， 即 (piney. 1 w+ (pe A ! 


| P(x,y) dx + Q(x,y) dy -| PCx，y(x79dx 十 

他 

QCx,y C(x) Idy(x) = | {PEx57C)) + QC gx) YC) ds 
例 1 计算 曲线 积分 

| .zs dd 


图 19.4 


其 中 工 为 担 线 ，x = ali 一 sint)，)= 4a(1 一 cost) (0 人 27) 的 
一 拱 ， 如 图 19.4 
解 >x'=[atf 一 sin 四 =a 人 1L- cosb . 
y=[La(1l~ cost)) = asint . 
由 公式 (19.18) 有 


| .C2 —y)dx+ xdy= | {C2 -a(l1— cost)Jall = COs1) 十 
alt— sint) asint}d# = J rsintas 
= 一 42ficost 一 sint)| = 一 2xat 
例 2 ”计算 第 二 型 曲线 积分 
[ wydx + ydy 


二 有 


(i) AB ,从 让 4(1 0) 沿 直线 到 点 B(0, 1); 


(i) AB ;从 点 4(1;0) 沿 圆周 x = cosf 了 = sinab 《0< 
> ) 到 点 BC0 1); 
7 YY 9 Ea 


(ii) 4B ,从 点 A(1,0) 沿 x 畏 到 原点 0(0,0)， 再 从 原 
点 000,0) 沿 ? 轴 到 点 BC0,1) 《如 图 19. 5) 。 
解 ” (1) 出 直线 方程 x + = 
1， 得 =1-x，0<x<1 ，dy = 
- dx, 于是， 根据 公式 (19.14)， 
{wax + ya = | CrCl—x)+ 


~ 
AB 


(1— x):(—1)) zz- 《3x 一 


所 19.5 


二 


《il) x = 一 sinf， = cost, 由 公式 (19.18) ， 有 
| XIydXx + ydy = Jiccostesint. {— Sini) + sin’tcosiydi 
习 


= (oat= 0 
《111) 出 第 二 型 曲线 积分 的 性 质 2)、 有 


上 史 , 


13 人 O83 


在 直线 段 40 上， = 0，(0 生 xx 所 1)， 必 = 0。 于 是 
| {wydx tdy= | #0dx=0 
| mm 


pe 
在 直线 段 08 上 ,x= 0，(0< yyS1)，dx = 0, 于 是 
了 了 


| wydx t+ ydy= [0 二 本 


Da 


= 上 
3 


例 5 ”计算 第 二 型 曲线 积分 

| 2xydx + wdy 

A 
其 中 4B ,GD 由 点 4A(0,0) 治 
直线 至 点 Bil, 1); 

(iiy 由 点 A10,0) 沿 立方 
抛物 绪 y= 至 民 BO1, 1); 

(ii 由 点 4(0, 0) 沿 * 轴 至 
点 (1,07， 和 再 由 点 (1,0)? 没 直线 
至 把 3B(1,1); 图 19.6 

《iY) 由 成 44(0 0) 沿 y 轴 至 点 《0,1)， 再 由 点 t0,1) 沿 直 线 
至 点 BC1,1). 

解 (此 直线 为 ?= > 0<x 委 1， 几 = dx, 于 是 ， 

| Dxydx + xidy -| 《2x。xX 十 %2 dx el 3x2dx 

a 1 人 

个 一 | 
1 

(ii) 此 时 面 组 的 方程 为 》= x! (0<xc1)， dy= 3xsdx。 
将 J 与 dy 之 值 代入 曲线 积分 中 ， 得 

| 2xydx+ “dy=| (2x rx + xi 3X) dx -| 5xtdx 


~~~ 
二 


x! 


— x 


ee 
ea 
在 线段 AC 上 ，= i 0 Ba 于 是 ， 
| 2X70Y + wdy = J cx: ‘0+x:"0)dx=0 


ic 
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在 线段 CB 上 ，x = 1，0 巡 y 之 1，dx = 0. 于 是 ， 
| oydx + wrdy= | (2y°0+ 1)dy=7 i 
se 9 由 


© 
从 而 | 2xdx + ay= | +| =0+1=1 
《iyY) 出 第 二 型 曲线 积分 的 性 质 (2)， 有 
[So 
4 了 AD Da 
在 线段 AD 上 : x=0，0 志 7 和 1， dx =0， 于是， 
{ 2xydx +%2d7 = | (2e07:0+ Ody= 0 
可 万 
在 线段 DB 上 :，y=1，0<x<i，dy=0. 于 是 ， 
| zzzx+ ve -| (2%s1+ x:0) dx = x 3 
0 4 
了 的 
从 而 J2xydx + way= | +| =0+1=1 


A 人 AD DBE 


五 ”两 种 曲线 积分 的 联系 


_、 设 AB 是 一 光滑 曲线 ， 取 弧 长 1 = 及 为 参数 ， 则 曲线 
4B 的 参数 方程 为 

x=g(1)，7=%(D (0<L<L) 3 
函数 9(1)，y(1) 及 其 导数 or (7)， 
图 《1) 徊 在 闭 区 间 50,L] 上 连续 ， 其 
中 为 曲线 4 了 的 总 长 ， 

如 果 c 表示 向 着 弧 长 的 增加 方向 
的 切线 与 x 轴 正 向 的 夹 角 ， 由 弧 长 向 


分 三 角形 (如 图 19.7?， 有 
dx= cosadl, dy= sinad! 图 19.7 
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于 是 ， 根 据 公式 (19.187 和 819.1 之 (17 式 ， 有 
| Pax+Q4 y= [ {PED YD)Icosa +0 Lp), 20D3 


ay = | (Peosa+ Qsinayd! (19. 19) 

当 C19.19》 式 左 油 的 第 二 型 曲线 积分 中 的 曲线 4B 改变 方 

向 时 ， 积 分 值 改变 符号 ， 相 应 的 t19.19〉 涉 有 端的 第 一 型 曲线 

积分 ， 曲 线 上 各 点 的 切线 方向 指向 相 及 的 方向 。 这 时 前 角 c 增 

加 (或 减少 ) 180°, 因 此 cosa 与 sina 之 绝对 值 不 变 ， 符 号 相 
反 ， 从 而 积分 值 也 随 之 变 号 (绝对 值 不 变 ) 。 


六 空间 曲线 积分 


我 们 已 经 讨论 了 平面 曲线 的 第 一 型 和 第 二 琐 曲 线 积分 ， 关 
于 它们 的 概念 、 人 性 质 和 计算 公式 都 可 以 很 容易 地 推广 到 空间 此 
线 上 来 。 下 面 我 们 只 简要 地 给 出 空间 曲线 的 第 一 型 和 第 二 型 曲 
线 积分 的 定义 和 计算 公式 、 

假设 AB 是 一 空间 光滑 (或 分 段 光 涓 ) 曲线 ， f(x,y, %) 
是 定义 在 曲线 4B 上 的 有 界 函 数 。 

函数 f(x,.y,x》 治 空间 光滑 曲线 有 4B ， 从 4 到 3 的 第 一 
型 则 线 积分 是 指 极限 


| jm sa =1 lim res yA 
设 有 和 界 函 数 P(*x,y, x)， Qt{x,y, x), R(x, y, %) 定义 在 光 光 或 
分 段 光 滑 曲 线 AB 上 ， 称 


上 Pdx + Qdy+ Rds = lim Fre Axit 


人 


Fo, is 61) y+ yz (8i9 ts 6) .4x) 


# 二 $k i=1 
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为 一 般 形状 的 第 二 型 曲线 积分 。 

假设 空间 曲线 由 参数 方程 

x=98), y= z=x(t) Catep) 

给 出 ， 其 中 ($C 让 ,XO (起 ， 由 (1)，X'(L) 潮 在 闭 区 间 
[cy BD 上 连续 ， 且 满足 y+ (+x*(1) 0。 当 f 从 a 变 
到 8B 时， 曲线 上 的 感 从 44 变 到 B. 如 果 辣 数 Pt{x,y,%), (X,Y, 
之 ), RCx,y,>) 在 则 级 AB 上 连续 ， 则 有 有 

| Pax+ Qdy + Rds = | {Pg0), $0), x I 0) 十 


“Qe, BE x I + RE BN, x CH Ix tj dt 
. 19. 20» 
-一 一、 

如 果 郑 数 f(x,y,*) 在 曲线 AB 上 连续 ， 则 有 


EY | fr (DP, OI TU TD (Fat 


A 


$19.5 格林 公式 


一 沿 闭 路 的 第 二 型 曲线 积分 及 平面 曲线 的 定 问 


1 沿 闭 路 的 第 二 型 曲线 积分 

如 果 第 二 型 曲线 积分 的 积分 路 线 是 一 条 封闭 曲线 三 ， 我 们 
就 说 它 是 闭 曲 线 积分 。 对 于 闭 则 线 积 分 来 说 ， 积 分 的 存在 性 以 
及 积分 入 的 大 小 与 在 路 线 上 取 哪 一 点 作为 积分 道路 的 起 点 ( 同 
时 也 是 终点 ) 无 关 ， | 

事实 上 ， 设 4 与 B 足 闭 有 曲线 广 
上 药 任 意 二 点 ， 则 从 点 4 出 发 ， 按 
图 19.8 的 箭头 方向 又 回 到 4 的 积 
分 ， 相 当 于 恢 次 按 餐 线 放 4 间 中 与 
EN .4 的 积分 之 各 ， 即 

=| + (1) 


FW wm 
4 ARy’ BNa 
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但 是 交换 (1) 式 右 端 两 项 的 位 置 ， 得 


Be 
dNBNA BNA ANB ANAMB 
这 就 证 明了 没 闭 路 积分 存在 与 否 ， 以 及 信 的 大 小 蕴 与 始点 〈 同 
时 也 是 终点 ) 的 选取 无 关 ， 
正 因为 如 此 ， 闵 路 积分 不 必 撕 出 始点 (或 终点 ) ， 故 用 符 
号 


PPdx+ 027 


来 表示 ， 

2 ”平面 曲线 的 定向 

我 们 已 经 知道 ， 第 二 型 易 线 积分 与 所 沿 积分 曲线 的 方向 有 
关 ， 对 于 一 般 非 封 闭 曲 线 ， 当 我 们 指出 始点 (同时 另 一 端 就 是 
终点 ) 以 后 ， 积 分 所 沿 的 曲线 的 方向 就 随 之 而 定 ， 然 而 ， 对 于 
封 河曲 线 来 说 ， 当 我 们 选 定 始点 ( 司 时 又 是 终点 ) 以 后 ， 昌 线 
的 方向 仍然 不 能 确定 。 实 际 上 ,这 时 仍 有 两 个 方向 , 如 图 19. 8， 
一 个 是 箭头 指出 的 方向 ， 另 一 个 是 与 箭头 相反 的 方向 ， 因 此 每 
次 计算 闭路 曲线 积分 时 , 当选 定 始点 以 后 , 尚 需 指 出 选取 哪 一 个 
方向 进行 积分 ， 为 了 避免 这 种 麻烦 ， 通 常 对 闭 曲线 的 方向 作 如 
下 的 规定 ; z 

当 一 人 沿 闭 曲线 (光滑 或 分 段 光滑 ) 环行 时 ， 该 闭 曲线 所 
围 成 的 区 域 总 在 他 的 左边 ， 就 规定 这 一 方向 为 闭 曲 线 的 正 向 ， 
如 图 19.8 中 的 闭 曲 线 ， 其 箭头 方向 就 是 该 闭 曲 线 的 正 向 。 

我 们 约定 ， 今 后 对 闭 曲线 积分 


中 Pax+ Qa 
总 认为 它 是 沿 正 方向 所 取 的 积分 。 
二 格林 公式 


定理 19.5 (格林 公式 ) ” 设 区 域 D 是 由 光 注 或 分 段 光 请 团 
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曲线 工 (一 条 或 几 条 》 所 围 成 的 连通 域 和 (如 图 19,9) 。 如 时 
函数 PCx, 四 ，QCxsy) 及 它们 的 偏 导数 -9 -和 -在 闭 区 域 D 


fe 


By) Part 0 (19. 21) 


re We 


NE 


图 19.,9 图 19,10 


证 明 设 2 于 面 上 的 周 区 加 了 ， 它 的 下 、 上 边界 分 别 为 
连续 曲线 
JI= P(X), y= Px), exeb 
而 左右 两 傅 的 边界 分 别 是 直线 
x=4, x=6 


《如 图 19.10) 。 这 类 区 域 称 为 一 型 区 域 ， 记 作 D,@. 
如 果 在 闭 区 域 D, 上 沙 数 P(x,) 及 其 偏 导数 -5 丝 连 


作 迷 通 域 包 括 单 过 通风 域 和 复 连 通 区 域 。 如 果 区 域内 任何 一 条 加 曲线， 此 可 不 
既 过 区 域外 的 点 而 连续 收缩 为 一 点 ， 则 称 此 区 域 为 单 连 到 区 域 。 例 如 ， 由 一 条 笨 单 
闭 砷 线 记 国 成 的 区 域 就 是 单 连 通 区 域 ， 不 是 单 连 短 的 夭 通 域 就 称 为 复 连 通 区 域 . 即 
区 域内 至 少 有 一 条 饥 明 线 必 须 即 过 区 域外 的 点 才能 连续 地 收缩 为 一 点 ， 从 直观 二 
看 。， 复 连通 区 域 就 是 有 洞 移 连通 域 . 

加 在 特殊 情形 下 ,也 ， 型 区 域 的 西 偶 的 丙 条 (或 一 条 } 线 段 可 能 退缩 为 二 点 《或 一 


v06 


续 ， 则 
作 训 et 一 PCxs)dx 
碍 实 上 ， 我 们 有 
pat) 
[ef oe 


| {PL OI PE, wld Iya 


= | PCxyoKxy》] dx— | PEx, Px) dd 
由 第 二 型 曲线 积分 的 计算 公式 (19.14) 有 


| =].? Cx, p(X) I dx — [ Pix, p(x)Idx 
Dy 


=f Pc, dx+ | PKx, y)dx (2 ) 


在 (2) 式 右 边 潍 加 两 个 直线 眉 AD 和 BC 上 的 积分 ， 由 
于 直线 段 4D 与 BC 骨 垂 直 于 x 轴 ， 于 是 dx=0， 从 而 


| Pox, dx= 0， | Pop dx= 0 (3) 
| AD Ca 


因此 由 (2) 式 和 (3) 式 ， 有 
中京 dxdy =| Pdx+ | Pdx+ | Pax+ { Pax 


~ 
- AD DC TE Bd 


= 一 P Poe nds C4) 


设 xy 面 上 的 闭 区 域 D， 它 的 左右 边界 分 别 为 连续 曲线 
x= by)y x = 为 (cs 
而 下 ， 上 边界 为 直线 
27=° 和 ,=4 


Tp wh Tp A TE RE Mo oer tN Te NONI  PIE  Wn bp 


《如 图 19.11)。 这 类 区 域 
称 为 x- 型 区 域 , 记 作 D,。 

同型 可 证 ， 刀 时 函数 
Q(xy*y?) 及 其 史 导 数 在 财 
区 成 忆 . 上 连续 ， 出 


{f 0 
| 去 dy 一 


b Qc, dy (5) 
L 图 19.11 


X= yy 


1 假设 区 域 D 疾 是 DD, 型 又 是 D, 型 区 域 ， 即 用 平行 x 轴 和 平 
行 y 轴 的 直线 至 多 和 区域 D 的 边界 工 棋 交 册 点 《如 图 19.12) 。 


如 果 P，0，--，- 久 在 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 (4 》 与 (5 ) 式 
同时 成 立 ， 
《5 ) 式 减 〈4) 式 ， 得 
60 ap 
(J Ppax+ po 


即 50 oP _ 
中 二 -全 jixi= dPdx + Ody 

2° 设 区 域 D 是 由 一 条 光滑 或 分 段 光滑 闭 明 线 围 成 (如 图 
19.13) ”可 用 一 条 或 几 条 光滑 曲线 (或 直线 ) 将 闭 区 域 D 分 


A 


图 19 .12 
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成 儿 个 既是 了 D. 弄 又 是 D， 型 小 区 域 ， 然 后 ， 根 据 1" 写 出 每 一 小 
区 域 的 格林 公式 ， 并 将 这 些 等 式 左 右 两 边 分 别 相 加 ， 即 可 证 明 
烙 林 公式 成 立 。 

如 图 19.13 用 直线 段 4BC 将 区 域 D 分 成 三 个 既是 D: 型 又 
是 Dy 型 的 小 区 域 DD D, 和 各 D,, LL, 工 ,上 :分 别 是 D,, Dz, D, 的 边 
界 中 与 上 重合 部 分 ， ny 于 是 


J- 交 -了 各 -入 


由 各 5 而 -人 人 二 )dxdy 


人 Pdx+ Qady + me pdx+ 0dy 


Li+CE Lz+BA Ls+ABC 


= | pdx +Qdy = 9 Pdx+ Qady 
Lit+L:+y 


3" 设 区 域 D 由 西 条 (或 两 条 以 上 的 ) 闭 曲 线 所 转 成 《如 图 
:05.14) 。 这 时 区 域 只 是 有 洞 的 复 
连通 区 域 。 对 于 这 种 区 域 ， 可 适当 
添加 直线 段 438 (当然 曲线 弧 也 可 
以 ) ， 把 区 域 转化 为 2" 的 情形 来 处 
理 ， 

在 图 19.14 中 ， 连 接 了 直线 段 
AB 后 ， 则 区 域 D 的 边界 曲线 由 i 
Ls AB, L,, a J 网 19.14 


八字 5 jixi 
= pp Pdx+0dy 


Li+AB+ n+ 
a Pdx + Qdy + | Pdx+ Qdy + fis Qdy 
‘AF 
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+| Pdx + 04d) 


= fpadxtody + bPdx+Qdy 


Li! 上 上: 
= | pdx + 0dy 
J DD 


如 果 末 用 向 量 形式 记 法 ，《19.21) 式 又 可 改写 为 
00 op 
于) dy fF ZY 


Pap 0 Md Ry 

格林 公式 给 出 了 平 徊 区 域 只 上 的 二 重 积 分 同 沿 该 区 域 的 
按 界 曲线 工 的 第 二 型 临 线 积分 之 间 的 联系 ， 基 数学 分 析 中 的 一 
个 非 囊 重要 的 公式 。 糙 林 公 式 在 数学 分 析 、 复 变 函 数 以 及 仿 微 
分 方 束 中 都 有 有 着 重要 应 用 。 

例 1 永 用 烙 林 公式 ， 计 算 闭 路 积分 


1= xyds + ydy 了 
其 中 上 是 由 曲线 六 = x* 与 直线 y= 


x 连接 起 来 的 闭 则 线 (如 图 19,15)， 
解 P(x,y)= x 0(x, =) 


OP ia 001 区 
0y ”Ox 图 19.15 
由 格林 公式 ， 有 
je er jC 5 )dxdy 
= [jo- x )dxdy= 一 人 dx py 
= -| (x#— wi) dx = a 
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在 格林 公式 中 ， 如 果 令 
Qtxy 9 和 =x， Plx,7)=—y 


由 —ydx+ xdy= < 


- 营 - 史 Jo 做 估 -的 oa 


= 站 Cs a 


其 中 5 为 边界 曲线 工 所 国 成 的 平面 区 域 D 的 面积 。 于 是 ， 有 
$= 二 dy -ydx 2 《19.22》 


例 2 ， 求 椭圆 x = acosb 7= bsint, (0<4<2r) 的 面积 。 
解 x*=acosi, y= bsini, dx = nt, dy= bcostdt, 


由 公式 (19.22)， 有 
5 到- -ydx = | Cacosibcost 


— bsint(— asini)] dt = 到 asco + absint) ds 


= os) a ~ xap 
$$ 


819.4 ”曲线 积分 与 路 无 关 的 条 件 


我 们 在 $19.2 中 已 经 看 到 ， 在 有 共同 的 始点 和 终点 的 曲线 
积分 中 ， 有 的 曲线 积分 ， 如 倒 2 中 的 玫 个 积分 ， 由 于 所 沿 的 路 
线 不 同 ， 其 积分 值 也 不 同 ， 有 的 曲线 积分 ， 如 例 3 中 的 几 个 积 
分 ， 虽 然 所 沿 的 路 线 不 同 ， 但 积分 值 却 相 等 ， 邯 曲线 积分 值 只 
与 始点 和 终点 的 位 置 有 关 ， 而 与 积分 路 线 无 关 。 那 么 究竟 曲线 
积分 满足 什么 条 件 时 ， 积 分 与 路 线 无 关 呢 ? ， 

下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

56] 


定理 19.4 ”如果 函数 PCx:7)，@(x: 旋 及 其 信 导 数 -5 ， 


_64 在 单 连通 区 域 D 上 连 绪 ， 则 下 列 四 个 命题 下 相等 价 : 


Ox 
1” 申 线 积分 
| Plx,y)dx+ Q(x.y) dy 
个 
只 与 区 域 总 内 始点 4 和 终局 了 有关 ， 而 与 连接 如.38 二 点 的 积分 
收 线 无 关 , 
2” 表达 式 
PKx ?dx 上 adxs rv) dy 
在 区 域 只 上 是 其 一 图 数 下 (>, 轨 的 全 微分 ， 即 
dF (x,7)= Px, ydx + Q(x y) dy 
3” 在 区 域内 每 一 点 《x,》)、 租 有 
| 
Oy Ox 
4” 党 避 中 任 一 光滑 或 分 段 光滑 闭 则 线 工 , 缘 有 
Pax+0dy=0 
L 


证 明 1° 一 >2” 设 曲线 4B 始点 4 (wos%), 终点 B(x,y) 
为 D 内 任意 一 点 ， 出 于 此 线 积分 


| Plx, ydx + Ox, y) dy 
与 路 线 无 关 ， 因 此 该 膨 线 积分 是 点 BCx, 7 的 项 数 ， 设 
FP (x,7) -| Plx, yadx + Q(x, yay 


全 
fx ,由 
-| 、 Plx,y)dx + Q(x, yd 
x 


We 四 GX+@(r, dy 表示 只 与 始点 (ery0) (4} 和 竹 点 tr, 入 (B) 


有 关 的 曲线 积分 ， 


Hb 


取 Lx 充分 小 ,使 得 
Clx+ x,y) ED, 因为 
”BC 平行 * 轴 (如 图 
Gextax,y) 19.16 ) ， 所 以 dy=0. 
根据 曲线 积分 与 路 无 关 及 
曲线 积分 的 性 质 ， 有 


Flx+ x, 7) 


ba 


Bex, y? 


pep we - = | Pexs2) dx + Geo dy 
图 19.16 A 


+ { Pex, ax + Qsg) dy = F(x,y) + P(x,y)dx 
BC 


从 而 
w+ 
Fi x+ A nD- Fx)=| P(x,y)dx 
因为 P(x,Y) 连 续 ， 所 以 ,根据 积 分 中 值 定理 ， 有 
| Powpdx= PCc+gLas3)Ax 《0<-9< 一 1) 


于 是 x+Lxs 力 一 (xs 力 - POx+b2Tx 放 (1) 
x 9 

对 (1》 式 ， 令 了 x 一 0, 两边 取 极限 ， 因为 PCx,y》) 在 区 域 D 内 

连续 ， 所 以 ， 


QF(x,7) _ im F(x+ Ax,y)— Px,y) Simp tx 
Ox A s+*0 < d+ 
$9) = P(x, 7) 
同 理 可 证 
OF(x,7) _ 
i 


因 上 此， 表达 式 Plx,7)dx+ 98(x,y)4dy 十 函数 
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F(x,y) = Pe dnt Q(x, 2) dy 
的 全 微分 ， 即 
dF(xs7) = P(x, 9dx + Q(x, ydy 
2 一 >3” 役 在 区 域内 存在 畏 数 『(x,)》)， 合 得 
dfi(x,y) = Plx, ydx + OC 7) dy 
由 此 可 笑 ， 对 于 了 P 内 任意 一 点 (x, 有 


ww OP HF 00 OF . ee 
让 a Bxoy 在 “ 内 连续 ， 根据 定理 ， 


3° 一 全 4” 设 氏 为 D 中 和 伍 - 一 光滑 或 分 段 光滑 闭 上 曲线 ， 它 所 
用 成 的 区 域 为 BB。 由 于 D 为 单 连 遂 区 域 ， 那 么 人 8 必 从 在 DP 内 ， 
由 题 设 知 ， 区 域 4 玉 其 边界 工 满 足 格 林 公 式 条 件 ， 应 用 格林 全 


= 3 0 a DC GP. 
式 ， 并 注意 在 D 内 恒 有 7 a 即 一 7 二 0, 有 有 


PPér+ Qdy "Nae- -dx xdy=0 


4" 一 >1” 设 AWB 与 A448 为 , ee 
区 域 D 内 连接 A( 始 点 ) 、B (终点 ) 
二 点 的 任意 两 条 光滑 或 分 段 光 滑 曲 m8 
线 《 邵 图 19.17) 。 由 4” 和 第 二 型 ”| Nb/ 
曲线 积分 的 性 质 ， 有 太 
| pdx + 0dy -| pdx+Qdy © 5 


”AmB Fe 加 19 .17 


-| pdx+Qdy+ | pdx + Qdy 
A Bed 
= Pdx+0dy=0 

pe 


于 是 ， | pdx+ Qdy=| pdx + Qdy 


i 和 
AnB AwB 二 


这 就 证 明了 曲线 积分 | Pdx + 0dy 只 与 区 域 卫 内 的 始点 4 和 终 
点 B 有 关 ， 而 与 连接 4 .了 3 二 点 的 积分 路 线 无 关 。 
综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 1 -> 2 一 3 一 >4 一 1"， 即 
定理 19.4 中 的 四 个 命题 是 互相 等 价 的 . 。 上 
应 用 定理 19. 4 中 的 3"， 不 难 证 明 ，8$19.2 中 的 例 3 所 给 出 
的 曲线 积分 
| 2xydx + xidy 
是 与 路 无 关 的 ， 因 此 沿 四 条 不 同 的 路 线 其 积分 什 泗 等 于 二， 这 
实 上 ， 和. 
P(x,y) = 2xy, QCx, 7) = x ~”: 
于 是 ， 
90 _ ,OP 
Bx Oy 


根据 定理 19. 4 知 ， 曲 线 积分 | 2xydx + x*dy 与 路 无 关 。 

内 定理 19. 4 知 ， 过 达 式 Plx, y) dx + Q(x,;y) dy 大菜 个 函数 
F(x,y) 的 全 微分 的 充 要 条 件 是 ， 在 区 域 D 内 任意 一 点 (xs7?， 
恒 有 
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这 时 函数 Flix,y) 称 为 表达 式 PKx7y)dx+Qcxy) dy 的 原 函 
数 ，。 
由 定理 19. 4 的 证 明 过 程 知 ， 央 枝 式 PCGx,) dx + Q(x,y)dy 
的 原画 数 是 始 成 固定 {x0 0) ), 而 终点 Cx, ))_ 任意 变动 的 曲线 
积分 
F i =| 


fx0,30 
由 于 有 曲线 积分 
F (x,y) -| PODdxt+ Qtxy pdy 
与 积分 路 线 无 关 ， 于 是 在 求 原 
项 数 时 ， 可 以 选择 便于 积分 的。 了 
路 线 ， 如 图 19.18, 可 选择 折线 
ACB. 
在 线段 4C 上 ， = 9 


,Px d+ QCx, 7) dy 


Dixers y) Btx; y} 


dy = 0， 于 是 ， 上 (Kb， yo? Ur, yo 
ol , Eq 
| Plx,y)dx t+ Q(x, y) dy 
2 图 19.18 
= | Pum) dx 
a 


在 线段 CB 上 ， x= x，dx = 0 于 是 


| Plx,y)dx tt Q(x,y) dy= 1 Q(x, 7)dy 
Cs 


由 曲线 积分 的 性 质 : 
F Gx,9) =| Pexsn) d+ OCs) dy 
A 
-=| Plx,y)dx+ (x,y) d+ | 了 (xy ydx t+ OX, 7) dy 
4C CH 
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-| P(x, y0) dx+ | QCx,y)dy (19. 23) 
同样 ， 也 可 选择 折线 D8B， 这 时 有 
F (x,y) =) QCwwg) dy+ {Powy) ds (19. 24) 
3 mr x 


例 1 ”判别 表达 式 
(dx — y+ 5dr +(3x412 一 6xy 一 4)d47》 
是 否 是 某 范 数 的 全 微分 ， 如 是 ， 求 此 表达 式 的 原 函 数 。 
解 因为 P(x,y) -= 4x 天 一 372 二 5 Q(xyy) = 3x'y ~ 6xy— 4, 


-0 =12xy:— 6y = 一 一 


所 以 ,和 根据 定理 19,4 知 ， 震 达 式 (4x 一 3y*+6)dx 十 (3x 天 一 
6xy 一 4)dy 是 某 函 数 F(x,7y) 的 全 微分 。 | 

下 面 求 原 函数 F(x,y)。 为 了 计算 简便 起 见 ， 取 x69，) 
= 《0, 0)， 于 是 ， 由 公式 (t9.237 有 ， 原 函数 


F(x,y) = | bdx + | (3xy— 6xy— dy te 


= 5X+ (sx- 立 - Gx* 这 -9) ， +¢ 


= x — xy — 4y+ 5x+e 
例 2 ”判别 表达 式 
JCOsxdx + (3y: + sinx)}dy 
是 否 是 某 函 数 的 全 微分 ， 如 是 ， 求 此 表达 式 的 原 函 数 
解 因为 P(x,y)= ycosx,， Q(x,y) = 3y+ sinx 
oP DO 


By De 


所 以 , 根据 定理 19.4, 表达 式 ycosxdx+ (373 te 是 某 函 
数 玉 (x,) 的 全 微分， 

为 求 原 谱 数 F(x,7), 令 《xos%) = (0,0) 由 公式 (19.23) 得 
原 范 数 
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F(x,y) = 站 0.Ccosxdx 十 | 《3%2 十 Sinw7d7 十 5 
0 8 


= + ysinx+e 
$19.5 第 一 型 曲面 积分 


癌 第 一 型 曲线 积分 一 样 ， 由 计算 曲面 质量 问题 可 以 导出 第 
一 型 曲面 积分 定义 ， 这 里 不 再 重 述 ， 直 接 给 出 第 一 型 曲面 积分 
的 定义 。 


一 ”第 一 型 项 奋 积分 的 定义 


设 曲 画 5 是 光滑 或 分 片 光 滑 @ 的 连续 曲面 。 函 数 f(x,y, x》 
是 定义 在 曲面 5 上 的 有 界 函 数 ,给 曲面 5 任意 分 割 T, 将 由 面 5 
分 成 ”个 小 曲面 块 
A 21 LA 
在 A5， 上 上 任 取 一 点 (7 651)， 作 和 和 


Di Es ns £445, 
其 中 4 表示 小 曲面 块 49, 的 面积 
定义 ”如果 不论 分 法 了 如 何 , 也 不 论点 (5 74,5 E45, 的 取 


法 如 何 , 只 要 最 大 的 小 曲面 块 的 直径 4z@ 一 0, 和 数 》7(E 1 


cs [| 


中 如 果 曲 面 3 上 每 一 点 处 都 存在 切 平 而 ， 具 切 平面 的 位 置 随 着 上 出面 上 上 的 点 的 
连续 变动 短 连 续 变 动 ， 财 称 曙 而 有 为 光滑 曲面 。 如 果 曲 面 8 由 方程 名 =g(zi 3) 


(z, 0 ED 给 出 ， 曲 前 S 光 滑 的 充 要 条 件 是 :-32-， S 贮 在 区 域 上 连续 ， 
如 果 将 昌 面 8 分 成 有 限 小 决 ， 每 一 小 志 都 是 光 谓 的 ， 则 称 此 面 8 为 分 片 光 洪 
曲面 。 
@4a1 是 小 曲面 块 A481 上任 痊 二 点 P(z,y，2)，Q (z's hz》 的 眶 离 的 上 殉 
界 ， 即 
Adsi = sp VT- TO + IY- YN) +(2- 2)? 
PE 


Ad= mar{dadl, Aad:, "pp Ada:} 
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81)A451 存在 极限 ， 设 极限 是 1, 即 


lm f(&,,7,56)475,=1 
则 称 [为 函数 f(x,y,z) 在 曲面 9 上 的 第 一 型 曲面 积分 ， 记 作 
fosg 05= lm flé m6) A5, 《19.25) 
第 一 型 曲面 积分 有 与 第 一 型 曲 弘 积分 完全 类 似 的 性 质 ， 读 


者 不 难 仿 照 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 写 出 第 一 型 曲面 积分 的 性 
质 ， 这 里 不 再 重 述 。 


二 第 一 型 曲面 积分 的 计算 


关于 第 一 型 曲面 积分 的 计算 ， 我 们 有 如 下 的 定理 ， 
”定理 19.5 设 光 滑 曲 面 y 由 函数 
%= z(x,y), (x, ED 
给 出 ， 如 果 函 数 f(x,y,z) 在 曲面 9 上 连续 ， 则 有 


和 = ee 


《19. 26) 


WE) 


证 明 任 给 曲面 5 一 个 分 
割 ， 将 曲面 5 分 成 zs 个 小 曲面 
块 

-1 AS AAAS, 

将 这 些小 曲面 块 投影 到 xy 面 
上 ， 就 得 到 投影 区 域 D 的 一 个 
分 害 

LTD TD TD， 

图 19.19 《如 E,19.19) 。 由 了 曲面 面积 计 
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算 公 式 ， 有 
六 | | VY rosie dxdy 


Di 
根据 积分 申 信 完 理 有 
J = VI TE AD, | 
《下 太志 


从 而 


六 Dis -9 > FEE His ZCéis 11}1:D 


1 i 二 | 


wl1+s 5 机 人 GA) + wy (Es nr 了 JD, = fee, Hrs 


+ 一 人 
(és 1) Jj/ 1 + CA C4 1) + x (enn) AD, 十 


> flEs Di EE NI LT oS, 0 + ey (Es, 7) 


~ Tt (EN) + EN) dAD, (1) 

因为 防 数 ww 1 + 2x, y) + yx y) 在 闭 区 域 咏 上 连 
续 ， 所 以 必 在 D 上 一 致 违 续 。 于 是 对 任意 给 定 的 e>>0， 仓 在 
G>>0， 当 p= (x 一 Xo》 (入 一).) < 时 有 


[vAr Fes 入) 中 we XY 一 
1+ i ys) + 2 x1) | <e 
特别 是 当 所 有 小 出面 次 中 的 最 大 直径 44<o 时 ， 就 必然 使 所 有 
投影 小 区 域 中 的 最 大 直径 4<o, 因 此 ， 有 
本 


ww T+ Sd 人 十 wy (Ei 7;2 | < 
又 因 画 数 fCx,y, z(x,y)2 在 闲 区 域 上 连续 ,所 以 必 有 界 , 即 存在 


办 网 为 点 ET 354 ) 在 上 曲轴 SL 上 ,了 i C1 =xtSi ,Di 》。 
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M0, 使 得 对 任意 (x,y) ED, 有 
| ftx, y, s(x, 97) <M 
于 是 ， 我 们 有 


| >» fs,, Nis TES TI I 1 +E ge Ey + op(Ei*, D1*) 
一 | 


— lt (Es mn) tosesn) IAD, <M'e:lD! 
其 中 | DI 为 区 域 D 的 面积 ， 
令 A1->0, 对 《1)》 式 右 端 第 二 项 取 极 限 ， 有 


limD fc, ms (SM) ICV TT TE I Ty CE ne 


WW 1+ %'tCE,, i) + %' (C8, 1,) AD,}=0 (2) 
最 后 ， 令 Ad 一 0，. 对 (1) 式 两 边 取 极 限 ， 根 据 第 一 型 曲面 积 
分 及 二 重 积分 的 定义 ， 并 注意 《2) 式 ， 有 


有 jxo7z)43 = 用 fexsy 2x I It to dxdy 


+ 


例 1 “计算 第 一 型 临 面积 分 
I= [za5, 其 中 9 是 上 半球 而 


罗 = wd 一 xy 在 圆锥 %= 


AWAY 十 内 的 部 分 (如 图 19. 20)， 
解 ” 先 求 4 在 xy 面 上 的 投 


影 区 域 D. 从 方程 %= WwW 人 一 和 一 入 虞 19.20 

和 和 方程 x = wx?: + 消去 x 得 
| . 
“+ 


即 D 为 由 回 周 x* + 尖 = (一 对) 围 成 的 贺 域 


19.21) 。 因 此 


aa 
&1 一 一 到 


WA 一 让 
2 yy 


er Ry ee 
A V 人 7 ) + (Fi) 
生生 生生 生生 
ar 
由 会 式 (19.36)， 并 利用 被 誉 标 变换 ， 有 


了 = 1 和 可 dxd 
je %2 一 yy) > xdy 


=4 [fe:- x — $y) dxdy= aff ca: — rrdradd 


= [a0 fe +:)rdr = 到 | 2 


2 


例 2 。 计算 第 一 型 曲面 积分 T= || lesl 45, 式 中 5 为 施 
转 抛 物 克 == x+ 被 平面 “= 1 所 割 下 的 部 分 ， 


1 
解 二 由 而 的 交 线 | , 投影 到 xy 面 上 ， 得 给 定 临 睾 的 
2 十 y? 


多 二 
%=% 
投影 区 域 D,w?+y: 才 1， 
设 $, 为 曲面 3 在 第 一 封 限 内 的 
部 分 ， 由 于 曲面 4 关于 xxz 面 ， 关 于 
3 面 丝 对 称 ， 卫 被 积 消 数 |xyz| 关 
于 xx 桓 和 和 面世 对 称 ( 如 图 


了 = 外 “yz%| 43= 4 sw 图 19 .2 


和 2y， Vv ltgs+%? =v1t4(tx 二 入) 
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根据 公式 (19.26)， 有 
了 = dese + 1 + d(x + y:) dxdy 


= 下 of singcosg -rs /I+ dr: dr 


gd 


I 0, #= 1 


本 f= 1 rzr= 


r=1, #= yy 于 是 ， 


1 4 singcosbgdb | (+) wd 


= 全 sin2626， 能 a at dy 
1 


~_1 /t_2,s 
> 和- + 
B/E 1 -25wE= 


84 420 420 


$19.6 ”第 二 型 曲面 积分 


一 曲面 的 出 


。 正 象 第 二 型 曲线 积分 要 涉及 到 砷 线 的 方向 一 样 ， 第 二 型 
面积 分 也 机 涉 及 到 曲面 的 方向 ， 邑 遍 调 的 曲面 侧 的 概念 . 

在 通常 情形 下 ， 从 直观 上 是 很 容易 理解 曲面 娃 的 概念 的 。 
例如 ， 洲 曲面 3 由 函数 

“=f(x,y), (x,y)ED 

络 出 ， 那 么 ， 我 们 不 难 从 直观 上 区 别 曲 面 的 上 侧 和 下 侧 ， (如 图 
19.22) 。 又 如 ， 者 曲面 了 是 一 个 闭 曲 面 ， 我 们 很 自然 地 把 曲 
面 $5 上 一 点 M 处 的 法 线 # (好 ) 指 向 曲面 3 的 外 画 的 ， 称 为 曲面 9 
的 外 侧 。 男 一 侧 称 为 由 面 $ 的 内 侧 (如 图 19.23) 。 
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图 19.22 图 19,23 


关于 一 般 曲 面 侧 的 概念 我 们 作 如 下 规定 ， 

议 曲 面 是 一 光滑 曲面 ， 在 上任 取 一 年 点 于 ,, 并 且 在 点 
M， 处 作 一 法 线 ， 此 法 线 有 两 个 方向 ， 我 们 选 定 其 中 一 个 指向 
为 正方 向 ， 另 一 个 指向 就 是 负 方 向 ， 设 一 动 点 大 ， 从 定点 4 
出 发 ， 沿 由 面 5 上 任意 一 条 过 点 闪 。 的 ， 且 不 与 直面 边界 相 
交 的 连续 闭 曲线 C 移动 ， 这 时 动 点 前 的 法 线 正方 向 ， 就 从 点 
NM 的 法 线 正 方向 开始 连续 变动 ， 最 后 当 点 型 访 闭 曲线 又 回 
到 点 好 ， 位 置 时 ， 若 这 时 点 晶 的 法 线 正方 同 与 点 并 法 线 正 
方向 相 一 致 ， 则 称 曲面 5 为 双 侧 曲面 ， 若 这 时 点 测 的 法 线 正方 
向 与 点 好 ,的 法 线 正方 向 恰好 相反 ， 则 称 曲 面 $ 次 单 侧 曲面 ， 

我 们 通常 见 到 的 曲面 ， 绝 大 多 数 是 双 侧 曲面 ， 单 毁 则 面 是 
少见 前 。 上 典型 的 单 侧 曲 面 是 所 谓 的 类 比 马 斯 了 b 带 。 它 的 作法 如 
下 ， 到 一 矩形 纸 条 ABCD, 将 CD 端 扭转 180 "后 与 另 一 端 粘 在 
一 起 ， 并 使 C 与 4 重合 ，D 与 $8 重合 。 容 易 验 证 这 个 带 状 曲面 
是 单 仙 的。 事实 上 , 在 曲面 上 任 取 一 条 与 边界 平行 的 闭 曲 线 工 ， 
动 点 寻 从 工 上 和 作 一 点 好 ,出 发 ， 此 时 法 线 正 方向 与 点 娃 , 的 法 缀 正 
方向 一 致 ， 当 点 旭 沿 工 连续 移动 一 周 , 又 回 到 旭 , 时 , 这 时 的 点 出 
的 法 线 正方 向 与 点 4 处 法 钱 正 方向 恰好 相反 (如 图 19.24)7， 所 


武吉 出 乌 斯 ， MDhbins, A .下 ,敌国 数学 家 。，1790 一 1863， 
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以 考 比 乌 斯 带 是 单位 的 ， 中 比 乌 斯 带 的 单 侧 性 ， Pe 
明 。 用 一 种 颜色 涂抹 麦 比 乌 
斯 带 , 只 要 从 带 上 某 一 处 起 ， 
向 着 一 个 方向 ， 不 需要 经 过 
边界 ， 和 人 循环 涂 两 轿 时 ， 就 能 
将 颜色 涂 遍 带子 的 全 部 。 
设 4 是 一 个 双 侧 曲面 。 
如 果 曲 面 ?上 任意 一 点 MM 
确定 了 法 线 的 正方 向 ， 则 曲 图 19.24 
画 4 上 其 他 任何 点 好 处 的 法 线 正 方向 也 随 之 确定 , 这 就 给 出 了 曲 
面 5 的 正 侧 。 如 果 改 变 原 先 选 定 的 法 线 正 方向 ， 则 出面 上 其 它 
任何 点 的 法 线 正 方向 也 都 眼 着 改变 ， 这 样 就 确定 曲面 的 负 侧 . 
因此 ， 对 双 侧 曲面 要 确定 它 竟 侧 ， 只 须 在 曲面 上 任意 一 点 选 定 
法 线 的 一 个 方向 作为 正 向 就 可 以 了 。 


设 函数 z=/(x,y) 及 其 偏 导数 -9 入 在 区 域 D 上 连 


续 ， 则 函数 %=f(x,y) Wo 只 上 的 光滑 曲 
面 。 由 817.69 知 它 的 三 个 法 线 方 向 余弦 为 。 
- 尼 


ry < a 


COSC= 


Woe ty 


中 使 F(zyys) =8 一 了 (zs9) = 0 由 $17.6 法 规 方向 余 获 公 诛 推 得 。 


其 中 根 式 前 的 “+ T 研 ” 都 取 正 或 都 取 负 。 它 宏 示 法 线 的 两 不 同 
的 方向 。 根 式 前 取 正 或 取 负 与 曲面 的 正 仙 有关， 

例如 ， 如 果 在 根 式 前 取 正 号 (当然 三 个 方向 余 殖 中 的 根 式 
都 必须 也 正 号 ) ， 些 时 cosy>0, 这 表示 法 线 的 正和 与 x 轴 的 正 
向 夹 角 ?是 锐 前 ， 即 法 向 量 指 向 曲面 的 上 方 〈 如 图 19.22) 这 
就 是 通常 所 说 的 取 上 合 为 正 。 如 果 取 负 续 ， 即 cosp 之 0, 它 瑚 示 
法 线 正方 向 与 x 轴 正 方向 夹 角 为 钝 角 ， 即 法 向 量 指向 曲面 的 下 
方 ， 也 就 是 通常 所 说 的 取 下 侧 为 正 ， 


二 第 二 型 曲面 积分 的 定义 
设 ?是 光滑 或 分 片 光滑 的 双 侧 曲面 ， 并 选 定 一 侧 为 正 。 遂 
数 f(x,y,%) 是 定义 在 曲面 ?上 的 有 办 函数 ， 给 曲面 5 的 任意 
分 割 了 ,将 曲面 3 分 成 ?个 小 曲面 扎 
2 
在 每 个 小 曲面 块 4 上 人 和 任 取 一 点 Me2)， 作 和 


y FCM AD, sy 一 2 Ibs Hiy ED AD,ry 


其 中 已 只 表示 小 曲面 拱 5.{7 = 1,2,…',%) 在 ~y 面 的 投影 而 
积 。 当 Lv 的 法 线 正 方向 与 % 轴 正 向 夹 角 为 锐角 时 ， 投 影 面 
积 取 正 ， 否 则 取 负 ， 

定义 ”如 果 不 论 分 法 T 如 何 ， 也 不 论点 Msnmye) 的 取 


法 如 何 ， 只 要 最 大 的 小 曲面 决 的 直径 A4 一 0, 和 数 序 f(5 


5) LD, 存在 极限 ， 设 极限 是 1, 即 
im/ SAD,,, = -um Ee py Pp Be! 


则 称 了 为 函数 f(x;y,%*) 展 布 在 曲面 ?上 的 关于 光平 面 的 第 二 
型 曲面 积分 ， 记 作 
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pe ep lim Df nab) 4Din 1. 27) 


或 i fuM) Ie f(M)) Diy 


同样 可 定义 菌 数 作 x,y, xz) 展 布 在 曲面 上 关于 六 5 面 的 第 
二 型 曲面 积分 为 极限 


J 一 jim) fléE,, ?i;» BI Ds 


fosg, 3) dyds= lim Df és m5) 4Diye (19.28) 
关于 xx 面 的 第 二 型 曲面 积分 为 极限 


K= i f (és m9 £6) A Diss 
即 je %) dudx = 4 flEs ms £4D,s (19. 29) 


如 果 第 二 型 曲面 积 分 | | PCxsy *) dyds， 人 ee dx 
RCsy, x)dxdy 管 在 在 ， 则 称 它们 的 和 为 一 般 形状 的 第 二 型 


曲面 积分 ， 并 记 作 | 三 
[jcy, epeoex + OC(x, 7 2) drdx+ R(x,Y, z)dxdy 


如 


= Jj?was + | 0dsdx + Jaaxs, 


三 第 二 型 曲面 积分 的 性 质 


(1》 如 果 第 二 型 贞 面 积分 
577 


jaaxy 与 je 


普 存 在 ， 则 第 二 型 曲面 积分 
JfeR, +t sR drdy 


也 存在 35 ( 式 中 4 与 5 为 常数 ) ， 且 
jn + BR dxdy= a jera +o] Jasaxady 
《2 〉 如 果 曲 而 5 是 由 曲面 和 和 5, 组 成 听 ， 且 
JJRaxa, S||Raxd, 


缘 存在 ， 则 第 二 型 曲面 积分 | | Rdxd) 也 存在 ， 且 


rare : | | ce eee 


( 3) 如 果 用 5- 类 示 双 侧 曲 面 5 与 选 定 的 一 侧 ( 正 侧 和 相 
反 的 一 倒 《 负 侧 》, 则 


({gaxay = - [|[Radxdy 
性 质 (1) 、 (2)、 (3) 换 为 关于 y% 面 和 xx 面 的 第 
二 独 曲 面积 分 也 成 这 。 从 而 对 站 一般 形 状 的 第 二 型 曲面 积分 也 
成 立 。 
jpads+ ovzdxradxw= - (Ipaydzs + Odsdx + Rdxdy 
3™ 了 


四 第 二 型 些 面 积分 的 计算 
关于 第 二 型 曲面 积分 的 计算 ， 我 们 有 如 下 的 定理 ， 


: 中 曲面 S81 与 85。 可 能 不 相交 ， 中 元 公共 点 也 育 能 有 公共 进 界 级 ， 但 元 公共 内 
点 ， 曲 面 SI: 与 5 假设 是 光滑 或 分 片 光 清 的 ，. 
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定理 19.6 设 函 数 f(x,y,%) 在 光滑 曲面 3 
z= (x,)), (‘x,y}ED 
上 连 线 ， 刀 果 取 曲面 5 的 上 侧 汐 正 ， 则 有 


{| fe axey -| fix, ys x(x, ydxdy (19.30) 


证 明 ”因为 曲面 5 的 上 出 为 正 ， 所 以 4 人。， 岩 为 正 ， 又 由 
于 曲面 方程 为 “= Cx,y), 于 起 6&1= 名 (55 D1) 从 而 有 


Df Es ne) SD = DE ns zon IAD, (1) 


#4=1 一 ] 


《1) 式 右 端的 4D, = 4 了 Dey。 

《1 ) 式 右 端 是 连续 函数 [x,y， :(xs)3 在 区 域 六 上 艇 二 
重 积分 的 积分 和 ， 因 此 根据 二 重 积分 与 第 二 型 曲面 积分 的 定 
义 ， 令 人 Ad->0, 对 《1) 式 两 端 取 极 限 ， 有 


jc, %) dxdy = | fCx,y, w(x yp) Idx dy 口 


同 理 ， 候 设 函 数 f(x,y, x) 在 光滑 曲面 了 
= 7(%, x), (2%, XI)ED 
上 连续 ， 如 果 取 曲面 5 的 法 线 方 向 与 7 加 正 向 成 锐角 的 那 一 向 
为 正 ， 则 


和 fx 2) dzdx = {ffexs ys x), sdxdx (19. 31) 
+ S$ 


假设 函数 flx,y,,%) 在 光滑 曲面 5 
X= XCy,%), (y,%)ED 
上 连续 ， 如 果 取 曲面 $ 的 法 线 方向 与 * 轴 正 向 成 锐角 的 那 一 出 
为 正 ， bl S 


| fx ys 2 yds= | [fex ,wsy dyds (19. 32) 


假设 3 是 由 平行 % 轴 的 母线 攀 成 的 柱 面 ， 这 时 由 于 所 有 的 
投影 面积 已 ixy = 0 于 是 
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了 ™ TY Pe NT HRP eer pa I patie. eds dob em er rE dir i yi Ra i . 


2 flE,, nis £1) AD,y0 


上 二 0 


从 而 
(fe, 2) dxdy = lim Df En, 6) ADis, = 1 《19. 33) 


同 理 ， 者 是 平行 ? 轴 《或 x 轴 ) 的 母线 构成 的 柱 面 ， 则 
fxsp dsdx = 0 (或 /ecoy 2)dyds= 0) (19. 34) 


如 果 5 是 一 个 闵 曲 面 ， 则 用 符 续 
Jfpayax+ OQdzdx + Rdxdy 


表示 沿 朵 曲面 5 外 姗 进行 的 一 般 形状 的 第 二 型 曲面 积分 ，。 


五 ”两 种 曲面 积分 的 联系 
设 光滑 曲面 5 由 函数 x= z(x,y)，(x,y) ED 给 出 ， 并 取 
上 侧 为 正 ， 则 展 布 在 曙 面 5 上 的 正 侧 的 连续 函数 /xs yx) 的 
第 二 型 曲面 积分 


{fex,y, 2} dxdy -limy fs,, i, SLD,sy 
了 :=1 


由 尚 面 面 积 公 式 ， 得 
< = 用 VI+2 (x,y) + (x) dxdy 


| i 

Osy 
其 中 py 是 天 甸 了 5 上 的 任意 一 点 的 法 线 正方 向 与 x 轴 正 方向 的 交 
角 ， 是 关于 x,) 的 二 元 函数 ， 由 题 设 cosy 在 闭 区 域 D,,, 上 连 
续 ,根据 积分 中 值 定理 ,在 闭 区 域 ID;,, 内 必 存 在 一 点 (Sn 并 ， 
6*), 使 得 该 点 法 线 正方 向 与 x 轴 正 向 夹 角 ?# 满 足 等 式 


-== a * 
25= EDP ee 即 Dy Cosp* tS, 


从 而 


PEs ns EV IDs,= Pf Es tcosp eds (2) 


i 二 1 r=l 


设 cosy,; 表 示 曲 面 45, 上 的 点 (5,, m1,51) 的 法 线 正方 向 与 % 轴 正 
方 铅 交角 余 怠 ， 由 于 cosy 在 LAD,,, 上 连续 ,于 是 ,有 


lim fié,, Mis 6,) (cos = Cos1 I, = 0 中 
en 
周 此 由 (23〉 式 ， 有 


2 EC)L Dis 


三 int 了 (CE Mis Ecosp sds, 十 DfE,, 好 /7 62) (cosys* 和 


i 三 1 


COSp) A S, | =limD f (En Ecosyd s+ 


lim flEs ms Ecosy* ~ Cosp,) 5, 


{| pe 2}cosyds 
即 | 
| fx, 9, %) dnly=|| fx,y, scosyds {19,35) 


注意 ， 如 果 将 曲 画 的 上 侧 改 为 下 便 ， 则 (19.35) 式 的 左边 
要 改变 符号 ， 而 右 端 积分 中 的 角 7 的 值 也 要 增加 或 减少 zr, 从 而 
cosy 恰 好 改变 符号 ， 所 以 右 端 的 积分 也 相应 地 改变 符号 . 
同 理 可 证 ， 
f(x,y, 2) dydx= || fess, scosad3 (19. 36) 


5 了 


QD 见 定理 19,5 中 的 (2) 式 的 证 明 。 
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中 J midds fs 加 zx)cosp8dy (19.37) 


上 而 二 式 中 的 a, 6 分 别 是 曲面 5 的 法 组 正方 向 与 x 轴 正 问 和 
?3 铀 正 阿 的 交角 。 
最 后 ， 对 于 一 般 形 状 的 第 二 型 晶 面 积分 ， 有 


J|pex,, sydydz + Q(x, ys) dzdx -+ ROx,y, %)}dxdy 


= Jfepex,y, zs)cosa + Q(x, 9, cosSP + Rx,y, 2)COsSYIAS 
5 


(19, 38) 


i +QF +RE, n=-cosai +cosbi +cosk 


一 > ”一 
《Pcosc+aDecosD+RRecos?2724= FPF ,nds 
于 是 人 19.38) 又 可 改写 为 向 量 形式 
{{ paydz + 0dzdx + Rdxdy= | 他、w29 C19,39) 


例 1 计算 第 二 型 曲面 积分 
T= psaxo 


其 中 5 为 和 福 面 x? + z= 2 在 xx 四 
J 之 0 两 卦 限 内 被 平面 = 0 及 ?= 
抽 鹤 下 诊 分 的 外 侧 《如 图 19.25). 

解 了 可 看 作 由 5 上 和 3 下 两 片 
所 连接 而 成 ， 其 中 5 上 与 5F 的 方程 
分 别 为 图 19 .25 

% FVad x, gsF = a 

出 题 意 可 知 ， 对 S$ 上 是 沿 上 侧 积 分 ,对 SF 是 沿 下 侦 积 分 。 于 是 想 
据 第 二 型 曲 夯 税 分 的 性 质 ， 有 
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1=|| xy%dxdy + 并 xT0dxd7 (3) 
“下 下 ~ 


由 图 可 网, 了 St 和 3 下 在 xoy 坐 标 面 的 投影 区 域 D,, 钥 为 矩形 ; 
0 入 > 和 4 0 和 7 么 凡 于 是 ， 由 〈3) 式 有 


1=| “vexrdxdy- || xy (— ai—x: )dxdy 


Dry Dus 


= :|| xyv a 一 Xe dxdy= 2 人 | x vax ydy 
Dr 


= px vax dx=h. (- 主 ) i | 
.ah 
3 
例 2 ”计算 积分 
[jaya tydxdx+ wdxdy 


了 


式 中 5 为 球 x* + 六 ++**= 4 的 外 表面 。 


解 ” 设 上 半球 面 9 上 : % = 一 于 半球 面 42F ， 
= -4 一 x 一 六 ,投影 区 域 呈 o 为 图 x?+y 这 47 


先 计算 
|[saxay = 站 gdxdy+ | vdxdy 
5 st 了 下 


Dxy 


=- || ve dxd) | 


=2|| War— wy! dxdy=2 | .26 [var rar 
Dr dy 中 


二 到 dna’ 


3 


二 4。 (-2): 本 (一人 
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[fw = [ez = 4 


从 而 ， 有 有 
|xayax tydzdx+ zdxdy= 3，。 人- dxra’ 
3 


519.7 ” 奥 一 高 公式 


稳 林 公式 给 出 了 平面 闲 区 域 上 的 二 重 积分 与 其 边界 闭 曲 线 
上 的 曲线 积分 之 间 的 关系 ， 而 奥 一 高 公式 则 给 掉 了 空间 区 域 上 
的 三 重 积分 与 其 边界 闭 曲 泗 上 的 曲面 积分 之 间 的 关系 。 

定理 19.7 ” 设 空间 区 域 产 是 由 光滑 或 分 片 光滑 的 闵 曲 面 3 
《一 片 或 ? 片 ) 所 围 成 的 连通 区 域 了 。 如 果 函 数 P(x,y,%)， 


QCx,y, %), R(xep %) 及 3 多 9 在 亲 区 域 矿 上 连续 ， 
则 有 
ga 0 | dxdyd%= Dee 
+ Raxdy (19. 40) 


《19. 40) 式 的 右 端 的 曲面 积分 是 沿 闲 曲面 外侧 进行 的 。 等 式 
《19.40) 称 为 奥 一 高 公式 。 

证 明 设 区 域 广 的 上 、 下 侧 边 界 分 别 为 光滑 曲面 ! 

下 :5 二 CX,y), 《2 3) ED 

SE CD 

3 负 : 由 通过 区 域 乒 的 投影 区 域 D,, 的 边界 , 且 平 行 zx 轴 的 


中 连通 起 包括 单 连通 和 复 连 通 区 域 ， 邵 果 空 忆 区 域内 任何 一 个 封闭 曲面 内 可 不 
既 过 区 域外 的 点 而 连续 地 纺 为 一 点 ， 则 称 此 空间 区 域 为 单 连 通 区 域 .例如 ,由 一 个 贡 
单 闭 此 面 所 国 成 的 区 域 就 是 单 连通 区 域 ， 不 是 单 连 通 的 连通 区 域 ， 就 称 为 复 连 通 区 
球 ， 中 区 域内 军 少 有 一 个 封闭 曲 而 必须 她 过 区 域外 的 所 才能 连续 地 收编 为 一 点 ， 欠 
直 兹 上 上 看， 复 连 通 区 域 就 是 有 空洞 的 连通 区 域 . 
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母线 构成 的 柱 面 。 
这 类 区 域 广 称 为 x 一 型 区 


域 , 记 作 矿 ,D( 如 图 19.26)。 9 
品 二 襄 } 
对 于 矿 ,型 区 域 ， 有 FN hy 
js dxdyd%= be 4 
= Rdxdy Ry 
z=2 1 (Xx) y) 

事实 上 ， 由 三 重 积分 和“; 

计算 公子 9 有 图 19.26 


jf dxqdyd es dxpy] de 


(Rc, za 7) 21dxdy - [Rcx,y, (x,7) Idxdy{ 1) 


Dx.s Dx7 


让 曲面 积分 的 性 质 ， 有 
OP Raxay = [Rear[ Raxay + {| Rdxdy (2) 
S | 


sk i 
由 公式 (19.30) 有 
人 Radxdy = -|{fRcx,», zi(xy) dxdy (3) 
3 下 Lx 
中 Rdxdy = [faex,, w(x) dxdy 《4) 
Dx 
“上 
Raxdy=0 . 
用 《5) 


将 《3) 式 ，〈4) 式 及 《〈5)》 式 之 值 代入 〈2)》 式 中 得 
中 Ri = [cs sca) 2dxdy — : 


Dx 


中 在 特殊 情形 下 ，F'n 型 区 域 侧 面前 母线 平行 轴 的 柱 百 可 能 退 塘 为 一 条 曲 线 。 
5898 . 


JRC, sx ddy 《6) 


Dx 


比 谤 (14》 式 与 (6)》 式 ， 得 


J fads (7) 
同 理 可 证 

[area oasis (8) 

[| ST dxdyds= Opadyds (9) 

Vx 3 


对 于 一 般 形 状 的 单 连通 或 复 连通 区 域 广 ， 我 们 可 以 用 一 片 
或 儿 片 光滑 曲面 〈 双 侧 ) 把 六 分 成 # 个 小 区 域 太太 
使 每 个 小 区 域 乒 ，( = 1, 23,…,#) 同 时 是 这, 型、 信和 型 入 ,型 
区 域 加 。 从 而 ,由 《7 式 、(8)》 式 和 (9)》 式 , 有 


川 这 es $b Payas (10) 

pi itot 

川 误 六 全 fb ozztx (11) 
本 自打 FT 

人 | OR gxdyds= Rdxdy (12) 


式 中 3 是 六 ,中 的 边界 曲面 与 5 重合 的 部 分 ， 显 然 25;= 5, 而 


0 是 分 割让 所 添加 的 曲面 ,将 (10),、 (11 (1t2) 式 相 加 ， 其 左边 
之 和 为 


ll Bd /ds 用 各 2 


or sdds + i (|S adxdyaw) 


也 读者 不 准 仿 腿 PF, 型 区 域 的 定义 ， 给 出 Fr 型 7y 型 区 域 的 定义 ， 
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-J (S++ dd 


0 
两 侧 ， 故 展 布 在 其 上 的 曲面 积分 恰好 消去 ， 从 而 


5[$ pdyds+ + Qdxdx + Raxdy] 


Hg=E Sitot 


= 中 Pdydzt+t dOdrdx + DRadxdy 
OR 

= hPayds + Qdwdx + Rdxdy 
了 


由 三 式 的 左边 之 和 等 于 右边 之 和 ， 得 
由 + dxdyds= 


+ paydz + Qdzdx + Raxdy. 品 
了 


利用 奥 一 高 公式 可 简化 某 些 第 二 型 曲面 积分 的 计算 。 
例 1 ”利用 奥 一 高 公式 计算 曲面 积分 
了 = cx ~— 2%)dydst (y— vx) dradx+ (x: — xy)dxady 
上 让 


其 中 ?是 由 三 个 坐标 面 及 平行 于 坐标 面 的 平面 x=w =“ 和 
= 4 所 围 成 的 正方 体 的 外 站 面 ， 
解 因为 ， P=x: 一 yx，Q=y 一 xx， 有 =z: 一 xy, 所 以 
oP -2 BC DR _ 
Ox Oy 他 和 


:了 二 ?| +y+%)dxdyds= 2 fax fay es +y+%)dz 
Yr 
. =2| dx{ (ex+ay+)ay= 2| (ex + 皇 + 邱 ) dx 
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ra 2 
ee ove 4 Meek eB rah WEE 2 RE 了 站 多 Prog 机 让 2 el PP eo ee SE Taco 4 EE A 


一 a1 
例 2 证明， 目光 浓 闭 曲面 所 国 成 的 闭 区 城 广 的 全 积 
六 = $a: + ydzdx + zdxdy 


证 明 因为 P=x,0=y，R=%， 所 以 


由 奥 一 高 公式 ， 有 
dydstyas sdxw + %dxdy= 1 -3 有 | dxdyds% 


= 3 
从 而 ， 由 下 式 得 
六 = dd ydsd + wdxdy 


$19,8 斯 托 克 斯 公式 


格林 公式 给 出 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 共 边 界 闭 曲线 
上 的 曲线 积分 之 间 的 关系 , 把 平面 闭 区 域 锥 广 到 空间 曲面 坎 上 ， 
就 得 到 了 空间 划 面 3 上 的 曲面 积分 ， 与 褒 其 边界 空间 闭 曲 线 的 
线 积 分 之 间 的 关系 ， 这 如 是 本 节 讨 论 的 斯 托 克 斯 公式 。 

出 于 闭 出 线 有 方向 问题 , 而 曲面 又 有 全 的 问题 , 于是， 在 未 
讨论 斯 托 克 斯 公式 之 前 ， 先 对 邮 面 3 及 其 边界 闭 曲 线 工 的 方向 作 
如 下 规定 ， 设 有 一 人 站 在 曲面 5 的 正人 出 〈 即 人 头 方向 与 法 线 正 
方向 一 致 ) ， 如 果 当 他 滞 上 行进 时 ， 团 曲线 所 围 成 的 曲面 块 总 
在 他 的 左 方 ， 则 规定 人 的 行进 方 癌 为 边界 财 曲 线 工 的 正 回 。 反 
之 ， 就 是 边界 团 曲 线 工 的 负 回 〈 如 图 19.27)》 。 这 个 法 则 称 为 
右手 法 则 或 右手 媒 旋 法 则 (用 右手 作成 半 握 式 ， 和 使 其 拇指 与 其 
他 四 指 垂 直 ， 拇 指 的 方 贞 代表 曲面 达 级 的 正方 内， 则 二 他 四 指 
dae ho 
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-定理 19,8 设 有 双 删 光滑 有 曲面 氛 法 正 
$5, 其 边界 上 是 光滑 或 分 段 光滑 的 财 上 EN 
线 。 如 果 函 数 PCx,y, x,), Q(x,7, 2)， 
eh %) 汲 其 一 济 偏 导数 在 有 曲面 类 i 


3》 《(《 包 合 L) 0 则 图 19.27 
jj = (到 -人 站) dxdx+ (Fm -7 J 
= 人 (19 ,41) 
I 


其 中 5 的 侧 与 Z 的 方向 按 右 手法 则 确定 ， 避 98, 4》 式 称 为 斯 托 
克 斯 公式 。 

证 明 为 了 明确 起 见 ， 不 芒 设 
双 侧 光滑 曲面 5 取 上 侧 为 正 , 它 的 方 
程 为 

%=% Cx,y), (xX,y) ED,, 
它 的 边界 曲线 工 在 xy 面 的 找 影 为 沿 
反 时 针 方 向 进行 的 闭 曲线 六 (如 图 
19.28) 。 设 其 参数 方程 为 图 19 ,28 

了 x=9) ,y= a ith 

则 空间 曲线 工 的 参数 方程 为 

ST, x= p(t), y=p(t), 5%= fp, $I= X(t) otB 
由 空间 曲线 积分 的 计算 公式 (19.20) 有 


| poe | PC 人 (归功 (和 (人 pid 
工 区 


e { P{gt), pO fC YI} pC dt 


= {PE yf Cx,8) 14% (1) 
I 


这 样 所 考虑 的 空间 曲线 积分 就 化 为 平面 曲线 积分 
令 PCx, yf C(x,))]= 9(Cxy7y)9 由 衬 林 公式 和 《1) 式 ， 有 
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GE 9 . 放 村 和 才 a1 99 grgyirer 三 和 grgH1 加 mi Vs， 


(C2) 
人 ee dx 

ml Oy 

[ees dx ; 

| | 

i 


， 有 m 
0 条 
多 天 0G% 
由 复 a ， 
Oy 


oP 只 pe 
J 2 
| ph a dx 加 《3) 
大 
下 | cosyz 
人 攻关 He 
3 I 线 的 方向 余 
2 
1 ee | 
由 于 光 洛 曲 -区 
(和 过) 
| ba oe 、 
: 有 
区 有 0 
Yr) es 
CO 已 ee. 
2 (a | 
Qs = / 
C Y , 
Pet 
sp. | 
于 是 ， -入 -co y. i 
0 3 


有 
= 
37) 二 
《19。 

) 和 

关系 (1L9.35 

之 间 的 ; 

i 积分 之 

面积 

两 种 曲 

CE， 由 两 

四 此 ， 
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优 本 +: 全 荔 oe< 人 区 


Cospads ‘ee me 


-je dy - dvdx (4) 
将 (4) 代入 (3 〉 中 得 
i 09 jd, = | dy dd 05) 
再 将 (5) 式 代 入 《2) 式 ， 得 
Pp 
zz | dxdx ~ 和 (6) 
同 理 ， 如 果 曲 耐 的 方程 为 
X= x(y, %) (y, %) ED,, 
可 证 明 
| 0dy = ff (7) 
如 果 曲 面 4 的 方程 为 
2=y(%, Xx), (x, x) ED,. 
可 证 明 
Ra- jj 2 ds— Ddsdx 《8) 


如 果 给 定 的 曲面 胰 可 用 “= z(x,y) 表示 ， 又 可 用 y= 
(zyx)》 天 示 ， 义 可 用 x=x (7 xz) 表示 ， 那么， (6)，、 
td ei 


{ pdx + Ody+ Rdz= {( -9 Sdyds 
(1 


最 后 ， 对 于 一 般 形 状 的 光滑 双 侧 曲面 氧 ， 总 可 以 用 曲面 上 上 
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若干 条 光滑 曲线 把 它 分 成 ?个 小 曲面 块 ， 使 得 每 个 小 曲面 块 都 
可 用 三 种 方程 (%= zx(x,7)，7?= (zx)x= x(y,%)) 来 表示 ， 
因而 (19.41) 式 成 立 . 将 这 些 等 式 相 加 ， 并 注意 在 添加 的 每 段 光 
滑 曲 线 上 ， 正 负 两 个 方向 各 积分 一 次 ， 恰 好 互相 消去 ， 因 此 ， 
斯 托 克 斯 公式 (19.41)》 成 立 。 器 

在 819.4 中 ， 我 们 利用 格林 公式 讨论 了 平面 曲线 积分 与 路 
无 关 的 条 件 . 在 这 里 ， 我 们 将 利用 斯 托 克 斯 公式 来 讨论 空间 曲 
线 积分 与 路 无 关 的 条 件 。 为 此 ， 要 求 对 所 考虑 的 空间 区 域 扩 内 
的 任意 简单 光滑 或 分 段 光滑 闭 曲 线 L ， 必 能 “ 张 ” 成 一 片 ( 非 
自 岛 相交 的 ) 以 工 为 边界 ， 并 且 完 全 落 在 区 域 内 的 光滑 曲 
面 ， 称 具有 这 种 性 质 的 区 域 广 为“ 依 临 面 ”的 单 连通 区 域 。 球 
和 二 同心 球面 所 包围 的 区 域 都 是 这 种 意义 下 的 单 连 通 区 域 ， 而 
环 状 区 域 则 是 这 种 意义 下 的 复 连通 区 域 。 

同 平面 曲线 积分 完全 类 似 ， 我 们 也 有 关于 空间 曲线 积分 与 
路 无 关 条 件 的 定理 。 

定理 19.9 如 果 函 数 PCx, yz 0(x yz)， 及 (xy 5) 及 
其 一 阶 储 导 数 在 依 曙 面 意义 下 的 单 连通 区 域 上 上 上 连续 ， 则 于 列 
四 个 命题 互相 等 价 ， 

t” 曲 线 积分 


| Pdx + Qady+ Rdg 


只 与 区 域 VY 内 的 始点 4 和 终点 B 有 关 ， 而 与 连接 44,B 二 点 的 
2” 表 达 式 
Pdx+uzy+ Rdz 
dF (x,y, 2)= Pdx + Qady+ Rdx 
3" 在 区 域 广 内 每 一 点 《x,y,%), 恒 有 
86R 60 Pp 6R 00 6p 


Ee 号 


Oy 6z’ oz Ox’ Ox 0y 
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4” 沿 区 域 刻 内 任 一 光滑 或 分 段 光滑 闭 曲 线 上 的 积分 重 为 
0， 即 


ppdx+0dy+ Raz=0 
了 


证 明 同 平面 曲线 积分 与 路 无 关 条 件 的 定理 19.4 完 全 类 做 ， 
所 不 局 的 是 定理 19. 4 用 的 是 糙 宁 公式 ， 而 本 定理 则 要 应 用 格林 
公式 的 推广 公式 一 一 斯 托 克 斯 公式 ， 故 证 明 从 略 。 
例 1 计算 曲线 积分 
二 | (%— 2y)dx + (x— 2%)dy+ 《7 一 Dx)dz 


其 中 工 为 平面 x+y+%*= 1 与 三 
个 坐标 面 的 交 强 ， 当 观察 者 站 
在 第 一 卦 限 x7 平 而 上 x +y>>1 
处 看 交 线 ， 此 交 线 是 按 道 时 针 . 
方向 进行 的 (如 图 19.29) 。 
解 P=%2-2y,0=x~ 2%, 
R=y-2x， 由 斯 克 托 斯 公式 ， 
有 图 19.29 


a es )dydx+ (Se zdx+(-5- 


oP 
3 ) d= java a (一 2)] dzdx 


+[EL 一 (一 2)] dxdy -中 power 3drdx+ sdxady 
由 对 称 性 ， 得 


到 -ol > 1 _ 
To) awa-s [axdy= x Ty 
例 2 验证 曲线 积分 
[2x +y%) dx + (2y t+ x) dy + xyd% 
L . 
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DE 


与 路 无 关 ， 并 求 积分 
{1111} 
| ， (2x + yx)dx 二 《2Y 二 xx) dy 十 xyd% 


解 了 = 2x 十 yx 地 = 27 + X2， R= ny 


因为 OR 60 6P OR 60 


6s oz 


所 以 ,根据 定理 19.9， 有 曲线 积分 与 
路 无 关 。 为 此 选取 折线 ， 先 从 原点 
(0,0,0) 沿 x 轴 至 点 (1, 0， 
0)》 ， 和 再 从 所 《1t1，0,0)》 没 平行 
. 轴 的 直线 至 点 《1,1,0)》， 最 
后 从 点 《1,1,，0) 沿 平 行 于 >“ 
轴 的 直线 至 点 《1 ,+ ,1)》 (如 路 


19.30) 。 于 是 ， 医 |19.30 


(1151) 
[ (2x + yr)dx + (Dt we) dy+ xyd% 
O01) 


] i 上 
| gw | 2d2+ | ds 
、 这 ， 加 有 并 


Lp | i ,1 四 人 
上 一 | +y | 十 名 ~ 
' ,四 
ee 
学 习 指 导 
一 ”内容 概要 
1 重点 及 要 求 


Ox’ Ox | 


OP 


0 


本 章 主 要 讨论 了 平面 及 空间 曲线 的 第 一 型 和 第 二 型 曲线 积 
分 ， 空 间 曲 面 的 第 一 型 和 第 二 型 此 面积 分 的 概 ! 念 、 性 质 和 计 
算 ， 重 点 是 计算 ， 龙 其 是 第 二 型 册 线 积分 与 曲面 积分 的 计算 更 
为 重要 ， 读 者 必须 很 好 掌握 。 此 外 ， 还 讨论 了 二 重 积 分 、 三 重 
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积分 、 曲 线 积分 与 曲面 积分 之 间 的 儿 个 重要 公式 ， 格 林 公 式 ， 
奥 一 高 公式 和 斯 托 克 斯 公式 。 这 些 公式 不 仅 指出 了 各 种 积分 
之 闻 的 关系 ， 而 且 应 用 这 些 公式 常常 给 计算 某 些 积分 带 来 方 
便 。 因 此 ， 读 者 一 定 权 很 好 地 掌握 这 些 公式 的 条 件 和 用 法 ， 一 
般 说 来 ， 多 半 是 应 用 格 灾 公 式 把 复杂 的 闭 曲 线 积分 化 为 该 出 曲 
线 所 围 成 的 一 个 平面 区 域 上 的 较 简 单 的 《区 域 和 被 积 西数 都 比 
较 简 单 ) 二 重 积分 。 而 奥 一 高 公式 则 多 用 于 将 较 复杂 的 奢 曲 
面 的 第 二 型 曲面 积分 化 为 较 简单 的 三 重 积分 (区域 和 被 积 函数 
都 比较 简单 ) ， 


2 第 一 型 曲线 积分 的 计算 


| 
站 加害 方 和 化 为 参数 方程 代入 作为 定 积分 | 
=p z=g 由 | 人 me 区 fr mal 与 方向 车 
¥ y= y= 分 ma 0 
ci<B _G<tS8 人 fips DY 
面 tap D+ 0 ds ER (小 ) 积 到 
vPro dt Bs 
r= (1) =p A ee 
.打卡 p 
y= y= 
= fptD, gD),x (0] .| 定 积分 总 
3 二 多 (位 = Xtt) | & 是 从 a 
间 lath actgB + Xi 小 ) 积 到 
dl = | 0 BC( 大 ) 
VP D+ + X(t as 
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3 ”第 二 型 曲线 积分 计算 


gm 方 程 | ranaas 代入 络 分 中 化 为 宇 积 分 注意 
ep ds = p(t) ot {Pw Dart+ Qt Way 与 方向 有 
| y= ay= Wat| 六 
c<tcB 8 关 
看 dp p(B)) = {Pep DG DID + 


B: (plB), 
《有 )) 


十 全 [的 从 DDIY' Htat 


=p) dt=p tat f Ply martQlrr yn dy 与 方向 无 
Ee ay= wat 2 
ss , A 关 
ps= X(t) ds=X (nat + Pr, yrs a 
at<B B 
本 站 
| aen'eea， = {PL@tD), BH), x IP' 
xfcz》 + QP GD XO IG Ct) 
吾 ( (6)， + RIPIUD, pO XD IX (t} }at 
weB)y, xB)) 
4 ”第 一 型 曲面 积分 计算 
方 各 计 算 a3 | 代入 化 为 二 看 积分 
S=27,Yy} 1 d= {ff yase 
{7,9) E Dry | 7 一 一 7 7 Oz Ni 
1t[ 人 + drdy 
y Ee 上 oy i 
Lxsy 
人 冀 ) me es 
Y= (8 Qa3= few YB) IS = 
(2, 0%) E Dxs A /Bw 
7 ya+ (YY) + +{) dzdlr | 
.xy Ox ra 3s {2p FI 2)" 
只 zy 
Qi 
UA +( (gr zd 
出 一 Ya) | ds = frewam。 
(Ws) ED ys /Br dre 
1+1 -一 | +(——) dyaz 
Oy ) ( 二 ee 
Dry 


(呈请 (人 -5 ) dyads 
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5 第 二 型 曲面 积分 计算 


曲面 8S 药 售 及 方程 | 代入 并 注意 嵌 加 3S 的 出 注 党 
《2 DD ED zs 有 家 有 关 


03- 一 :3 = att,Y)) 
下 = 人 人 Fe yskessD5azag 
Dx,y 


(= - (ffcr,y, (wy) aray ) 


Dry 


{Fs 艺 ) EE Dxr 了 
(Sy=Yy(e 7)) | 
在 
= [CT 3 le, 7), pIdzsan 
) 


(ff ret n,nas) 


Drx 
i 
疹 3 首 三 全 (ys 2 
前 ffsy ayan 
{yy 2) ED ys 3 
HB: r=%ty, CO》 | 
a = {ffcr ty, 0),y, 0ya 
Dys » 和 多 


(= -人 人 cz nD, yayas) 
了 Js 


一 ae 


(DS 二 指 咎 面 妇 =y(z,2) 的 正法 强 与 y 抽 正 向 夹 钟 为 锐角 。 
@ 8 前 指 酉 面 -了 =z 人 的 正法 线 与 z 划 正 向 夹 角 为 锐角 ， 


6 ” 几 种 积分 之 间 的 联系 


省 。 称 ] 内 容 
牛 林 公式 i 
Dp 占 


PL 


和 与 一 高 公式 
a 中 Pasyaz+Garar+FRerdy 


分 
"C/OR 60 OP _ OR\,,.,/09_ oP 
人 OY Bg Jayaz PI Oy ) ay 


a 中 Par + Uday + Raz 


上 

斯 托 克 斯 公式 | 为 了 便于 记忆 ， 和 写成 行列 式 形式 
dyds zdx ee 1 
DO 6 020. 

Or DY Og 

Pr ¢ RF 
= 中 Paz + Qay + Ras 

工 


1 


二 几 点 说 明 


1 ”关于 各 种 积分 的 方向 

到 目前 为 止 ， 我 们 学 过 的 所 有 积分 中 ， 二 年 积分 与 三 重 积 
分 的 积分 域 ， 即 平面 有 界 区 域 与 空间 有 办 区 域 没 有 方向 问题 ， 
于 是 二 重 积分 与 三 重 分 也 就 没有 方向 问题 ; 而 第 一 型 直线 积分 
及 第 一 型 曲面 积分 虽然 积分 域 ， 曲 线 或 曲面 与 方向 有 关 ， 人 得 第 
一 型 曲线 积分 及 第 一 型 曲面 积分 却 与 方向 无 关 ，、 涂 此 以 外 ， 还 
在 一 闫 积 分 ， 如 定 积分 、 第 二 型 曲线 积分 “〈 平 目的 和 空间 的 ) 


QD 在 行列 式 中 ， 形 式 上 把 ads、eearsdzay 和 -9 ，-2_ ，-2_ 都 看 作 数 ， 
OD OY 6z 

oF 

Gy 


ay%, 其 他 网 项 的 意义 加 同 。 


于 是 ,行列 式 中 的 项 ,例如 。、dyes， i 央 沁 
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和 第 二 型 曲面 积分 ， 它 们 篆 与 曲线 或 曲面 的 方向 有 关 ， 
事实 二 ， 我 们 有 


1° | fx) dx= 下 xydx 


2° | pdx+0d= -| pax+ 0d 


A 有 4 


人 


Pdx +OQAdy+ Rdz= — | Pdx + Qdy + Rds 


AB Bd 


3° fpayds+Qdzdxt Rdxdy 
3S 


二 一 中 Payd5st+QdzdxTRdxdy 
内 
2 关于 曲线 积分 与 曲面 积分 的 对 称 性 的 应 用 
例 1 ”计算 空间 曲线 积分 
和 ed 
L : 
其 中 上 为 球面 x: + 六 + x = a? 被 平面 x+y+%= 0 所 截 得 的 加 
闲 ， 
解法 一 ”首先 求 出 球面 x:+y:+ := 4 与 平面 x+?+2%=0 
的 交 线 (圆周 ) 的 参数 方程 。 为 此 ， 由 方程 x*+y?+%*= 2 
和 x++x=10 消 去 ?得 


加 1 2 _ ; 
( z+ 字 ) > (2¢ 3xX“) 
令 | 4cosit, 则 
i 二 
多 = 广 十 可 24 3%2 = 全 4 (sin - 考 cos) 


2 


= — (xX+%)=— 


2 ( sint+ 505!) 


由 此 得 到 圆周 的 参数 方程 


站 -cosi 


dl= x (1) + yt) + sd 


三 V(-V2esing ) +|- a (cosi Fsin’ )| 


十 Be (G0 + esins )] di=addt | 


地 十， 有 
了 了 也 2 
2 
> di = | (V5 aCOst ) adt 
92a [**1 +cosof 2 3 
二 一 一 f= -一 -1 
3 | 2 


由 此 可 见 ， 按 正规 作法 是 相当 琳 类 的 。 然 而， 如 果 利 用 被 
积 函 数 和 积分 曲线 的 对 称 性 ， 此 题 就 变 得 非 当 简单 。 


+ 
解法 二 由 在 交 线 (加 | 中 所 含 的 三 


十 ?十 多 二 


个 变量 x,y 和 x 所 处 的 地 位 是 完全 对 称 的 。 因 此 ， 
Pd | Ps } id/ 
从 而 
bP xa = Pyrat | | Gta 


由 于 被 积 范 数 /(x,7,%) = x: +y:+%: 伍 在 曲线 
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下 + = a 
名 十 9 十 名 二 0 
取 值 ， 于 是 xyyx) = xf 十 92+%2 研 4 和， 故 


$x:d1 = ad1 = d= ane 2 
| 3 3 


和 


例 2 ”计算 积分 
Te +y drxdx + wdxdy 
其 中 5 为 球 x?+y+ := a 的 外 表面 。 
解 ” 设 上 半球 面 5 上; % = vai 一 x:-yis 下 半球 面 ?fF; %= 
一 VE 一 x 一 疗 ,它们 在 x 平面 上 的 投影 部 是 圆 域 Dy:x: + 所 
4, 于 是 ， 


由 widxdy = | | widxdy+ sadxdy 


-|| (ur 二 作 - 《22 一 _ yidxady 
a 
Dxy 


.Daxy 
一 je — x ydxdy =2 faef (a 一 pe 


2 
直 


由 于 三 个 被 积 函 数 忆 ,> 在 积分 城 球面 


Xi 二 并 十 一 


的 外 表面 中 所 处 的 地 位 完全 相同 ， 即 该 积分 有 对 称 性 ， 于 是 
eee 和 尝 


因此 ， 有 | 
fdydrt yadrdx +t wdxdy =3 x FE = -2 


5 
5 


由 此 可 以 看 出 ， 正 确 运 用 对 称 福 ， 能 够 简化 计算 ， 
01 


三 ”人 向 题 选 讲 
例 1 “计算 第 一 型 曲线 积分 


| 


其 中 工 为 对 数 螺 线 D= aes(&>0) 在 0 和 9<3r 的 部 分 。 
解 ”将 p=aee 代 到 极 举 标 替换 中 ， 得 到 参数 方程 


| X= DOcosb = ge cost, 
\ y=Ppsing=aetssing (0<0<27) 
di= wx +y'" (0) ad0 
= (akercos0 — ae™sing): + (ake™sind + as Wcosd) dO 
= aw 1 + kierd0 
将 x 与 4 代入 曲线 积分 中 ， 得 
| #a7= | eercosb va A T+ Red 


i 


=a 1l1+ EB| eicos0dl 
v0 


_ se /i oDECOSO+ sing) |*” 
i 4€:+ 1 0 


ka I+ hk: (Cer —1) 
i+ 4k’ 

例 2 .计算 第 一 型 向 线 积 分 
| (Xt y+ rd 


工 
其 中 工 为 螺 线 x= acosi,y= asin!t,%= bt 《02r)， 
解 因为 x=ecosf:y= asints%= 2i 所 以 x'== 一 asint,y'= 
4acost, 2 = 2 于 是 
d= ty to dt = (—asint)’+ (acosi) :to dt 
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= Var dt 


将 x,y,%, 及 d! 之 值 代入 则 线 积分 中 ， 得 


fo 十 92 十 多 2 di = | C(zcos 有 2 直 Casint) + (Bt) 
中 
工 


v at+d’ dt= fe + hi) ait+ be dt= [= Vaitot 


ee 


< aith: (3a:+ dnd!) 


3 和 
例 5 ”计算 积分 
| «di 
xz 十 加 一 史 2 
其 中 工 为 交 线 人 于 从 点 G00,0,0) 到 At(4asa， 
X = ay 


24) 一 段 颖 (a 之 0). 
解 先 求 曲线 的 参数 方程 。 取 x 作 人 参数， 将) = -世代 入 


到 x*+y*= %: 中 ， 解 得 


(AT 
于 是 此 曲线 的 参数 方程 为 
De 
《0 和 xx< 生 4) 


di=/ 主 十 7 二 多 2 dx 
本 Dx AN 2w2 十 4 YYz 
TV 人) + (Sr) 4 


= &., V+ + 二 2 


于 是 ， 有 


oe Vt a + 六 a dx 


| z= Er a 
8 好 4a A 


L 


af I ee 由 


hi 
RL: Qa 
-| 16 /e+ 号 ax 十 -_174- ln 人 (x+ 
A’ 2 16 


2 
9 fetest 9) = 


25z: +8 /19 。 
门 9 ， 17z .1 WE (a 
64 


M 2 0.16 16 
174 174 
2.16: I 16 -)] 
1 2 | 
06 100V 台 - 72 一 171n 和 
例 4 ”计算 曲线 积分 

| xydx 
A 


其 中 AB 是 拖 物 线 y= x 从 点 4A(1， 
一 二 到 虚 BC(1,1) 一 段 弧 (如 图 


19.31) 。 


2 a 


~ 
AB A on 


ee——— me 时 一 一 一 一 一 一 一 
OV dor -Inlr+ Vr -0 [十 他。 
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曲线 A0 的 方程 为 7= - wx ,于 是 
| xydx = | x(-v*) dx= 一 之 x 
分 


草 线 OB 的 方程 为 ?= w*， 于 是 


例 5 ”计算 曲线 积分 
dx+ady 
本 
其 中 工 为 以 .A(1,0)，B(0,1)， 
C(-1,0), D(0, 一 1 为 预 点 的 
正方 形 的 围 线 (如 图 19,32). 图 19.32 
解 ” 正 方形 各 边 的 方程 分 别 为 
AB;:y=1-x, BC:y=1+x 
CD:y= -1—-x,DA:y= ~1+% 


于 是 ， 


dx +dy 
;xl 十 


上 J dx+dy ( dx+dy 
% 十 》 一 十 多 9 


| (1~1)dx+ 2dx (1— 1)dx = (1 + 1)dx 


=0-2+0+2=0 

例 6 ”计算 积分 
ydx ttdy+ wids 
工 


其 中 工 为 曲面 x**+y 二 = 与 
x24 关 = ax (sz0a>0) 相交 的 闭 
曲线 ， 若 从 ox 轴 上 上 x 之 a 的 地 方 观 
察 ， 此 曲线 是 按 道 时针 方向 进行 的 
《如 图 19.33) 。 
解 ” 首 先 将 给 定 曲 线 化 为 参数 
方程 ， 取 极 角 0 为 参数 。 为 此 ， 令 
x=rcosl y= rsing (1) 
将 《1) 代入 到 柱 面 方程 x* + 六 = ax 中 ， 得 
r=acosd (2) 


再 将 (2) 代入 (1) 中 得 


| x= cosd 


| (3) 
y= acost.sing 
再 将 (3 〉 代 入 到 球面 方程 x**+y+ 吕 = 4 中 ， 解 得 
% = a (4cos0d): 一 (zcosgsin0)2 = a Sin 全 
这 样 ， 我 们 得 到 晶 线 的 参数 方程 为 
X = xdCOS 旨 
| y= asinlcosd 
4 TT i 
%= a |sing | (- <0 3) 


了 于是， dx= -2zsingcos0z0 
dy = ecos2bgd0 


ccosgdg， 0<0< 


i 


oda .<0<0 


将 ?及 dx 的 表达 式 代入 到 沿线 积分 中 rdx 中 ， 得 


TT 


| ydx= ls arsindcosd( — 24)Sin0cosad 0 
E = 了 
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| © (~ 20)sin'gcos'dd0 = 00 
一 所 
将 x 及 dz 的 表达 式 代入 到 曲线 积分 和 x*d% 中 得 
L 


ads | widz+ | ids 


工 ! Lg 


= 人 《SC9s2)24CDS0do t+ 人 coseyr {— cos0) dd 
和 

0 T | 

lcC0550d0 + 全 一 ee 


| 
= faceos(- 加 ) df 一 日 ) + + 一 acos0)d8 
= fncosga0 + 人 (~ aicos’)d0 

0 


将 x 及 dy 的 表达 式 代入 到 曲线 积分 4 x:dy 中 得 
和 = (3 vesing.veos2gi8 
一 到 
本 ,| 去 3。 工 一 cos20 3 
= ?| Nn cos20d0= 
= 43 上 cos264d6 — a | Tcos:2040 
0 是 


=0 一 2 


/ey 
和 2 


因此 曲线 积分 


人 


外 奇 茵 数 在 关于 原点 的 对 藉 区 局 上 的 积分 等 于 举 。 
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中 rax+ say+x Se 
I 
例 7 ”计算 积分 
了 工 = gy- Xiydx i 攻 Se 2 
其 中 沿 正方 向 进行 的 圆周 x*+=a”， 
oP 00 
解 P(x,y) = — x’y, FO 2 ar = 
由 格林 公式 ， 有 : 
= [| :+dxdy= | (x:+y')dxdy 
Dn 工 2 十 .了 2 人 8 


| 二 


2 r 
=| 2 riepdr= 9m :| 
习 昌 4 | 让 


2 
例 8 ”计算 曲线 积分 


| (ersiny — my) dx 十 (erCOSY 一 m)dy 


由 


其 中 有 m2 为 由 点 4Cas0) 至 点 0(0,0) 
的 上 半圆 周 x:+ 和 只 = ax (如 图 19.34)， 
解 ” 补 加 家 线段 0A4 ， 使 之 构成 


-一 人 
闭路 4mo4 ,由 曲线 积分 性质 ， 有 图 19.34 


| | (4) 


~ na 
A 败 本 寺 作 A 


对 于 闭路 积分 和 ,应 用 格林 公式 化 为 二 重 积分 ， 
人 

P(x,y) = ersiny —my, Q(X,y) = eCOSy—W 

oP 


0 和 
oy 一 扩 ， Be = eCOsy 
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设 闭 曲线 mo 有 4 围 成 的 半 轩 域 为 D ， 则 由 格林 公式 ， 有 
(ersiny ~ my) dx 十 (scCosy —m)dy 


= Jeecog- (eCOsSy ~ 匠 ) Jdxdy 
DL 


je 


对 于 直线 段 0A 上 的 积分 | .由 于 y=0 (0<x<a), 于 是 ， 
7 
dy=0, 从 而 有 
| (e'siny~ my) dx + (eCosy ~ tm) dy = | vdx=0 
of 


六 此 ， 由 《4》 式 ， 有 


| (eginy ~ my) dx + (icosy ~ m)dy = TR 一 0= 2 人 
/ne 
倪 3 ”计算 曲线 积分 
“ | wady— ydx 
Xt y 


i 


解 Plx;y)= 一 人 ， Q(x “tr 
当 《xy)s(0 0) 时 ， 恒 有 ~ 
6Q ye 0 
Ox (xit+y): 0y 
分 两 种 情况 讨论 : 


(1) 若 坐 标 原 点 在 围 线 之 外 ， 这 时 在 闭 曲 线 了 上 围 成 的 有 界 
闭 区 域 D 上 ， PCx;y)，QLx37) 及 其 一 阶 偏 导数 缘 连 续 ， 于 是 ， 
由 格林 公式 ， 有 


ol ydx 2— wz 
de || er los 
=0 

(i) 车 坐标 原点 位 杆 围 线 之 内 ， 
这 时 P(x,y) 与 0Cx,7) 在 原点 皆 无 
定义 ， 不 满足 格林 公式 条 件 ， 邦 不 
能 直接 在 L 所 围 成 的 区 域 上 应 用 格 
林 人 公式， 为 了 应 用 格林 公式 ， 我 们 
控 去 以 原点 为 心 的 一 个 小 贺 。 即 取 
充分 小 的 RR 之 0， 以 原点 (0,0) 为 图 19 .35 
心 ， 以 8 为 半径 作 一 小 圆 : x? + 六 = R*, 使 共 完 全 位 于 闭 曲 线 L 
之 内 。 用 Pr 表示 界 于 工 和 小 圆 志 之 界 的 环形 区 域 ( 如 图 19.35) 。 
显然 ， 在 Det， P(x,y)，Q (Cx, 及 其 偏 导 数 皆 连续 ， 从 而 可 
应 用 和 格林 公式 ， 得 


的 


其 中 二 是 顺 时 针 方 向 进行 的 小 赔 + 六 = = Ri. 
枢 据 曲线 积分 的 性 质 ， 有 


从 而 ， | ey A En je 医 | 
并 中 L: 家 示 与 小 贺 周 Lx 反方 向 的 圆周 ， 即 古 逆 时 针 方 向 进 
行 的 圆周 x: + 六 = RK’. 它 的 参数 方程 
x= Reost,y= Rsint (0<1<27) 
于 是 ， 我 们 有 


和 全 =- wady—ydx 
wt w+ 


、 fn Reost. Reost— Rsini.( ~ Rsint)y Lf 
= | 
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= | d=2n 
例 10 求 星 形 线 x = acos't, 
= 5sint (0<F<2r》 所 围 成 的 
面积 (如 图 19.36) 。 

解 *=acos't,y= Sin 
dx= — 3acOs'tsintdt, 
dy = 3bsin’tcostat 

由 面积 公式 (19.22) ,有 


1 
= 了 工 中 xdy 一 ?92X 
) 图 19.36 


| Cacos'e3bsincost -bsin't.(— 3acOstsint) dt 
人 


Zr 
| sin’tcOs’t (coOs't + sin’t} at 
Pe 


348 fr ,2 _ 3 la 
8 | Sinz21d7 = ed 


[一 一 
一 一 


352 能 到 26 295 dk 
8 pe 8 Js 2 


dmab 


3 
.ft2,3) 
例 11 计算 与 路 无 关 的 沿线 积分 | ，(x +)4x+ (x 一) 
解 ” 由 公式 (19.23) ， 有 
| (x +y) dx x -7y)dy 
-1 (x+1)dx+ ix 四 
红 2 * yy 
= (T+* )| + (2 -去 
| 
”人 鲍 12 证明， 如果 4U= Pdax+ 802, 则 
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DD a DE -1 生 各 下 0 天 首 =、 = -至 Wliereriireyer me 一 er， 


1=| Pax+Qdy=U6B) -UA = UM) 
如 

其 中 UCA)= U(x4 4), U(B) = U(xg, ys), X44y4 与 X39 分 
别 为 点 4 与 B 的 举 标 ， 

证 明 设 联结 4,B 两 点 的 任意 一 条 在 D 内 的 光滑 曲线 工 ， 
设 参 数 方程 为 x=p(),， y=$(1) (a<t<B), 且 p(a) = x 
Wa) = )4s wp) = WBy p(B) = yss 出 | 

1= 上 Pdx+ Qdy= | 


AB 


-=| {PC BOI) + QCo), $01) TY)} dt 


因为 4U= Pdx+0d 所 以 了 = 30，0 = 5 ， 从 而 ， 


I= | (Sr)+ yD] 


Ff d 
= IF UCP BIG = UCp(D), VF) 


=UCcp(P), $6- Ug (a), $a) Y= Us Ya) ~ U(Xss 1) 
=U(B)~-U(A) 
同 理 可 证 ， 如 上 果 4Ux, yz) = P(x,yy 2) dx + 和 (x, yz) dy + 
R(x,y, z)dz, 刚 
I=| Pdx+Qdy+ Raz= UB) -UGA)=U (CM) 
其 中 UCA)= UL 424) U(B) = U(xs, ys 25), X41 74 %4 生 
xayyay%a 分 别 为 感 妇 与 点 8 的 坐标 ， 
对 于 全 微分 型 的 曲线 积分 ， 如 果 被 积 表 达 式 Pdx + 8dy 
(或 了 Pdx+ 04dy+ Rd%) 的 原 泡 数 U(x,y) (或 U(x,y,x) 很 容 
易 观 察 出 来 ， 用 此 结论 计算 全 微分 的 曲线 积分 是 很 简便 的 。 如 
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Ti rr ie 


例题 11 所 给 定 的 曲线 积分 | ” 《x+ 儿 )dx+ (x 一) dy， 不 难看 
出 


的 全 微分 40U = 4 (入 + 光孝 ) = (x +y) dx 二 (x —y) dy 
于 是 ， 有 
[ee x+ dx+t x dy ™ 
| (2,3) 2? 0 12Y 
= (和 + 必 -过 | 。 = 全 + 区 - 臣 o- 革 
=4 
再 如 被 天 达 式 为 菜 画 数 的 伍 分 的 线 积分 | adxt+ 
X%d7 十 xyd%, 可 用 此 法 计算 如 下 设 U(x,y, %) a 则 
人 Xx%, BU xy, 从 而 ， 有 | 


dU = d(xy%) = ydx+ xrdy + xyd% 
于 是 
fo 4 二 7 下 本 ( ) Op 1 1 9 网 0 
多 名 十 避 包 yy xy 名 二 yy (ty 二 6*1。 sD 二 


(le2.3) 
例 15 判别 表达 式 
C(x y+ 2 + ydx+ eCer(x—y) +1)dy 

是 和 谷 是 基 一 函数 的 全 微分 。 如 果 是 ， 求 此 全 微分 的 诛 范 数 ， 

解 因为 P(x,y) = eCe” (x -y+2)+7), Q(xsy) = eCer 
(x—7)+17. 
x 一 十 1) +1]= 3 
所 以 ， 根 据 定理 19.4， 表 达 式 是 某 函 数 的 全 微分 . 

下 面 求 原 函数 Ex 人 。 取 (xn 为) 一 (0, 0), 由 公式 (19,23)， 


-3 


有 
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ee war are ip 


F(x =) el eCe(x—y) +t1Idy+e, 
4 他 

ey | +e(X% 一 ?6 十 

1 和 [0 4 8 LJ 


十 6 | ee +e 
= xe 1 te y) — Xet ery er+¢ 
=etY(x—yt1)+e¢ 

例 14 计算 第 一 型 曲面 积分 

| 时 ee 
其 中 43 为难 体 v 关 + 大 委 xs1 的 边界 曲面 ， 

解 曲面 ?是 由 锥 面 9:x= + 六 当 0O<x<1 的 部 分 和 
平面 $52:%= 1 当 + 之 1 的 部 分 曲面 $4 和 :在 ~y 的 投影 
区 域 则 为 圆 域 D:x:+7<l， 

由 曲面 积分 的 性 质 ， 诈 


ferry) ds i + yds+ [fxr as C5) 
了 1 了 


对 于 积分 || x + yd38 
了 
Oz_ _* or _ 
Ox Vi 人 pr 


d= V1+ (5 1+(0%)+ (a 


oe en ER 
a 工 十 (2 十 (到 生 dxdy 
= Tdxdy 
将 4 的 表达 式 代 入 到 积分 中 ， 得 


Ne +y ds = ee ty Ddxdy 
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=v 了 | [rdrs VE2r dV gr 6) 


对 于 积分 | 4 ER 
Ox% O% 
0, dS = dxd) 


于 是 (rp23= [fcerpag 
7 


= ao i 二 m3 (7?) 


将 《6) 式 与 (7? 》 式 之 值 代 入 (5) 中 得 
[oergy ads= ET + = (+L 
_ 2 
好 


例 15 ”计算 第 一 型 曲面 积分 
I= (ew 十 》 儿 二 x)ds 


其 中 3 为 圆锥 面 *= Ge 
柱 夯 x + 六 = 24x 所 割 下 的 部 分 be 
图 19 .37》 . : 
解 吕 然 国 锥 画 被 提 下 部 分 的 .图 19.37 

投影 区 域 D 为 圆 域 ， w:+y: 之 24x 工 者 表 为 * 之 2acos9 


(cc 


ds = 1+(E) ) 0) dxdy. 
= 1 We + 了 ea 0 z 


= odxdy 
将 4d5 = 2dxdy 代入 到 曲面 积分 让， 并 利用 极 琢 标 变换 ， 有 
3; 


+ TY i he LE DE ED ogg ;< RE PvP re 


1= | co +y%+ wx) Tdxdy 
5 


FF #4Ceap 
= vz| = ad0 人 rcostsind + +’sind 十 riCOsBdr 
~ 了 于 


+ i 


Tl 


= | 《Cos sing + Sind + coOs0) 


pl 


yy | [(cosb + lycostgsing+ cos0d00 


要 


4d Fa 下 {1— sin’0):dsing 
至 


4 Ta |sing ~ ind + | 


多 
T 


es 


_ 04 ， 
| 
例 16 ”计算 第 二 型 曲面 积分 
fo dyds + a) dzdx + hw) dxdy 


其 中 用 x), 8G),h(%) 皆 为 连续 薄 数 ， 5 为 长 方 体 的 0 和 >x 安 4 
0<y<b,0<%<e 的 外 表面 。 
和 解 长方体 的 外 表面 5 共 分 六 个 平面 《如 图 19. 38) 。 


图 19.38 


因为 (cos@ + 1) cos+*9ain9 为 桨 省 数 ， 所 以 


人 + {co + jecosiQsinGd0=0 
E] 
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$53 后; x=0, Ds: 0<y< 入 5 0<sSe 
了 前 3 xX = 4 了, 0<) 委 名 0 之 5 

D,,: 0<x<r，0<x<z 
3 右 y= 5, DD.: 0% Ox 
ST: x=0, Dy: 0<x<e，0<y<8 
St: z=¢, Ds: Ox 0<yEE 


首先 计算 积分 介 4 (z) dxdy, 


因 六 5 后 ,了 前 ;了 左 ,了 右 在 xy 面 上 的 投影 区 域 丝 是 直 绥 段 ， 

其 面积 微 元 dxdy= 0, 所 以 ， 有 / 

f h(x) dxdy = fi hp Cw)dxdy = ff hz)dxdy 

"后 、 “了 脐 4 友 

=|| ptr)dxdy=0 

2 

而 jj h(x) dxdy= 一 {facexay= -wo [a fo 

= 一 288007 


| hw) dxdy -feaxdy= sof a 
= abhtr) 


于 是 ， 根 据 曲 面积 分 的 性 质 ， 有 
pawaxar= {| sewaxdy+ {| hes)axady + || 40dxdy 
了 “后 了 前 了 记 
Ee hlzydxdy+ 此 5 多) dxdy+ | 
<O+O+rOrO- abg(t0) t+ abhle) 
= Ch(e) —h(0) ob z 《8) 
同 再 可 得 3 


Gs ydsdx= ced) ~ £(0) ae (9 ) 
3 


0 fin) dyds= [f(a) -f(0) 8e 0 


由 昌 硬 积分 性 质 和 (8) 、 (9) 、 (10) 三 式 ， 得 
fodsdst gt) dzdx + h(a) dxdy 


3 


ee E22 =f00) We | 
[3 和 


例 17 计算 第 二 型 此 面积 分 
人 2 dd 2 
多 


Ee 


其 中 5 为 丁 球 -等 +- 入 


i RR A 
a i Wa 
gr I + 
Tm oe it 条 一 人 人 ca 
i 上 ™ 


.i 
二 


全 -=1 的 外 表面 (如 


图 19.39) ， 
解 首先 计算 和 全 他 
了 


因 19.39 
外 便 权 球面 4 足 由 下 傅 为 正 的 下 半 搓 球面 Sf 及 上 侦 为 正 
的 上 半 桶 球 5 上 所 组 成 ， 即 5 外 = Sf + 3 上 ,其 中 


人 x 和 ,x 2 
ST 下: 多 二 -ofl $ Da a + 1 


ne 
SE: “= 1- 王 一 - 半 - ，D. 一 一 二 -<1 
根据 曲面 积分 性 质 和 计算 公式 ， 得 
| + Lxdy 
部 名 j| 到 
£3 了 “上 
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| 人 


和- 所 -~ Dyy V1- 志 -次 


投 og y=brsing,， 则 J =abr, Din: r<1， 
于 是 ， 有 


2 2 2 ff ia dr= 2 i 1- Ze 
yz 
_ drad 
本 
同 理 可 得 
dydx _ dnbe 
2 (12) 
了 
dzdx dace 
$= (13) 
8 


由 脐 曾 积分 性 质 和 (11) 、(12) (13) 三 式 ， 有 
$2 dydz | 2 ,Ardy . dr( 基 + -和 +- | 
多 


例 18 
Payds + ydzdx + wdxdy 
3 
其 中 3 为 球 + 六 + = 2 的 外 下面 . 


解 因为 了 =x， R= ,所 以 ， 


ap ,90 - 
OD! or 二 六 :于 + gy + 3% .Cx 二 六 + 多 ) 


由 奥 一 高 公式 ， 并 对 所 得 三 重 积分 作 球 举 标 疹 换 ， 有 
hdyas ty drdxwi+w dxdy 
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= 8 Whe ty +% dxdyd%s=3 | do [aof rer:Sinwdr 
yr | , 


i2ra’ 


= sr 全 人 sing dy = 
5 5 


例 19 计算 曲面 积分 
hs y+ wdyds + (y~%+x) dsdxt+ (%— x+y)dxdy 
3 


其 中 《为 曲面 | x-y+%|+1y 一 z+x| | < 一 x+ 首 =1 的 外 迪 
面 。 
解 因为 王 =x-?+z 0=7 一 5%+x， 及 =5%-x+》 所 以 


OP 00 DR 
Ox Oy 1 


出 奥 一 高 公式 得 
Pyro ddst y -st dsdx + Cs— x+)) dxdy 
4 


=3[[{axayas 


” 

其 中 让 为 空间 区 域 ; | x 一 y+%| + 1-%x+x|+|%-*+y| 二 1 
念 #=X-y+%, =y—%+t xX, WD=%—%+y 

Di{y,v,») 


出 D(x,y, %) = 4 从 而 
D(x, y, %) Ls 1 ee 
D(x, rs, wv) Dlwg,r,w) 4 
D(x,y, %) 


由 变量 替换 公式 ， 有 
时 dxdydz = [| {aravas 


其 中 [ 广 是 变换 后 的 新 区 域 : 1# +1+1+ jw | 和 <10 是 #4,v,z 举 


中 曲 击 #1+ 和 [+ ss1I 煮 示 代 直 平 面 ， 全 + 出 十 如 二 1 一 全 二 十 要 二 1 一 履 二 
WwW=1 ty-WwW=1l -YU+W3ls YU0—-w= -tv-w=l 一 全 一 站 一 


一 切 杰 ]， 
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标 系 中 对 称 于 坐标 原点 的 正八 面体 (如 图 19.40) 其 体积 等 于 平 
面 #tvt+wr=1，#=0,，v=0,，w= 所 围 成 的 四 面体 的 体积 的 
8 信 ， 即 | 


一 间 ， 电 a 
fj» =8 二- 寺 .11= .4 


于 是 ， 有 
息 (e-y+ dyds + (y— zt wx)dzdxt+ (2— x+y)dxdy 
和 


=3 用 dxdyd% = 咱 dxdvdy 


和 | 
| 
| 

1 

bh 


图 19.40 ”上 19.41 
例 20 计算 空间 曲线 积分 

Port dt (tdyt Ct) ds 
其 中 工 是 曲面 zz+ 因 + 他 = 2Rx 与 x*+y=2rx (0<r<R,x> 
0) 的 交 线 。 当 观察 者 站 在 负 半 x 轴 上 ， 向 x 轴 正 举 输 看 去 ， 此 

曲线 是 沿 逆 时 针 方向 进行 的 曲线 〈 如 图 19.41) . 。 

解 了 = 六 +2 = 和 2 及 = 和 十 基 。 由 斯 托 克 斯 公式 ， 
有 
$621 


AT + te re mr er 


isdxt (st x dy + (x+ yd 
i 
= |{o — dyds+ (z— x) drdx +t (x—y) dxdy 
3 


根据 斯 托 克 斯 公式 关于 方向 的 右手 螺旋 法 则 知 ， 球 面 法 线 
向 上 为 止 。 于 是 球面 s= w2Rx=- 关 一 入 的 法 线 方向 余 茧 为 ， 


加 区 
cosC= — 了 二 人 
2 
ya 
0% 
Oy 
Cosp= = 2 
oe 
二 一 一 一 二 -= 一 -一 一 一 -一 一 -二 区 
Cosy Vi+ 人 ) 及 


出 一 、 二 型 曲面 积分 的 联系 公式 (19.38)， 有 
¢ (+% dx + (s+ x dy + (x + y) do 
工 


一 lo —%)CcOsat (%— x)cosBt (x -ycosy 04 
3 


] 


-sje-nas-: :ss-? es 
由 于 曲面 5 关于 ox% 面 对 称 ， 于 是 


{fyas=0 


从 而 ， 有 
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| (y+ wdx+ (+) dy+ (x ty ds 
下 


= ?| ds = 2 [acosvas 


= 2||Rdxay = 2 只 .Try2 一 2T 及 PE 


习 题 


§19.1 
1 。 计算 下 列 第 一 型 曲线 积分 ， 


‘1) | y?dl, 其 中 了 为 摆 线 xw=att-sint),， y=a(1- cos (0<t 


27T) 的 一 拱 ， | 
| (x? +yzdz， 其 中 也 为 曲线 x%=a(cost + tsinf), =0{sing 一 
了 


fcos 月 《0<f27) 。 
| (xT y3) dl, 其 中 了 为 内 摆 线 十 y= oj 的 约 。 
2 EL | . . . : 


| [y |d1， 其 中 工 为 双 组 强 (%? +?92=as0zz 一 3 的 绕 。 
cs) vB， 其 中 L 为 刚 周 oa+32=az 
“2, 计算 下 列 空 间 第 一 型 曲线 各 务 : 
(| va 其 中 L 为 江 +y:+2t =o: 与 6=y 相 交 的 圈 周 。 
2 


| sdl, 其 中 上 为 器 锥 螺 线 x = tcosb, a 
上 


819.2 
: S$。 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 ， 
. 623 


i es rr 用 -人 dns + TH PA hE rm pre a pny ppp re mht mr er a 
~ bt et ” 全 Jremgermmsfg 全 -9 一 全 rr i 


{1 ,| (x? 2Xy)dx+ (3 ~ 27y)0y, 其 中 LL 为 抛物 线 
1 


9=% (-1<t 人 1), 
02)| (x ydr+r (Cx! -ydy, 其 中 工 为 曲线 
上 


y=1- [1-x| 《0<x<2) ， 
。 | ca dst 其 中 工 汐 星 形 级 = ecosit yy=dsin3F 自 点 


1 wf 十 ?可 
(0; 中 至 点 (0, 4) 一 段 。 
(4) 由 2 一 一 四 dy 其中 工 为 依 道 时 针 方 向 通过 的 贺 阅 


多 + 
wx2 +y: 二 
(5 arctg 一 四 -op 其 中 om4 为 抛物 线 》 = xz on4 为 直 
CPE 
线段 y=， 
4。 计算 下 列 空间 第 二 型 曲线 积分 ， 


《1 ,| (7? 一 52)dx+2Ysdy -x:ds， 式 中 工 为 依 参 数 增加 方向 进行 的 


工 
晶 线 zx= 罗 Y=t， 3= 8 (OEED, 
(3 ) | yaz+ zay+ xdz， 式 中 为 依 参数 增加 方向 先行 多 组 形 钨 线 
L 
z=ac0st, y=aNint, =D (O02T), 
| 《3?2 一 22)GX+(3z -x?)dy+ (x1 一 ?2)22, 式 中 了 为 球面 的 一 
I, 
部 分 ** +y2+52 = 1，X%>0，3>0，220 的 围 线 、 当 沿 着 它 的 正 向 进行 


时 ( 指 人 站 立 的 方向 与 球面 的 外 法 线 方 一 致 〉 该 曲面 保持 在 行进 者 的 左 


方 。 
5。 证 明 不 等 式 


| IPax+ Qdy lLM 
IL 


式 中 上 为 积分 申 线 正 的 长 度 ， 人 VP+O. 
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$19.5 
6。 利用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 


(1) | VE dx+yCxy + lnyt Ry dy 
了 


式 中 工 为 按 逆 时 计 方 向 进行 的 区 域 D，0<y < vv - 0<x<1l 的 边 
界 围 线 ， 


分 ， 


(2) 下 eraz- -ydy, 式 中 上 为 精 国 - 生 一 + - 尖 一 -1 
L 


《3 ) fe coszaydnt+ sin2xydy)， 式 中 为 回 周 x%* +y* = Rs。 
上 


7。 利用 曲线 积分 计算 下 列 曲 线 所 图 成 图 形 的 面积 ， 
(1) 抛 物 线 (x+7)?: =ax (0G>>0)7 和 xz 辅 ， 
《2) 双 级 绥 〈z3 +33)2 =0! (x!: 一 7)。 
§19.4 
8 ”验证 下 列 线 积分 的 被 积 表达 式 是 某 函 数 的 全 杠 分 ， 并 计算 线 积 


(1.4) 
wf ee (x y)(dx- dy), 
‘| 0 (Xt dry dr+ (Gr2Y? — BY) AY, 


cl (2 3axz- xy 消 着 不 与 7 加 相交 的 途径 。 


(2.1) % 


沿 若 不 道 过 坐标 原点 的 途径 。 


(4) rdx+ Ydy 
oof (0) Nr 
9， 求 下 列 全 微分 所 对 应 的 原 沙 数 人 (x, Y) 3 
《1) dt= (rt 十 2x3 — yr) d+ (x 一 22y— y:) ay, 


ydx — xdy 


20055 —2xy+ 3y: " 


§19.5 
10。 计算 下 列 第 一 型 曲面 积分 ， 


cf rst 2)dS, 式 中 5 为 曲面 | x? +3 TS = 0 xz0。 
EI 


$25: 


"er : . ee liye OO cr em i 
MT mr 和 他 pp m 征 一 risky a 1 rr mm 


ds 
Ca | | a aS 式 中 2 为 四 面体 x+ 32 和 1，x2>0，Y>0 
林 


z 之 0 的 边界 、 
(3) |as, 式 中 5 为 球面 ”w+y:+t*=2cg8 (ce 沁 0) 被 纵 面 


z+y: =x? 敌 下 的 部 分。 
§19,6 
11。 计算 下 剂 第 二 型 曲面 积分 ， 


cf -sayes+ 《z -xy dzdx 和 4 (z 一 ydxdy， 式 中 S$ 为 回 角 体 
3 


wx +y 所 21 的 是 吉 面 。 
62) | arayaz + ytdrds+ stdrdy, 式 中 3 为 球 (x-0)?+ (yy 一品 7) 
3 


+(z-c2 = 民 2 的 外 表面 。 
$19.7 
12。 利用 奥 一 高 公式 计算 下 列 第 二 型 曲面 积分 ， 


G1) | wedydz+ yrdsdr+atdsdy, 起 中 5 为 空 方 体 0AY<a，0 委 ? 
3 


<a，0<3 和 SC 的 边界 的 外 表面 
《2 ) | | ereesa +y*cos 有 t+z7cos7)d5, 式 中 3 为 维 甸 x*+y*=2* 


(0 过 2 所 有 的 一 部 分 ，cosQ, cosB,cos7 为 从 面 的 外 法 线 的 方向 余弦 ， 


§19.8 
13， 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 下 列 空间 曲线 积分 ， 


和 tt C+Ddy+ (e+ 功 ds 式 申 工 为 人 参数 增 大 的 
二 


方向 通过 的 梢 加 ?xz = csinit，y3 = 2asintcost, 2= acos ft (0<fSTD)， 
(3 中 人 -ds+r 人 -人 09+ (为 罗 趟 中 为 加 村 而 只 + 
£ 


与 平面 一 + 一 -=1 (>>0，&>0) 的 交 线 ( 粮 回 ) ， 车 从 * 轴 正 向 
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看 去 ， 此 椭圆 是 依 反 时 对方 向 进行 的 。 
C9) ht -st) det (2 1)dy+ (zz - yz) dz， 式 中 工 为 用 平面 
工 


z+3+3 = 站 4 切 立 方 体 0<x<o，0<ySc，0<z<a 的 表面 所 得 的 切 


痕 ， 涛 从 % 轴 的 正 向 看 去 ， 它 是 依 逆 时 针 方 向 进行 的 。 
14， 计算 下 列 被 积 表达 式 为 某 画 数 全 微分 的 曲线 积分 


《23 一生 
‘| xdx+ ydy ~ zds, 
C1.13) 


co d+ ydy+t zds 和 中 点 (zisy4s24) 位 于 球面 x: 二 
(aL) /XI Yt 

二 0 之 上 ， 而 点 (zsz*yxyzz) 位 于 球面 %2 二 3 十 22 一 太 之 上 (a> 

0, 28>>0)。 


{3 | A p+ y+ 2) (dwt+ dy+ da ,其 中 / 为 连续 西数 。 


[7 


15， 求 下 列 全 微分 的 原 函 数 ， 3 
《1) du= (x* ~— 2y2)dx+ (y* ~ 2%2)dy + (2° — 24)) dz, . 


Car- 三 )- 晶 


dz。 


再 27 


有 Th YE 由 入 让 下 必 9 99 A NT TEE SA hh © FPR et pe -ep Pear -SP rH atari "Th Pa MA ~ it rt ta me 


第 二 十 章 ”广义 积分 


在 第 九 章 里 ， 我 们 讨论 的 定 积分 | f(x)dx 有 两 个 方面 的 
限制 ， 一 是 积分 区 间 [a， 人 是 有 限 的 ， 二 是 被 积 阔 数 fx) 在 
闭 区 间 [4， 雹 "上 是 有 界 的 。 但 是， 应 用 积分 解决 实际 问题 或 
研究 理论 问题 时 ， 时 常 时 到 积分 区 间 是 无 穷 的 和 被 积 函 数 是 无 
办 的 情形 ， 这 就 村 求 我 们 打破 定 积分 在 这 两 方面 的 限制 ， 把 定 
积分 的 概念 加 以 推广 ， 本 章 就 是 从 定 积分 出 发 ， 应 用 极限 的 方 
法 ， 把 定 积分 分 别 推广 成 为 无 穷 区 间 上 的 积分 和 无 界 函 数 的 积 
分 。 通 常 把 无 穷 区 间 上 的 积分 简称 为 无 穷 积分 ， 把 无 界 函数 的 
积分 简称 为 甫 积分 。 无 穷 积 分 和 环 积 分 又 统称 为 广义 积分 . 

本 章 主 要 讨论 无 穷 积 分 和 下 积 分 的 收 敏和 发 散 的 概念 ， 以 
及 收 钱 性 判别 法 。 


320.1 无 穷 积 分 


一 无 穷 积分 的 概念 


首先 来 看 一 个 例子 ， 在 地 球 上 发 射 火 筋 〈 季 直 于 地 面 ) ， 
要 将 它 送 到 距离 地 心 为 5 处 ， 间 火箭 需要 作 多 少 功 ? 要 它 咬 离 
地 球 引 力 ， 需 作 多 少 功 ? 

设 地 球 半径 为 RK， 火 箭 质 量 为 w， 地 球 质量 为 覆 ， 由 万 有 
引力 定律 ， 距 地 球 中 心 为 r(r>>R， 人 处 ， 火 第 在 dr 段 所 做 的 功 
微 元 
mM 


dy = r ‘1) 
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其 中 4 为 引力 常数 ， 
因为 物体 在 地 球 囊 面 所 受 的 重力 与 引力 相等 ， 所 以 有 


R? 
ee pk2 或 天 = -六 


将 4 值 代入 (1) 式 中 得 
dw = 区 dr 


于 是 ， 和 将 火箭 由 地 面 送 到 距离 地 心 为 505 之 R)》 处 需 做 功 
w=| dy» = | BE dr mpgRh:’ (# 各 二 2) 


6 


容易 看 出 ， 如 果 要 火箭 脱离 地 球 引 力 ， 这 时 火箭 克服 地 球 
引力 所 做 的 功 ， 就 是 当 8->+ co 时 ， 《2 ) 式 的 极限 ， 即 


上 
lim 和 dr = lim mgR’ (去 -了 = mgR 


上 述 问题 ， 就 是 一 个 积分 上 限 无 限 增 天 的 极限 问题 。， 实 际 
上 ， 它 就 是 一 个 无 穷 积分 的 例子 。 一 般 情况 是 

定义 ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 [4, +ce) 上 有 定义 ， 对 任意 
da<4), 函 数 .xz) 在 闭 区 间 [c，-43 上 可 积 ， 符 号 


[F060ax (20.1) 


称 为 函数 /(x) 在 无 穷 区 间 [4，+ cce) 上 的 积分 ， 简 称 无 穷 积 
分 。 


如 果 当 A 一 + co 时 ， 积 分 | (x)dx 存在 极限 ， 则 称 天 
穷 积分 | ”f(x)dx 收 仇 。 即 
| 了 7epoax=limj for) dx (20.2) 
如 果 当 4 + co 时， 积分 | f(x)dx 不 存在 极限 ， 则 称 
无 穷 积分 | ”f(x)dx 发 数 ， 
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设 函 数 f(x) 在 区 间 ( ~ co,b 上 有 定义 ， 对 任意 B(8<< 候 ， 
函数 (x) 在 闭 区 间 [5B,5) 上 可 积 ， 符 号 


二 f(x) dx (20. 3) 


称 为 函数 乒 *) 在 无 穷 区 间 (- ceo， 所 上 的 积分 ， 简 称 无 穷 积 
分 。 


如 果 当 了 一 ~ co 时 ， 积 分 |，/(x)dx 存在 极限 ， 则 称 无 穷 
积分 | f(x)dx 收 黎 ， 即 
| _ f(x) dx -lin| flx) dx (20. 4) 
如 果 当 B-> - co 时 ， 积 分 | fxoax 不 存在 极限 ， 则 称 无 


穷 积分 | f(x)dx 发散. 


对 于 函数 A(x) 在 区 间 (- ee, +ce) 上 的 元 穷 积分 有 如 下 
的 定义 ， 

定义 设 画 数 x) 在 区 间 (- ce, + 0) 上 有 定义 ， 对 任意 
的 ~coe<B<4<+co, 函数 f(x) 在 闭 区 间 [8B，AJ 上 可 积 ， 
符号 


| flx)dx 
称 为 函数 六 x) 在 无 穷 区 间 〈- co，+ oo) 上 的 积分 ， 简 称 无 窍 


如 果 对 任意 的 ecE(- co, + ce), 五 数 f(x) 丰 区间 (- coyc] 


和 [o， + co) 上 的 无 穷 积分 | f(x)dx 与 | Fe?dx 凡 收敛 ， 
则 称 乔 数 /Ko 在 区 间 ( - oo, + oo) 上 的 无 穷 积分 | f(x)dx 收 
伍 ， 目 

(fw ar= {fod +t) Ford C20.5) 
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如 果 存 在 “E (- coy + co)》 函数 A(x) 在 区 间 《~ co 乓 或 
fc co) 上 的 无 穷 积分 | f(x)dx 或 | Tooex 发 散 ， 则 


称 函数 /Kx 在 区 间 〈- co, + co) 上 的 无 穷 积分 人 "74x 发 


艇 ， 4 

无 穷 积分 有 明显 的 几何 意 
六， 我 们 知道 ,[ 加 果 函 数 /(x) 3 tx) 
0 (4 过 x 乏 引 ， 刚 定 积分 


| 上 f(x)dx 表 示 由 直线 X= 4 8 
x*=5， = 0 (x 畏 ) 和 曲线 y= 
flx) 所 国 成 的 曲 边 梯形 的 面积 。 同 样 ， 无 穷 积分 | f(x)dx 


是 由 直线 x = oj = 0(x 轴 ) 和 基线 9= Fx》 所 围 成 的 向 右 方 
“无 限 延 俐 ”图 形 (如 图 20.1) 的 面积 ， 


例 1 讨论 无 穷 积 分 | -< 六 (z>>0) 的 伊 散 性 . 
解 1" 当 Al 时 ， 根 据 无 穷 积分 收敛 定义 ， 有 


tm dx 1 {tt dx witpy Is 
下 x? -lim| x :tn 人 (和 


3 


gl? 

-一 一 当 户 ~>1 
=1im_ 工 (ppP- 0) = £-1 . 
t=-+ml1-p + ce 时 p<i 


2" 当 p=1 时 ， 根 据 无 穷 积 分 钱 散 性 定义 ， 有 
| dx lin| -经 dx =lim(lng— lnz) = 二 oo 


x? 一 + m9 


其 值 为 


综 上 所 述 ， 无 穷 积 


sr? 
Pep 了 所 1 时 发 散 。 


631 


例 2 计算 无 穷 积分 | >xe-*dx。 


+ _ _ 中 人 ， 号 1 全 s 
解 | Xp “dx= lim| Me “<dgx =lim(- 革 ， | 
I $ret oo f+ A 


11 Ca __1. 
= 3 lim |e 1)= 


jet ¢ 


例 5 计算 广义 积分 [一人 
解 因为 对 任意 实数 <， 无 穷 积分 


dx im| dx _ 人 
| 洗 : =lim i =lim(arctga arctgb) 


好 TT 
~arctga— (- 王 ) = aArctga 和 


1] | dw i 
| 1+ x? =lim 。 1+x! =lim(arctge arctpa) 


= 本 一 arctga 
所 以 ,根据 无 穷 积 分 收 皱 移 定 义 ， 有 
所 dx = | 
_o 1 十 xX2 J-ml+x’ 二 


= arctgz 元 + 二 — arctga=# 


无 穷 积 分 的 性 质 
前 面 已 经 看 到 ， 钢 为 无 穷 积 分 是 积分 上 上限 (或 下 限 ) 所 确 
定 的 函数 FC) = 人 用 xdx (或 F(o)=| fx)dxYIY b+ 
co (或 z~> - co) 时 的 极限 。 所 以 ， 根 据 航 限 与 定 积分 的 性 质 ， 
不 难 推出 无 穷 积分 | ”Kx)Zx 具有 下 列 简单 性 质 ， 


1 如 果 无 穷 积分 | ，.A(x)dx 收 俩 ， 则 对 任意 *> ww 无 并 
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积分 | f(x)dx 也 收敛 ， 且 
| forax=[ Fo)ax+| Toodx l 
2. 如 果 无 穷 积分 | 7(x)dx 收 伍 ， 为 常数 , 则 无 穷 积分 
[U(x)dx 也 收敛 ， 且 
位 47coax= é| fdx 
5， 如 果 无 穷 积分 | Cx)dx 与 | 六 (xdx 史 收 敏 ， 则 无 
穷 积分 | “CfCx) f(x)Jdx 也 收敛 ， 旧 
| cncem +f,(x)Jdx = eda + | fads 
4， 如 果 无 穷 积分 (ds 收敛 ，FE(x? 为 1(x) 的 原 函 
数 ， 则 
| Yewax =limf fx)dx = limF Cx) 
=IimCF(b)- F(a)]=FC+co)- Fla) = F(x) 
其 中 FC + 00) = limF tb)， 


这 是 无 穷 积分 的 微 积分 基本 公式 
5， 如 果 sCx), v(x) 在 区 间 Cs, + co) 上 可 导 ， 且 | vd， 


wo] “与 ”vds 中 ， 至 少 有 两 个 收敛 ， 风 另 一 个 也 收敛 ， 且 
| dvs -全 va 
其 中 “+00)v( + 00) =limce(b) rs)), 


这 是 无 穿 积 分 的 分 部 积分 公式 。 
6。 如 果 函 数 x= g(t) 在 区 间 5a, + ce) 《〈 右 端 也 可 所 有 
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限 ) 严格 单调 与 可 导 ， 日 g(a) = wygp(+co)》= t+oo(limg(t) = 


+ oo) ,两 个 无 穷 积分 | TDdx 与 | TcwGpD3m (94 有 一 个 收 
敏 ， 则 另 一 个 也 收 化 县 
J fondar= Jeg yp ds 
这 是 无 穷 积分 的 换 元 公式 ， 
上 述 性 质 可 由 极限 、 定 积分 性 质 及 无 穷 积分 定义 直接 证 
明 。 从 咯 ， 


例 4 讨论 二 = | ed ts =0, 1，2 …) 的 敛 散 性 ， 
解 ” 当 #=0 时 ， n= dee =1 由 分 部 积分 


n={ esdxe xe- a 
用 数 闻 归纳 法 ， 假 设 [;_， 收 僵 ， 则 
| ox dw = — Xe + | ed ao 
由 此 才 I 收敛， 且 
n= 4 = 一 TI) 


例 5 计算 | ze 5 


f=Arctgx, 当 x=0 时 ,f= 


dt 
令 xw= tgi, dx = -一 - 
解 人 Be 


0; ix = +co 时 ， 由 无 穷 积 分 的 换 元 公式 ， 有 


本 -cosze-zzdig 
上 dy a a Jeos 


3 (DN 3) HT 
Dr dron— a) 


We 
2: 0 六 


{OD 见 39.5 信 7， 
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8$20.2 汛 穷 积分 履 钙 判别 法 


在 -$20.1 中 ， 我 们 讨论 的 无 穷 积分 的 敛 散 性 都 是 根据 无 
积分 的 定义 ， 直 接 计 算得 到 的 。 但 是 ， 当 被 积 函 数 的 原 函 数 是 - 
非 初 等 函数 或 虽 是 初等 男 数 ， 但 很 不 好 求 时 ， 就 要 根据 被 积 函 
数 的 形式 判别 其 收敛 性 . 


一 无穷 称 分 与 无 穷 级 数 的 头 系 
根据 无 穷 积 分 | ”f(x)dx 收敛 定义 ， 我 们 说 无 穷 积分 
[ex)adx 政策 于 1， 是 背 变 动 的 积分 上 限 5 的 函数 EC = 
fxdx, 当 4->+ co 时 存在 极限 D 多 


T= limF(b) = lim| f(x)dx 
担 它 和 无 为 级 区 收 罗 定 艾 人 3 相 比 较 ,不 难看 出 ， 


xdx 相 当 于 au 上 ToonasT 5 


积分 值 相当 于 级 数 的 和 ， 记 不 同 的 只 是 ， ee flx)dx 


是 函数 .六 x) 在 无 穷 区 间 [5s, + co) 上 连续 地 作 和 ， 而 无 穷 级 数 
则 是 在 自然 数 集 上 离散 地 作 和 ， 因此 ， 无 穷 积分 的 伍 散 性 与 无 
穷 级 数 的 敛 散 性 必 存 在 密切 的 关系 ， 

: 事实 上 ,根据 归结 原则 知 , 积分 上 限 函数 FC5) = | /Cx)dx 
存在 极限 的 充 要 条 件 是， 对 任意 一 个 递增 趋向 + oo 的 数列 {4.】 
(A = 4) 都 有 

in 人 f(xyax=1 
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又 根据 十 一 章 几 点 说 明 2 知 ， 数 列 { |，Fx)ax (其 中 {4,) 递 


增 且 趋向 + oo) 与 级 数 甩 | ”f(x)dx (4 = a) 具有 相同 的 全 
散 性 ， 于 是 我 们 有 如 下 的 定理 


定理 20,1 无 穷 积分 | f(x)dx 收敛 于 工 的 充 要 条 件 是 ， 
对 任意 一 个 递增 趋向 + co 的 数列 {4,} (4 = z)， 级 数 
> flxydx 
收敛 于 同一 数 1。 
因此 ， 根 据 此 定理 ， 可 以 把 讨论 无 穷 积分 |” 扩 x)dx 的 收 


化 性 ， 转 化 为 讨论 无 穷 级 数 也 | ”fCx)dx 的 收敛 性 ， 


二 被 积 函 数 非 负 的 情形 


癌 于 项 级 数 在 级 数理 论 中 占有 重要 地 位 一 样 ， 被 积 函 数 
f(x) 非 负 的 无 穷 积 分 ， 在 无 穷 积分 的 理论 中 也 占有 同样 重要 
的 地 位 。 六 此 ， 我 们 首先 来 讨论 非 负 的 被 积 范 数 的 无 穷 积 分 


我 们 知道 ， 正 项 级 数 》x， 收敛 的 充 要 条 件 是 ， 其 部 分 和 


有 界 。 与 此 相应 的 ， 对 于 无 穷 积分 ， 我 们 溃 ， 
定理 20.2 设 范 数 fx) 在 无 穷 区 间 [z, + oo) 上 非 负 ， 


1。 芳 积 分 上 限 函 数 | f(x)dx 在 区 间 [4, + co) 上 有 上 
界 ， 则 无 穷 积分 | ”f(x)dx 收 熏 ， 
2” 若 积分 上 限 函数 | f(x)dx 在 区 间 Ca，+ co) 上 无 上 
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界 ， 则 无 穷 积分 | 了 (x)dx 发 散 ，， 


根据 落 数 的 单调 有 界定 理 ， 不 难 证 明 此 定型 。 具 体 证 明 过 
程 留 给 读者 自己 去 完成 。 

对 应 于 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ， 有 非 负 函 数 的 无 穷 积分 的 

定理 20.3 《比较 判别 法 ) “” 设 有 二 非 负 函 数 的 无 穷 积 分 


| Fa 与 | gCx)4dx， 对 任意 xE ce + oo)， 有 0<fco 忆 
SCx)。 

1” 着 无 穷 积分 | g(x)dx 收敛 ， 则 无 穷 积分 | fx)dx 
也 收敛 ， | 

2” 若 无 穷 积分 | ”f(x)dx 发 散 ， 则 无 穷 积分 | Cx)dx | 
也 发 散 ， 

证 明 1 因为 无 穷 积分 | “s(x)dx 收 个 ， 根 据 定理 20.3 


知 ， 积 分 上 限 画 数 | ，&(x?4x 在 区 间 Cw + co) 必 有 上 界 否则 
| scozx 无 上 界 ， 根 据 定理 20,2 之 3*， 无 穷 积分 六 ”5(x)Zsx 
发 做， 与 题 设 无 穷 积 分 |“&(x)dx 收 化 和 大 ) 。 所以， 根据 不 
等 式 0<f(x)<gx) 有 | f(x)dx<| gCx)dx, 从 而 积分 
上 黑 函 数 | f(x)dx 有 上 界 ， 再 根据 定理 20,2 之 1*， 无 筋 积分 
| Fax 收敛 。 

2 用 反 证 法 。 若 无 穷 积分 | ，&(x)4x 收 贫 ， 由 1" 知 ， 无 
海 积分 | f(x)dx 也 收 化 ， 这 与 题 设 无 穷 积分 ”f(x)dx 发 
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放 矛 盾 . “0 
例 1 判别 无 穷 积分 | -Si0x dx 的 敏 散 性 。 


Le 


和 解 ” 因 为 ， 对 任意 xEC1, + 00), 有 
Sinzyx 1 1 
Tn TT < 


而 无 穷 积分 |， - 综 收 敏 (6 = 23>1 见 上 节 例 1) ， 所 以 根据 比 


较 判 别 法 知 ， 无 穷 积分 | -Sa dx 是 收 化 的 ， 


1+ xx 
例 2 判别 概率 积分 [| “dx 的 伊 散 性 ， 
解 ”由 无 穷 积 分 性 质 1 、 有 
全 sedx = { dx | esd (2 ) 


“dx, 因为 对 任意 x 之 1 时 ， 有 
Sa 
a srdx 收 证 《 见 $20,1 例 4，#=0 的 情形 ) ， 所 
以 ， 根 据 定理 20.3 之 1" 知 ， 无 穷 积分 | “dx 收敛 
因为 | ‘dx 是 普通 的 定 积分 ， 记 以 ， 由 《2》 式 立即 得 
到 ， 无 穷 积分 | “edx 是 收敛 的 。 
推论 1 “ 设 有 二 非 负 画 数 的 无 穷 积分 | JCx)dx 与 
| ec ex 如 果 有 极限 


lim J = 
和 一 十 cm &(Cx) 


则 1* 当 0<e< + co 时 ， 无 穷 积分 | fx)dx 与 | g(x)4x 同 时 
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收敛 或 同时 发 散 : 
2。 当 。=0 时 ， 由 无 穷 积分 | “E(x)dx 收敛 ， 可 推 得 天 
穷 积分 | 7(x)4x 也 收 全 
3。 当 +o 时 ， 由 无 分 |_ (4x 发 履 ， 可 扒 得 


区 各 全 |.， f(x) dx 也 发 散 ， 
证 明 1” 设 lim 人 x》 = 。 且 <r<+ so， 根据 极限 定 


上 十 0 Bx 
义 ， 对 = 与 >0 人 当 x>x 时 ， 有 


| f(x) a 
' L(x) 


由 如 鲜 式 (3) Ni 根据 
比较 判别 法 之 1， 天 积分 | Km45 覆 生 

由 不等式 (3) 和 无 积分 | (x)dx 发 散 ， 根 据 比较 判别 
法 之 2。 知 ， 无 穷 积分 | yx)dx 也 发 散 ， 


2” 当 := 0 时 ， 有 lim -= 0 即 对 e= 存在 siER， 


当 x>s 时 ， 有 0<-4 < 部 

jx)<ECx) ( 当 xxoER 时 )》 
根据 比较 判别 法 之 1*， 由 无 穷 积分 |”&(x)dx 收 敏 ， 推 得 无 穷 
积分 三 ycx)ax 收 生 . 


3。 当 e= +o 时， 有 im = + ee， 根据 正 无 坟 大 
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的 定义 ， 对 六 = 了 存在 x,ER， 当 x>x, 时 ， 有 -了 >1, 


即 
flx) elx) 《xx 和 EGR) 


根据 比较 判别 法 之 2*， 由 无 穷 积分 | “8(x)4x 发散 ， 推 得 无 穷 
积分 | f(x)dx 也 发 散 . 0D 


推论 2 ” 设 非 负 函数 f(x〉 在 任意 闭 区 间 [4s，AD (任意 
LE(z +oo)》 上 可 积 ， 且 


lim x?f(x)=°¢ 
-+m 一， 。 


t” 若 p>1, 且 0<e< + oo; 其 无 穷 积分 | f(x)dx 收 
-一 4 
化 ee 
2” 车 p<1, 遇 0<c<+co, 则 无 穷 积分 |”f(xydx 发 


散 ， Rs 


人 不 妨 设 z>09, 开 若 加 >1, 昌 0 和 ce<+coe， 无 穷 积 


分 | 收 伍 《〈 匈 820.1 铺 1) 根据 推论 1 之 1° 与 4* 知 ， 


i 收 伍 。 


3” 车 p<1, 且 0<e<+oo， 无穷 积分 | -人 


($20.1 例 1) ， 根 据 推 沦 1 之 1 与 3 知 ， 无 穷 积分 | 了 (x)4x 
发 散 . 0 
例 5 判别 无 穷 积分 | 一 人 < 的 化 散 性 ， 


1 pr 
@ 如果 a<0, 到 >>09， 特 向 过 论 无 穷 积 分 1 ，7 (zaz 的 仇敌 性 根据 无 尖 
积分 性 质 1 ， 无 穷 积分 人， (z)d6 与 了 1 f(zydx 有 相间 的 钱 性 
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解 xvT+ x Ll 取 避 =2, 有 


xi 
lim x:f(x) = 1im I SE 1 
Fr 新 * 十 的 2 1 


1 


根据 定理 20, 3 推论 2 之 1" 知 ， 无 穷 积分 | 一人 一 收 全 


例 4 判别 无 穷 积分 | “arctgxdx 的 收 敏 性 。 
解 取 了 =1, 有 


lim fx) = =lim x: 


一 中 em 


EX 


于 
可 
根据 定理 20. 3 推论 2 ， 无 穷 积分 | “arctgxdx 发 艇 ， 


例 5 ”判别 无 穷 积分 | ”x4-dx(a>0) 的 敛 散 性 ， 
解 取 了 P=2, 有 


lim f(x) =lim xexae *=]im x:t+se-*=0 
于 下地 寺 一 十 吕 


于 是 ， 无 穷 积分 | “x“-*dx 收 伍 。 


例 6 ”判别 无 穷 和 分 | -一 尖 


解 取 P= 寺 ,有 
RE ep pr 
a w x++1 ee vatl 
于 是 ， 无 穷 积分 | ，- dx 发 ， 
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解 取 了 =1, 有 
lIn(x? + 1) imxlnCx +1) 
xX 车 % 


-+ 


lim x? 


w+ 


~ limln(x*:+ 1) 
* 一 十 中 
一 十 Ce 


根据 定理 20. 3 挫 论 2 之 3*， 无 穷 积 分 | ”ax 1 dx 发 散 ， 


三 ”被 积 通 数 为 一 般 情形 
相应 于 变 号 级 数 的 收敛 性 判别 法 ， 我 们 来 讨论 被 积 函数 为 
一 般 情 形 的 无 穷 积 分 的 收敛 判别 法 ， 


根据 函数 极限 的 柯 西 准则 ， 积 分 上 限 函数 | fx)dx 当 1- 


+ co 时 存在 极限 ， 即 无 穷 积分 | /Cx)dx 收敛 的 充 要 条 件 是 ， 
对 任意 给 定 的 se>>0, 存在 B>0 当 妆 >>B， 姑 > 时 ， 有 
fewer- fx)dx < 
而 fodax-f fodar= | for)ds 
于 是 我 们 得 到 下 面 的 无 穷 积 分 的 柯 西 收 敛 准 则 ， 
定理 20.4 〈 柯 西 收敛 准 则 ) ”无穷 积分 | ”f(x)4dx 收 合 


的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 B>0， 当 4 之 838， 
b>>B 时 ,有 


| yp i |<e 


这 个 定理 的 直观 意义 是 ， 函 数 (x) 的 无 穷 积 分 收敛 的 充 
要 条 件 是 ， 函 数 用 x》 在 充分 远 处 任意 “一 段 ” 上 积分 可 任意 


小 。 


定理 20.5 《绝对 收 全 定理 》 ”如 果 无 穷 积分 | 17(x)| dx 
收 伊 ， 则 无 穷 积分 | 了 (x)dx 也 收 敏 。 
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证 明 ”因为 无 穷 积分 | “1f(x)| dx 收 化， 所 以 ， 根 据 定理 
20.4， 对 任意 给 定 的 e 之 0, 存 在 3>>0, 当 六 >>B 各 > 日 时， 有 
ifeola <。 
而 | fa < fl dl <。 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e 之 0, 存在 B>0 当 刀 >>B， 如 >>B 时 ， 有 
), fw)dx | <e : 


根据 定理 20. 4， 无 穷 积分 | f(x)4dx 收敛 。 
定义 ”如果 无 穷 积分 | 1f(x)| dx 收 惫 ， 则 称 无 穷 积分 
人 Teax 绝对 政 笋 。， 


如 果 无 穷 积分 | (eax 收 化 ,而 | “|fXx) 14x 发 散 ， 
则 称 无 穷 积 分 条 件 收敛 ， 
例 8 判别 无 穷 积分 人， 5--singxdx 《4a;5 均 为 实 常数 ， 卫 


42>0) 的 绝对 收敛 性 , 
解 因为 |e~?xsinpxl 和 之 ea 之 x 之 + 00),， 而 
| eAdx = -Te 0 a 
0 Ie Ed 


即 无 穷 积分 | ， 一 “dx 路 敛 ,所 以 ， 根 据 比 较 判别 法 知 ， 无 家 积 

分 | Hesinbx| dx 收 贫 。 再 根据 定理 20.5 和 无 穷 积分 的 绝对 

收 俩 定义 ， 无 穷 积分 厂 -esinbxdx 收 敏 ， 且 绝对 收 伍 。 
我 们 曾 利 用 阿 贝尔 变换 证 明了 判别 一 般 的 ( 变 号 ) 数 项 级 数 


收敛 性 的 犹 利克 莱 判 别 法 和 阿 贝 尔 判 别 法 。 人 中 ， 也 
有 与 之 相应 的 判别 法 。 


定理 20.6 ( 狄 利克 莱 判 别 法 如 果 对 任意 hE Ca, + co)， 
积分 | f(x)4dx 有 界 ， 而 函数 g(x) 在 区 间 [4, + co) 上 单调 ， 


且 &(x) 一 0(x 一 + cc 时 ) ， 则 无 穷 积分 | (sx)5(x)dx 收 化 


证 明 对 任意 5， 如 ECL4，+o0), 函数 f(x) 与 g(x) 在 
闭 区 间 [5,，5] 上 满足 第 二 积分 中 值 定理 DO 条 件 ， 于 是 存在 
EEL5b,，b,J， 有 


| xD)8(x)dx | | so) flxydx + gt{b,) 
fevax |< ls | fos)ar | +1200 | 


Fens | (4) 
由 题 设 ， 存 在 1 >0， 对 任意 了 ECa， 十 0009), 有 
| fora | <M 
有 从而， 对 任意 5 和 上 面 的 :都 有 
| fe ax ] -| cout xdx 
< [fox)as ri a | <M+ M=2M 
由 此 ， 对 上 述 的 s 和 和 任意 的 负 ，8,ELa, + 00) 有 
|， Godx |<2amM, | fewdx |<2MH 《5) 


因为 当 x-~> + ce 时 ，&5Cx) 一 0 所以， 对 任意 给 定 的 s 盖 0 
存在 3>0， 当 如, 如 之 B 时 ， 有 
EC <e, liste)| <e (6) 
比较 不 等 式 (4) ， (5) 与 (6) 得 到 ， 


小 flx) gC x) dx <2Me +2Me= 4Me 
-wl 


名 ” 见 例 题 速 讲 儿 点 说 明 。 
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根据 柯 西 收敛 准则 ， 无 穷 积分 | 了 (x)g(x)dx 收 合 。 0 
网 9。 证明 无 穷 积分 | -> dx 条 件 收敛 ， 
En ee ee 
讨论 无 穷 积分 六 ”siax ix 的 玫 伍 性 ， 由 于 对 任意 5E C1 
+co), 有 
| iaxax|= |- cosx |1|=| cost- cosi <? 
当 x+ co 时 ， 滤 单调 并 趋 近 于 0， 根据 多 利克 莱 判 别 法 ， 无 
穷 积分 | ”dx 收敛 ， 
2 | -ax-dx 为 普通 的 定 积分 ， 从 而 无 穷 积分 
人” -sx usx 收 伍 。 但 它 不 是 绝对 收 敏 的， 


[和 > sinix __1 __Ccos?x 
i 2x 2x 


3y + 9 | tm ot 
因为 无 穷 积分 |”-59S2<dx 收 全 (与 判别 |，- sx 收 化 
方法 完全 一 样 ) ， 而 无 穷 积分 |，- 汪 -dx 发 散 ， 所 以 无 穷 积分 


dx 


| Sn dx 发散 ， 根据 比较 判别 法 ， 无 穷 积分 | ，， 2 
发 散 。 从 而 无 穷 积 分 


| sinix dx 
和 x 
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发 散 ， 根 据 条 件 收 熏 定 义 ， 无 穷 积 分 
| 3 jx 


条 件 收敛。 
例 10 研究 无 穷 积分 | sinx?dx 〈z> 0) 的 收 全 性 ， 


解 邻 wi:=f,， xyx=wv。 = 了 入, 当 X=a 时 ，F= 272 


当 x-”>+co 时 ， 上 一 +co， 有 


[sinwdx= 3 Ss 
a 2 Ji it 


根据 次 利克 区 判 别 法 ， 不 难 浏 别 无 穷 积分 9 dt 收 伍 。 即 


无 穷 积 分 | sinxeax 收 伍 ， 
注意 ， 此 例 告诉 我 们 ， 无 穷 积分 收 合 时 ， 被 积 画 数 f(x) 


可 以 不 趋向 0 (x+ ce)。 但 对 无 穷 级 数 》ix。 来 说 ， 若 级 数 


让 二 4 


六 xn 收敛 ， 则 必 有 一 般 顶 4.->0(n->o0)， 这 是 无 窍 积分 与 无 


了 二 上 


穷 级 数 的 很 重要 的 区 别 ， 

定理 20.7 〈 阿 员 尔 判别 法 如 果 无 穷 积分 | f(x)dx 收 
敛 ， 函 数 8(x) 在 区 间 [x，+ oo) 上 单调 有 界 ， 则 无 穷 积 分 
[Ye atw)dx 收 全 

证 明 ”因为 无 穷 积分 | 了 x)dx 收 化， 所 以 ， 根 据 无 穷 积 
分 的 柯 西 收敛 准则 ， 对 任意 给 定 的 0， 存在 0, 当 6 6z> 
B 时 ， 有 


上， a | <e fenax <e (7) 
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其 中 5 介 于 如 与 如 之 间 。 
又 因 无 穷 积分 | f(x) dx 收 化 ， 所 以 函数 用 x) 在 任意 半 


区 间 [a，22 上 可 积 ， 从 而 在 闭 区 间 [5&1,8.jCCa,52 上 可 积 ， 
而 g《x) 单调 。 根据 第 二 中 值 定理 ， 存 在 某 个 5€ [55,, 5s) 使 得 


& 
{ fx) & (x)dx= gb) i fx) dx+ g(b,) 


fxydx (8) 


由 于 沙 数 gx) 在 区 间 [C4, + co) 上 有 界 。 于 是 ， 存 在 对 > 
0, 对 任意 xELa, + co), 有 
|glx)| <M ee {9) 
由 不 等 式 (7) 、 (8) 和 (9) ， 得 


上 FogCodx| < 8 (5 | fxydx 
| oz 
+i (io | 上 Jazz | <M:e+rMee= 2Me 


根据 柯 西 收 全 准 列 知 ， 无 穷 积分 | 7(z)5(x)dx 收 伍 。 


$20.3 瑕 积分 


一 环 积 分 的 概念 


如 果 函 数 及 x) 在 点 x。 的 任意 邻 域 (x,-6，4a。+6) 内 无 
界 ，Q@ 则 称 x， 是 函数 x) 的 瑕 点 . 


例如 ， 一 1, 1 都 是 函数 f(x) = =- 的 甫 点 。 


wl-* 


定义 设 函 数 f(a》 在 区 间 [a，8) 上 有 定义 ，5 是 函数 


(2 问 祥 ， 如 果 函 数 f(z) 在 zo 的 任意 诺 孝 城 (ze -5,xa) 《或 任意 右 音 起 
(zj Ze+G)1) 无 界 ， 也 称 点 ze 是 丽 节 jz) 的 腿 点 。 | 
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ER ry a 


jx) 的 臣 点 。 对 任意 正 数 <(0<e<8- 4)， 函数 f(x) 在 闭 区 
-上 问 [a，8-eJj 上 可 积 。 符号 
| f(x) dx z (20.6) 
称 为 函数 f(x) 在 区 间 [xz， 乡 上 的 瑕 积分 . 
如 果 当 se-0* 时 ， 积 分 | 7cxwax 存 在 极限 ， 则 称 甫 积分 


上 
| Feoax 政 仇 ， 旦 
£ 二 一 
| fordx=lim | f(x) dx 《20.7)》 


如 果 当 se0+ 时 ， 积 分 | f(x)dx 不 存在 极限 ， 风 称 现 
积分 | f(x)dx 发 散 ， 

同样 可 定义 a 是 函数 A(x) 的 更 点 的 情况 。 

设 函 数 f(x) 在 区 间 (z， 的 上 有 有 定义 ，z 是 函数 A(x) 的 璃 
点 ， 对 任意 正 数 se(0<e<5- za) 函数 f(x) 在 闭 区 间 [zt+e， 
2 上 可 积 ， 符 号 

{ Wyds (20. 6) 

称 为 函数 f(x) 在 区 间 (a， 作 上 的 瑕 积分 ， 

如 果 当 ce 一 0* 时 ， 积 分 | f(x)dx 存 在 极限 ， 则 称 现 积 


分 | fdx 收 化， 且 
[forar=lim| fod (20. 8) 
如 果 当 0: 时 ， 积 分 | f(x)dx 不 存在 极限 ， 则 称 刺 
积分 | f(x)4dx 发 散 ， 
设 闭 区 间 (4，5) 内 只 有 一 点 c(4<c< 引 ) 是 函数 (x) 的 形 
点 ， 如 果 两 个 事 积 分 | fx)dx 与 | f(x)dx 党 收 化 ， 则 称 阳 
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积分 | ftx)dx 收 化 ,上 且 
| forydx=| fondx+| fod 
如 果 开 积分 | f(x)dx 与 | f(x)4x 中 至 少 有 一 个 发 散 ， 则 


称 现 积 分 | jx)dx 发 散 . 


如 果 函 数 x) 在 闵 区 间 [a，5I 上 有 有 限 个 下 点 ， 可 同样 
定义 它 的 敛 散 福 ， 


例 1。 计 算 到 积分 | -三 宇 


1 
解 航 积 函数 一 末 


1) 上 连续 ，x = 1 为 瑕 点 ， 有 


| 天- dx =1i m| ~ i arcsinx | Ee 
ow/l— wx: et 1-—» 0 十 


人 . ' Tt 
=limarc sin(1—- ee) = arc sin1 = 
FEF* 人 0 二 


例 2 讨论 更 积分 | 055 (>4， p>0) 的 敛 散 性 ， 


解 8 是 被 积 阔 数 的 更 点 ， 有 
1” 当 ZL 时 ， 


| dx =lim| ~ dx 
a 《8 一 X)9? pt) Cb~ x)? 


=lim[ -1 yj- ”| 


十 


=lim [THs06- ay'r st ] 


下 一 下 二 
(8— a) Pp P . 
人 
co p>1 
2” 当 ?了 =1 时 ， 
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dx [dx i 
| (b — x)? =lim|. Fe = limCla(s ua) — Lre] 
= + co。 
于 是 ， 甫 积分 当 PP<1 时 收敛 ， 当 了 之 1 时 发 散 。 


例 3 ”计算 瑕 积 分 | 一 


(Cx ~ 1)3 
解 x=1 是 被 积 阔 数 的 瑕 点 ， 有 


f dx -| dx 中 dx 
ee 


9 Cx do x1) Cx- 1) 
TY 
一 0 十 J 0 Cx— 1)3 一 0 十 .并 十 《和 一 1 


=]im 3(Kx 一 1)3 其 tlim 3(Kx 一 1)3 | 
0 十 自 4 一 9 个 
= 3{1+./ 了 3) 


二 ”一 积分 与 无 穷 积 分 的 联系 


经 过 适当 的 换 元 ， 甫 积分 可 转化 为 无 穷 积 分 ， 无 穷 积 分 可 
转化 为 刺 积 分 ， 


设 a 是 函数 /x)》 的 正点 ， 且 范 数 (wx*) 在 区 间 Ca，2) 上 的 
瑕 积分 收 伍 ， 即 


| xdx= 9 fixydx 


令 x= 一 -一 或 x= 4 十 一 ，dx = ~ id x=4tE 圭 ， 


a x=2 时 ，#= 


es 


人 
=1limf 人 = 了 (or -和 


40— I 


~ lim ron) un ‘tp d= | pds 
(mAb 


mi hd 
站 


其 中 9 


(i 
无 穷 积 分 . 
设 函 数 (x) 在 区 间 [4, + co) 上 的 无 穷 积 分 政 仑 ， 即 
| fordr=lim| flx) dx 


一 。 于 是 ， 甫 积分 转化 为 


存在 ，:; 


dx, x*= 4 时， 
#=1; x=$ 时 ， #= 一 一 ,有 


| fodx =lim 人 fx)dx 
J di 要 


-7 (3 人- 二) 


-lim |, f(A )a 人)dz 
=| pina 
其 中 wp(o= -4 -了 (--2),a= 0 是 函数 pz) 的 瑕 点 @。 于 是 ， 


无 穷 积分 转化 为 现 积分 
， 综 上 所 述 ， 只 要 经 过 适当 的 换 元 ， 瑕 积分 与 无 穷 积分 可 以 
互相 转化 ， 从 而 ， 无 穷 积分 记 具有 的 简单 性 质 《 微 积分 公 基本 


四 有 时 需 设 其 地 变换 方 能 将 无 穷 积 分 化 为 到 积分 ， 便 如 ，) ， ds， 著 


™ 9 =s1 5 
六 i i 


是 普通 的 定 积分 


和 
但 是 令 ws 二， 则 人 -93 = 于 2 


1 


G51. 


1 dp tt Hh A ~ GT 


式 ， 分 部 积分 公式 以 及 换 元 公式 等 都 可 以 转移 到 开 积 分 中 来 。 
例 4 ”证明 ， 现 积分 | -二 -sin 二 zx 当 <<2 时 收敛 ， 


1 = 卫 ，x=1 时 ，f=1, 有 


1 
| . sin- Ldx = lim -二 sin 二 dx 
a -人 十 


| 
zlim|l xzrsint 。 (- 一 di 


4 一 十 + 


= 1im | Su 


an 1 天 
根据 狄 利克 半 判 别 法 ， 当 2 - a>>0 时 ， 即 a<2 时 ， 无 穷 积分 
| 各:w 收 系 。 于 是 ， 当 a<2 时 ， 开 积分 | 
收敛 。 


Sin 一 dx 


$20.4 瑕 积分 收效 判别 法 


我 们 已 经 看 到 ， 对 下 i 积 分 通过 一 个 适当 的 换 元 ， 可 转化 为 
无 穷 积 分 ， 友 之 亦 然 ， 因 此 ， 对 无 穷 积分 建立 的 剑 散 性 判别 法 
都 可 以 入 应 地 转移 到 开 积 分 中 来 。 岂 以 ， 对 环 积 分 的 化 散 性 判 
别 法 只 给 出 结果 而 不 加 证 明 。 2 

为 了 确定 起 见 ， 我 们 只 讨论 积分 区 间 右 端点 是 下 点 的 情 
形 。 

定理 20.8 设 函 数 f(x) 在 区 间 Ca，6) 上 非 负 ， 


1” 车 对 任意 的 。>0Ca<b-e)， 积 分 | f(x)dx 有 上 
界 ， 则 开 积 分 | (x)dx 收复， 
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2” 车 对 任意 的 。>0, 积分 | (x)dx 无 上 界 ， 则 现 积 分 
下 f(x)dx 发 散 ， 
定理 20.9 〈 比 较 判 别 法 ) ” 设 有 二 非 负 范 数 的 甫 积分 


jx)dx 与 | 28(x)dx, 对 任意 xELa,6), 有 
0< f(x) a(x) 
1” 车 一 积分 |，&Cx)dx 收 俄 ， 则 魂 积分 矿 fCx)4dx 也 收 
全 1 | 
2” 车 现 积 分 ,f(x)dx 发 散 ， 则 惠 积 分 | 2(x)dx 也 发 
才 . 
推论 1 设 有 二 非 负 画 数 的 现 积 分 [f(x)dx 与 | gx)dx 


如 果 有 极限 


:fx) _ 
rn E(x) Se 


出 1" 当 0<e< +eco 时 ， 现 积 分 | (xdx 与 | 8(%x)4dx 同时 
收 敏 或 同时 发 散 ， 

2” 当 。 = 0 时 ， 由 环 积 分 | g(x)dx 收 仑 ， 可 推 得 更 积分 
fax 也 收 全 

3” 当 “= + co 时 ， 由 刺 积 分 | s(x)dx 发 散 ， 可 推 得 更 


积分 | 7x?dx 也 发 散 ， 


推论 2 设 非 负 前 数 f(x) 在 任意 闭 区 间 Cza，8-e] (任意 
0<e< -4a) 上 可 积 ， 且 
lim (B—x)f(x)=e 
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1。 若 了 <1， 且 0<e< + co， 则 焉 积分 | fCx)dx 收 化 
2” 车 P>1, 且 0<: 忆 + oo， 则 联 积 分 | f(x)dx 发 散 ， 
定理 20.10 〈 柯 西 收 伍 准 则 》 瑞 积 分 | fx)dx 收敛 的 充 


要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 e>>0, 存在 6>>0,1 当 5- 6<x<<b， 
bg- 6<x, 之 5 时 ， 有 


| fonax <e 


定理 20, 11 (绝对 收敛 定理 ) ”如 果 瑕 积分 | |fCx)| dx 收 
敛 ， 则 环 积 分 | f(x)dx 也 收 化 


定义 、 如 果 天 积分 | f(x)1 dx 收敛 , 则 称 耶 积分 | f(x)dx 
绝对 收敛， 
如果 惠 积 分 | f(x)dx 收 僵 ， 而 形 积 分 [1f(x)1 dx 发 散 ， 


则 称臣 积分 条 件 收 剑 ， 
定理 20.12 ( 犹 利克 莱 判 别 法 ) 设 为 被 积 函 数 f(x) 的 


现 点 ， 如 果 对 任意 6(0<e<- 4), 积 分 | 了 (x)dx 有 上 界 ， 而 
函数 2(x) 在 区 间 Ca，5) 上 单调 ， 且 2(x)0(x 一 b 时 )， 则 环 积 
分 | jx)SCx)dx 收 敛 . 


下 面 给 出 定理 20,12 的 一 个 特殊 情形 ， 
定理 20,12! 如 时 函数 /(x); 在 区 间 Ca,2) 上 连续 ， 且 在 
在 以 90, 使 得 对 任意 的 e(0<e<8 -aa)， :都 有 


[eda [< 
则 下 积分 | (5 一 wx) (xydx 收效 (fa>0)。 


.定理 20.13 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 设 5 为 被 积 函 数 作 x) 的 开 
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点 。 如 果 刺 积分 | Kx)4x 收 剑 ， 函 数 &Cx) 在 区 间 [e, 人 上 单 
洞 有 界 ， 则 更 积 分 | /ee(x?dx 收敛 
例 1 ”判别 联 积 分 | dx 的 化 散 任 。 
eg 
解 因为， 
[ es -| ns 
A 2 xX 
所以 ， 我 们 来 判 别 非 负 画 数 一 前 下 积分 ] -一 8dx 的 人 


散 性 ， 
四 — lnwx Ws 


3 5 上 
lim x 1 nx =lim~ x'‘lnx=0<<+o0 
基 汪 站 中 x 旦 二 0 十 


根据 定理 20.9 之 推论 2 ， 联 积 分 | 一旦 dx 收敛 ， 从 而 刺 积 
Inx 
分 | dx 收 敏 。 


例 2 ee 的 伍 艇 性 . 
. Tx 


解 J * 的 瑕 点 ， 取 了 = 地 <1, 有 
lim¢ 1 x)¥ wx =limv/i-—-x .YY* 
wi wl-x: i- vw (1—x)(l+x) (Cl+ x:) 

_1 
= 二 广 + oo 


根据 定理 20. 9 之 推论 2 ， 形 积分 | 一 和 二 dx 收 全， 
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例 3 ”判别 环 积 分 | 一 二 cos 十 4x(0<a<2) 的 全 向 性 ， 


解 x=0 是 被 积 淆 数 的 甫 点 。 关 为 
| Es cosidx=| 5 cos Tdx 
ov x ~ x 


对 于 环 积 分 | “ -cos 二 dx。 TE 显然 


f(x) 在 区 间 (0,1] 上 连续 ， 且 存在 M = 2>0, 对 任意 ?00<e<< 
1), 都 有 
fi 1 ! 1 ,1i 
| -二 -cos 二 da =| -| cos df 一 : 


2 x | 
=| - sini | <2 
x | 


Ldx 收敛。 


又 已 知 c>0, 根 据 定理 20.12", 下 积分 | 
例 4 讨论 广义 积分 Ja) = fc 的 敛 散 性 。 


rd 于 


对 了 = | 半 dx, 当 4 之 1 时 ， 为 定 积分 ， 当 a<1 时 ,x= 


0 是 被 积 丽 数 的 现 点 ， 取 P= 1- w 有 
a 
当 了 =1-a<1 时 ， 即 当 xz>0 时 ， 五 收 人 皱 ， 当 了 =1-a 之 1 
时 ， 即 当 a<0 时 ，T 发 散 ， 
+% a-! 
对 到 = 上当 一 zw， 它 是 无 穷 积分 。 


& 之 1 时 ， 取 J 


lim A a ual 1, 当 2=1 
人 二 的 荆 十 w+ \ 二 co, 当 2 之 4 
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根据 定理 20. 3 之 推论 2 ， 无 穷 积分 1 发散， 
当 2 之 1 时 ， 取 P=2-4, 即 P>1, 有 


” 和 x ao—} 。 
limxt -lim wi -lim > =1 
x*+% 1+X w 一 +am +x x+odL 十 % 


根据 定理 20. 3 之 推论 2 ， 无 穷 积 分 I， 收敛， 
综 上 描述 ， 我 们 有 下 表 


CS0 0<a<l 立 六 1 
了 发 散 收 伍 定 积 分 
了 z 上 收 敦 收效 发 履 
了 发 散 收 襄 发 散 
例 5 求 欧 拉 @ 积分 


(C1) BlP, 9) = | Ga- %)4 dx 


(2) T(9) = | edx 


的 收敛 域 . 
解 《1)》 因 为 当 P<1 时 ，0 是 形 点 ! 当 Y<1 时 ，1 基 
环 点 。 所 以 ， 需 将 环 积分 B(p,g) 改写 为 


BC ps9) = | wi- ed 


¥ : 
-| x? "1 “dx+| x? 11— x)} idx 

LJ | 

也 


上 1 
设 n=| xt (LE- x)4 dx 与 | x? (1 x) dx, 
, § 
对 1 取 4=1I -2 有 
lim wx? (1— x =lim xx (1 Xx) = 了 
-中 生 心 自 赴 
(1) 
根据 定理 20, 9 推论 2 ， 由 (1) 式 ， 当 4=1-p<1, 即 当 了 > 


中欧 拉 ，Pulery 工 .瑞士 数学 家 ，1707 一 1783， 


0， 4 任意 数 时 ， T, 收 和 伍 。 
对 1,, 取 A=1~g, 有 
lim ‘1 — XxX) x 1- x)3 1 
页 一 ] 一 
=lim (1 -yx) “x? (1— x) !=1 (2) 


站 一 上 一 0 


损 据 定理 20. 9 推论 2、 由 (2) 式 ， 当 和 4 之 1 即 当 yq 守 0， 
?为 尾 意 数 时 ，J1， 收敛 . 

总 之 ， 当 8>0，9>0 时 ;, 攻 与 {同时 收敛 从 而 
BC(5,g) 收 伊 。 

(2 ) 因 为 当 3<1 时 ，0 是 被 积 欧 数 的 联 点 ， 同 时 它 是 一 
个 无 穷 积 分 ， 所 以 需 将 广义 积分 了 (8) 改写 为 名 


($Y) = | dx = | 
6 I ， 


设 站 = | xf dx， 与 1= | 
1 
对 I 取 4=1-5, 有 有 


lm xlx' te *=lim x'i ‘x le *—1 C3) 


一 十 和 自 


根据 定理 20.9 推 论 2 ， 由 (3) 式 ， 当 4=1-y<l, 即 当 >> 
0 时 ,1 收敛 ， 
对 了 5, 取 4>>1， hs 3; 市 


lim xiax te = lim xl *=0+oo (C4) 


x 了 4 2 飞 十 吧 


根据 定理 20. 3 推论 2? ， 由 (4 》 式 知 ， 对 任意 ,无穷 积分 1, 收 
敛 . 
总 之 ， 当 之 0 时 ,1 与 同时 收敛 ， 从 而 (5) 收 化。 


Oz 一 般 说 来 ， (8) 可 改写 为 枉 一 形式 | 
Tl(s) = 人 “dr = 全 ri—le—xdrt+ 人 erxaz 
其 中 oe 为 任意 正 数 ， 跨 0 之 a 之 + o> 为 了 简单 明确 ， 通 常 联 = 1, 即 
Tls) = fo io a = 了 ee «d+ 人 ea 
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1 重点 及 要 求 

本 章 主要 是 讨论 两 种 广义 积分 〈 无 穷 积 分 与 瑕 积分 ) 的 化 
散 性 及 其 判别 法 ， 

读者 一 定 要 深入 理解 与 掌握 无 穷 积分 、 焉 积分 的 收敛 和 发 
敬 的 烽 念 。 会 应 用 收敛 定义 判别 某 些 无 穷 积 分 和 王 积 分 的 化 散 
性 。 淹 别 非 负 函数 的 无 穿 积分 〈 或 环 积 分 ) 合 散 人 性 的 定理 20.2 
(或 定理 20.8) 是 根据 函数 的 单调 有 界定 理 证 明 的 ， 它 蚌 还 较 
判别 法 及 其 推论 的 基础 、， 比 较 判 别 法 的 推论 2 是 判别 无 穷 积 分 
或 瑕 积分 经 常 使 用 的 非常 有 效 的 方法 ， 读 者 一 定 要 掌握 好 ， 运 
用 好 。 

dx 


与 “p" 级 数 相应 的 无 穷 积分 | ”他 -， 玻 积分 | -ps 


(或 | (二 空 je) 在 无 穷 积分 或 焉 积分 中 ， 也 具有 象 了 级 数 


{x— 好) 


在 级 数 中 的 同样 重要 的 地 位 ， 

对 于 判别 被 积 函 数 为 一 般 情 形 的 无 穷 积 分 与 瑕 积分 的 敛 散 
性 ， 要 掌握 好 绝对 收敛 定 硅 和 两 个 充分 性 判别 法 一 一 犹 利克 莱 
判别 法 和 阿 贝 尔 判别 法 。 儿 利克 菜 判 别 法 和 阿 贝尔 判别 法 都 是 
根据 柯 西 收敛 准则 推导 出 来 的 。 从 理论 上 说 ， 柯 西 收 伍 准 则 可 
以 判别 一 切 广义 积分 的 敛 散 性 ， 所 以 说 柯 西 收 全 准则 有 较 高 的 
理论 意义 

此 外 ， 广 义 积分 的 性 质 对 判别 广义 积分 的 收 伍 性 ， 以 及 计 
算 广 义 积分 也 是 很 有 作用 的 ， 
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2 无 穷 积 分 的 基本 性 质 


EE 
| 性 质 1 全 ~ /zyar 收 请 志 -> 对 任意 6>a, f(z)ar 聊 
一 一 一 长: 


.无穷 积 分 关于 区 间 的 可 各 性 ， 对 任意 “> 
由 fnar= "fart f iar 


~ 
t 


-| 六 芝 各 数 末 以 埋 带 吏 ， 克 穷人 级 仇 卫 《性 》 全 


定义 | 一 |>| 仁 贰 ?|~ 4 a 
设 和 “J tz)dx 收 伊 : 常 半 因子 可 以 扣 到 无 穷 积分 
号 外 边 去 ,， 即 了 ef (war=cf fra 


~ 


,代数 和 的 无 闪 积 分 等 于 无 海 积 分 的 代数 和 ， 即 
全 Co zegtzyiar= 人 Jaziart+ 人 gx) dr 


“emsl—» 


琶 积 分 有 完全 类 似 的 性 质 ， 读 者 可 自己 列表 给 出 ， 
3 无穷 积分 的 计算 公式 


名 称 | 条 性 公 式 
Aca ) 人 “7(zar 收 得 ， 过 
微 积分 基本 公 < 了 f lw)ar =F (Cz)| 
式 (2)F(2) 是 0z) 的 原画 数 


C19utr)s VF) 在 [aq，+ 00) 上 训导 全 区 
和 udv, uv | 本 wdv 中 | n+ 
a 二 如 了 vdy 
洒 两 个 存在 5 
《1 ?5= 史 在 (ze，+oeo)y 寺 严 格 单 
人 
(23 ftzadz 与 pu jpna 
蚁 《人 2 中 至 少 有 一 个 收 伍 


换 元 公 刀 


形 积 分 有 相应 的 计算 公式 、 读 者 自己 列 下 给 出 结果 ， 
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4 非 负 范 数 的 无 穷 积分 收 剑 判别 法 
设 1 人 7eoazeJ= [ed 16) = fd 


一 [rn 在 Ca, + ee? 有 上 办 | 一 一 一 一 ~ 7 路 | 
一 定理 20.|- 
| 
| 


一 rp 在 rw TD 在 [ra + oo) 上 无 上 错 一 一 一 一 一 可 下 | 


_ Pf 9 tr), | 入 J 路 ->| 7 疏 | 17 收 
了 和 [ay + co) | 去 六 py Ep | 
全 和 
1= | Es | 一 p<c<+o 下 p<c<+ oo — 一 [7 路 j=| 7 
if Cz)az | Ee 


- 推 沦 1 一 Ee |- -| c=0, c=0, 9 收 一 一 >| I 收 | 
| CE 十 co <= + co,y 发 -一 一 | 长 
| PF>1E Se<+o P>1HISc< + ec ”| I 


-| Eliao<c<+rw PEl1HEI<cE+ 广 *| 玛 


4' 非 负 函数 的 瑕 积分 收效 判 列 法 
设 了 = | flx}dx, J = | ge ar, 1{ey) = | fdr, 5 为 


瑕 点 。 
一 |7(@) 在 0,8-a2 上 压 上 界 | 一 一 *| 7 收 | 
一 在 (0,5-0 3 无 上 界 一 一 一 一 -~>) I 发 | 
ine 
a- 
a 


| 
a 汪汪 Pa _ 二. 时 


st 推论 1 /一 | lim | kz) [ene i | 调 
| 
ES 


-| ass 二 Ey -| 


| 


ee 一 
一 居 理 2 定理 20.9| 一 bf 7) 947),vE ca, D) | 


f(z2) 0 
I =- 
firyady 


Edd Ed > 


二 ce s 吕 发 | 一 一 | 7 发 7 发 | 
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| . GG— 

| | P<1a 
一 一 一 一 一 一 0 有 ec< + oo 

-| ww | 


本 Jim (5-2 f(r) =e 
9 一 般 函 堵 的 无 穷 积 分 收效 判别 法 


对 任意 >0， 存在 | 
-|B>0, 当 51,5:>EN, | 和 


有 | ff as |<e | = 


P14 
QTCE+ oa 一 


| 
一 | Oar | 


丙 收 全 准则 
| 在 在 要 个 eo 之 对 
a 任意 五 >0 存在 某 二 数 | 一 一 
数 的 无 121 了 五, 有 ee 
ff 60 ze Es 


穷 各 分 | 一 

mg 
| 定 末 

判别 革 -人 人 0 


_ | 定理 20.6 | pcd ana 2 
a 


一 1 “zar 收 改 政和 
| A 


对 任意 bECas | 一 一 ， 
+ co 了 (有 办 而 | 加 


狐 利 克 药 | 9 在 [ay +oo 上 
单调 有 具 ->0tZ -co) 
定理 20.7 | | e+ 收 丝 ， 
| 阿 贝尔 er | 
0 单 丙 、 将 


5 一般 函数 的 瑕 积分 判别 法 
对 插 意 号 >0， 

5>0, 当 b~ 5 
硬是 ES 有 , 收 健 
| (zyarl<e le 


| 存在 某 个 eo >0, 对 
| 任意 人 >>0， 作 在 其 二 数 
-Il*1: w 2 使 得 5 一 [| 
站 <b,b-6<<*2<b 有 


frares. 


a 
_ | 定理 20.10 橱 

| 岗 收 分 座 则 Hf /oa 
-| 
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一 般 范 -| 11 绝 - | 了 (za ar 1f (Cz) az 收 化 ra 
数 的 更 | | [对 收敛 定型 -fn _. ] (= 


积分 收 | 一 


| | [一 一 eS 了 
法 定理 20.12 | | es mh 

人 - 狱 利克 某 | 让 上 界 ， 攻 数 ,9(Z a 
在 Ca,b) 单 询 且 -> 0(7| 一 一 

by) 
dr 收 若 ， | | 一 

| 13 ronal de Te 
dd 3 在 CoD 上 单调 、 | ”| 收复 


二 几 点 说 肖 


1 无 穷 积分 与 定 积分 ， 无 穷 积分 与 级 数 的 异同 点 

. 在 学 习 无 穷 积分 @ 时， 要 特别 注意 无 穷 积分 与 定 积分 ， 无 

穷 积 分 与 级 数 之 间 有 嘟 些 共同 点 ， 哪 些 不 同 点 ， 抓 住 这 些 异 同 

点 就 能 更 好 地 掌握 无 穷 积分 的 实质 ， 同 时 也 便于 记忆 和 应 用 ， 
由 于 无 穷 积分 是 定 积分 从 有 限 区 间 到 无 限 区 间 上 的 推广 。 

因此 ， 无 穷 积 分 有 许多 性 质 与 定 积分 非常 相似 ， 现 列表 对 比如 

下 ; 


| 定 积 分 | 元 迪 积分 
关子 被 积 通 数 的 可 加 性 关于 被 积 函数 的 可 加 性 
， | fifo) + 上 gz)3az 人 ”crew +g(z)da 
= fa + foe {zyar = 1 fnar 寺 人 gepaz 
| 常数 因子 可 以 提 到 积分 导 外 边 常 碌 当 子 可 以 提 到 积分 屿 外 边 


2 | ffoar=py fds PALE 
. = x fras 


@ ”对 于 形 积 分 也 基 一 样 ， 从 略 
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定 家 和 苍 死 穷 积 分 


关于 积分 区 疗 的 让 期 性 ， 对 芋 意 关于 积 外 区 癌 的 可 如 性 ， 圣 任 
ctd<cecay， 有 意 ctaccec+oo)， 有 
全 fonar= §" fryadrt flryar = 全 flrydr+ 
下 flradr 全 7 (rT) Aaz 
积分 保 号 性 积分 保 号 福 
车 了 (#) 在 [Gs 了 到 上 可 积 ， 县 者 无 穷 积 分 人 ”zaz 收 
4 f(T) 滨 0， 则 


$ 禾 ， 且 对 性 者 工 辟 Cny + ccy， f(T) 
f° f(ar20 


Wt fdas 


同样 由 于 级 数 收 敛 蚌 指 ， 部 分 和 数列 {5,} 当 x 一 co 时 存在 
极限 ， 即 


lim $,=limda,=5 


是 二 工 


而 无 穷 积分 收 伊 是 指 ， 任 意 区 间 上 的 积分 ， 当 上 限 4 + on 
时 ， 存 在 极限 ， 印 


lim [fewax = | ed 
不 难看 出 ， 在 这 两 个 定义 中 ，“lim” 与 lim”, 久 ax 与 | f(x)dx 
, #=1 


以 及 四, 与 | f(x9dx 害 是 非常 类 似 的 。 因此， 无穷 积分 的 定 


证 二 二 


义 、 性 质 和 判别 法 都 与 级 数 非常 类 侯 。 现 列表 对 比如 下 
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级 数 | 无 穷 积 分 


当 Yoo 震 ，S。 存在 极 晨 ， 邑 当 4 + oo 时 ， 罗 firyar 
定义 lim Ss = lim ah=S=y a 存在 极限 ， 即 
宇 a 页 二 | E>1 li fnara1= 人” fr) 
人 一 十 ao # Qa 
常数 因子 可 以 提 到 无 穷 和 号 锥 边 | 常数 因子 可 以 提 到 死 穷 积分 号 
本 来 . 外 边 来 
1 人 oo “ou 
yy car=ey a mi, frar =e 
4 一 | 1 la 
代数 和 的 “无 穷 和 ”( 级 数 ) 等 于 | ”代数 和 的 无 穷 积分 等 于 无 穷 积 
无 穷 和 (级 数 ) 的 代数 和 ， 即 分 的 攻 数 和 ， 郑 
性 质 3 > a + my Ff) tgar 
$= a 二 二] 人 十 c 
= snart 全 grady 
去 挤 增 这 有 限 项 不 影响 级 数 的 放 去 掉 增 洲 有 限 区 间 不 影响 无 穷 
Ee | 积分 的 伍 获 性 
II 
收 敏 原 性 | 定理 20.2 
比较 判别 法 比较 判别 法 
推论 推论 1 
判别 法 柯 西 收 竹 准则 柯 丁 收敛 准则 
绝对 收效 定理 绝对 收 笋 定理 
狼 利 克 莱 犹 利克 莱 
阿 贝 尔 阿 贝 尔 


Dr 


无 穷 积 分 与 级 数 的 不 同 点 是 ， 级 数 有 些 特殊 的 判别 法 。 例 
如 柯 西 判别 法 、 达 兰 贝尔 判别 法 、 莱 布 尼 欧 判 别 法 等 ， 无 穷 积 


分 无 相应 的 判别 法 。 此 外 ， 若 级 数 》 ax 收敛 , 则 ->0(z->co)， 


无 穷 积分 无 此 性 质 ， 
上 述 讨论 对 微 积分 也 适合 ， 
2 第 二 中 值 定理 的 社 充 证 明 
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定理 ”如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 5e，5 上 可 积 ， 函 数 &(x) 


[ flx) gCx) dx= go) fedx 


证 明 关 为 函数 f(x) 与 &(x?3 篆 在 闭 区 间 [e, 5 上 可 积 ， 
所 以 ， 通 数 信 x)g(x) 在 闭 区 间 [a, 引 上 也 可 积 。 在 闭 区 间 
[4 人 9 上任 取 一 列 分 点 
d= XXX X= 
根据 积分 关于 区 间 的 可 加 性 ， 有 


1 jx)g(x)dax = 3 全 ooecoex 
1=0 


n= 


wi 二 x 
= Bec)|, Fordx+ 了 | .ceo — g(x I x) dx 
f=0 1 二 0 


一 三 十 万 


其 中 o= Fat). fendrsp Fs ~ g(x)I fC dx, 


i 二 


令 ao; 表 出 g(x) 在 闭 区 间 Cxi, x;,11(i7= 0,1， 2，…， 2 一》 
二 的 振幅 ， 又 已 知 函 数 f(x》 在 闭 区 间 Ca, 5 上 可 积 ， 故 必 有 有 
界 ， 即 在 在 x:， 对 任意 x ELa,5)， 有 1 了 Cx)| 委 有 从而， 有 


lol =| Flr ~ g(x)I fx) dx 


sl wi 
<2|.， [g(x) ~ gCxi)| fC)! dx 


二 


xd 
CED iA 
『 二 自 


又 因 5(x) 可 积 ， 所 以 当 4= maxJxi>0 时 ， 有 9; 了 x; ->0， 


共 而 Pp 一 0 【〈 当 /~>0 时 ) ， 于 是 
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- 
| fix gx)dx=lim(to +p)=limog 

A—=0 由 让 

= im2eceD| feodx 《IT) 


设 F(x) = | f(D4dt， 根据 定理 9.15 知 ， 积 分 上 限 函 数 (x) 
在 闭 区 闻 Co， 上 连续 ， 根 据 阿 贝尔 变换 ， 有 


o= Dad, fod 


一 人 xi+t 了 ， 
-Bsnl]. fx) dx— | Fedz] 


sn—1 


= V8 (x CC) -F(x)) 


本 二 有 


| 


= (xi-DCE(xi) Ce 
一 1 


_ 3 [xz — g(xi) .Fe F(x) | 


大 一 上 


+ ECx iD PEP) -了 (xi-D 
f=! 


sm"l1 


Hee) -gee0ICP em) -Fm) 


+ k(x CFE)— Ft} 


是 一 了 


= Pals) ~ ECA)IF (x) + E(x) FS) 
因为 F(#) 在 闭 区 间 [4，4 上 连续 ， 所 以 ， 根 据 闭 区 间 上 
的 连续 函数 性 质 ， 能 取 到 最 大 值 杂 和 最 小 值 w， 又 由 题 设 5(x) 
非 负 、 递减 ， 有 &《%) 字 0, 8(%i.) 一 Ex 之 0 于 是 有 不 等 式 
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10 


"Bre 一 L(xX;)) 十 ex 


<o<M| Pg) — EXDI+ EX )| 
#4=4 


即 me(a) SoMe(a) (2) 
令 4-0, 对 (2) 式 取 极 限 ， 由 (1) 式 得 


mg(a) <| flix)g(x) dx Mg(a) 
由 题 设 g(x) 非 灸 ， 不 妨 设 5Cca)>>0, 从 而 


Ni < 二 | fx) g(x) dx 


由 于 F(x) 在 【<， 幻 上 连续 ， 于 是 ， 根 据 连 续 函 数 的 介 值 
性 ， 必 至 少 在 在 一 点 <Efra,2], 使 


Feiye | Heyape Ll peaceyd 
‘© =| f0) -| fe 8d 


ln feedx= gf fCx)dx 


如 果 g(a) = 0, 由 于 g(x) 非 负 递 减 ， 就 有 g(x) 三 9。 此 时 
等 式 左边 为 常数 0 的 积分 ， 右 边 含 有 零 因 子 (za)， 所 以 对 任 
意 ErCag 等 式 成 立 。 

在 通常 情况 下 ， 函 数 g(x) 不 一 定 非 负 ， 这 时 我 们 设 q(x) 
= £(x) 一 8(4)， 显 然 。 glx) 递减 ， 且 g(x) 之 0,， 于 是 根据 上 
和 而 的 定理 ， 有 


| Foe(xax=w(ao| oax 
即 
| For - bdx= cele) - so) fix)ydx 
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+ 
| fal dx= C8 -EC fx)dx+ 
swf f(x dx 


= so foraxt gd) [| fondx—| fix)ax] 


上 有 
= | dx+&( 人 | fx)dx 


此 结果 对 g(x) 为 递增 的 情形 也 成 立 ， 因 为 这 时 可 设 w(x) 
= 8(8)- g(x)。 性 然 ， 8(x) 满 足 上 述 定理 条 件 ，w(x) 之 0， 且 
类 m<x: 则 8Cx) 之 g(xz)。 从 而 ~8Cx>>-SCx) 于 是 
$x) = 6) -EXD LB) - 2x) = Vx)。 这 样 ， 应 用 上 述 
定理 得 


人 Koseoax=wa) 人 Hedx 


=[g(6)- za) ps 
即 
4 £ 
人 KaoredD gcd ced) 6a) fn)ds 
从 而 有 
总 4 & 
| f(x) Ex) dx= zd)| fx)dx— gb) 上 flx)dx 


£ 
+ g(a)| foxydx 


bb 


s 
= sa)| f(x)dx+ £5) | f(x}ydx 


综 上 所 述 ， 我 们 得 到 积分 第 二 中 值 公式 的 推广 形式 ， 
定理 ”如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [5z，25 上 可 积 ， 而 &(x) 
在 闭 区 间 [se， 人 上 单调 ， 则 存在 一 点 ELa, 8 使 得 


> 4 
Fogeodz= so fdr+t gf fwdx 
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三 例题 选 讲 
例 1 判别 下 列 积分 的 收敛 性 ， 
GO 全 Fa C2 


(3 er 


解 《1》 即 是 一 个 无 窍 积分 ， 又 可 能 是 瑕 积分 (Xi mw<0 
时 ，x= 0 是 被 积 函 数 的 正点 ) 。 为 此 将 无 穷 积分 改写 为 


下 AAS | 一 人 + 一 dx 
4 t+ x? 14x 1 和 主 十 % 
对 更 积分 | dx 

取 Hs 个 闭 ， 有 


lim xm。 = 
是 收 自 1 ~ 


根据 定理 20,9 之 推 治 2 ， 当 ~ m<1 时 , 即 w> -1 时 刺 积 分 
| 二 er 收敛。 当 一 ml 时 ， 即 w 忆 ~1 时 怜 积 分 


| 1+x” TT 发 散 ， 


+" mp 
对 无 穷 积分 | “一 >=dx(w>0), 取 P=*~ mw， 有 


mm 
lim x? = limx"™" =/ 1 
-+m 1+x +n len \ 人 


于 是 ， 当 了 >1 邯 当 #-m 光 1 时 ， 无 穷 积分 | “- -dx 收 
伍 ， 当 * - m 妇 1 时 ， 无 穷 积分 发 散 ， 
综 上 所 述 , 当 a- my 了 县 m>> -工时 ， 广义 积分 | dx 
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(# 这 0) 收敛 ， 
C2》 广义 积分 | 逆光 4x 既是 一 个 无 穷 积分 ， 又 可 


能 是 瑕 积分 ( 当 *>>0，0 是 被 积 函 数 的 惠 点 ) 。 
全 de = 人 Gdr 上 人 
a ~ 0 SY 了 ~ 


对 现 积 分 | :2GL: 9ex, 取 了 P=-1, 有 


lim 


| 


-inCt+x)_liminGt+x) -1 
x * 


lim x?f(x)= limx* 


CE | 


当 P= 一 1<1 时 , 即 当 #<2 时 ， 开 积分 | 时 叶 癌 dx 收敛 ， 


而 当 P- y- 1>1 时 ， 即 当 z 关 2 时 , 甫 积分 人民 二 224x 发 散 。 


对 无 穷 积分 | 了 dd. 取 P<x, 有 


1 ~ 


at, -0 
x 


lim x?f (x)= lim 
s+ Xx+on 


当 P>1 时 ， 即 z> 1 时 ， 无 穷 积分 | “了 呈 二 阅 dx 收 敏 。 
取 了 之 #, 有 


lim xw?f(x)= lim x "ln(l+x)= +co 
+ ¥ + om 


当 P<1 时 ， 即 当 #1 时， 无 穷 积分 | “1 号 上 过 zx 发 散 。 


综 上 所 述 , 当 1<#<2 时 ,广义 积分 | Cdx 收 伍 。 


Ci 4x _ 既是 无 穷 积 分 ， 又 是 环 积 分 ( 当 P>0,g> 


x + x 
0 时 ，0 是 被 积 函 数 的 焉 具 ) 。 
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Ce 2 
| ne | +) x 
不 妨 设 了 万 49。 则 对 瑕 积分 
| | dx 
ox?+ x Jo xr(l+x?) 
取 a=P, 有 
lim x°f(x) = limx? 


1 


1 
xrl tx Py 
当 c = p<<1(9 之 p 任 意 ) 时 收 人 敏 ， 当 p 之 1(g 之 p 任意 ) 时 发 散 . 
对 无 穷 积 分 
| | 
1 wt J w(t we) 
取 C=Yy* 有 
lim xsfKx) =lim xs 
Nr NW 中 


| 
wl 


当 qf 之 1(8 志 4 任意 〉 时 ， 收 合 ， 当 g 才 1(q 才 $B 任 意 ) 时 ， 
发 获 。 
综 上 所 述 ， 当 minf ay}<1<max{t p,9} 环 积分 与 元 穷 积 


分 同时 收 黎 ， 即 广义 积分 | “-52e- 收 伍 ， 

例 2 ”判别 广义 积分 | “02x dx(4>>0) 的 绝对 收敛 
和 条 件 收 生性， 

起 没 了 = J eee si dz= 了 + 了， 其 中 


Terinxsindx erinrSinD x 
-fa 
~ 本 x 
9 4 


先 讨 论 工 的 收 敦 性 。 由 于 0 0 于 是 ， 


有 
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0<sinx<1， <Sin2xc 民 2X D1 = 0 0 * et 


从 而 有 
即 
-< in < 一 2 ， -二 


当 4-1<1， 即 当 4<2 时 ， 隧 积 分 | Er -dx 了 收敛， 根据 


eio 本 Sin?x 


比较 判别 法 知 ， 当 4<2 时 ，J, 收 伍 。 又 因 被 积 函 数 - 9 


当 4>2 时 ， 现 积分 


人 全 3 写 - 发 散 ， 根 据 比较 判别 法 知 ， 当 ?>2 时 ， 形 积分 
1 发散， 


其 次 讨论 1 的 收敛 性 ， 
由 于 对 任意 x€ | 于 ，+ coj， 有 
中 当 0<zY 禄 地 时 ， 有 -<sinz<z， 
事实 上 ， 设 1(z) = Sinz， 因为 姓 (5) = Ze082 Sin2 5037(r -tgz), 所 以 ， 
当 0<z< 世 时 ， 记 (<0 从 而 f(z) 在 区 间 ( 0, 艺 ) 内 各 减 。 又 由 于 lim7(z) = 


lim -中 =1, 于 是 可 定义 f(0) =1. 因 比 ， 我 们 有 /C0)>f42)>> 八 于) 即 1> 


二 一 下 小 


全 
Hn7 2 ， 因 此 得 -2 <aina rz<z， 
出 FL 开 
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而 无 穷 积分 ] -dx 当 4>1 时 收 敏 ， 于 是 ， 当 4>1 时 


| -ax lox 政 敛 ， 根 据 绝对 收 敏 定义 知 ， 当 4>1 时 ， 
1, 绝对 收 贫 ， 综 上 记述。 当 1<4<2 时 ，7 绝对 收 化 

最 后 讨论 条 件 收 僵 性 ， 

了 已 讨论 完毕 ,至 于 ls。 对 任意 的 4E | 三，+ co)， 有 


4 
| Tn <[ [enassin2x dx 


有 


< Isin2x| dx 0. 
4 
即 对 任意 的 AE [ 子 ，+ co]， 积 分 | 2dx 有 界 ， 


函数 -起 -， 当 20 时 是 递减 的 (于 < 之 + co ) 县 


lim a 0。 


N+ 


根据 犹 利克 菜 判别 法 知 ， 当 42>0 时 ，T， 收 化 ， 
综 上 所 述 ， 当 0 和 414<1 时 ，f: 条 件 收 伐 ， 从 而 ， 当 0<4<i 
时 ,1 条 件 收敛 。 


例 5 判别 甫 积分 T= insinxdx 的 收敛 性 ， 并 求 值 ， 


解 ”x= 0 为 被 积 画 数 的 玉 点 ， 且 对 任 膏 xE[o, 互 ]， Ln 
sinx< 和 0， 了 到 0< p 之 1, 有 


lim a, fx) =1lim xflnsinix 
XW 十 人 


于 司 明 

» 2 
二 ai 
上 十 DA SiNY 


中 ”用 洛 比 达 法 则 易 求 此 极限 为 0。 


rinsinx = lim yn y= 0 中 
学 一 有 十 了 
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所 所 要 积分 的 比较 判别 法 的 推论 2 ， 现 积分 | jnsinxdx 收 做 ， 
季 
下 面 求 现 积 分 | lnsinxdx 之 什 ， 
令 x=31 dx = 2d1, 1= 本。 x=0,t=0, x= 世 Es 子 , 有 
村 Ey 
1 =| Insin2124? = ?| In(2sinicostyat 


= 2 (In2 + lInsint + lIncostyai 
C 


于 _ 
一 In2 十 ?| INnsinfat 十 2| lncosidt 
0 站 


Es 
T= 等 jn3+ 2| Insinidt + 2 | et 他- 4) 5 
3 
rr ’ . EE be] 
= In2 二 2| lnsinidt + 对 lnsinwdu 
[| fF 
站 


入 

= Tln2+2| lnsinid:= £1n2+ 2 

2 0 | 
从 而 ， 了 = | in(sin)dit = — 可]1n2 

四 

3 
同 理 可 得 | In(cosx)dx= ~ TIng. 

0 


例 4 举例 说 明 | (x)dx 收敛 时 ， 可 以 没有 Foxy > 


Re 
解 《1 ?320.2 例 10| sinxzdx 收 伍 , 但 lim sinx: 不 存在 
N+ 
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(2 ) 当 被 积 厂 数 非 负 ， 即 对 任意 xEfa, + so,Fx)2P0， 
也 未 必 有 f(x) 一 0(x 一 + coco)。 例 如 ， 如 果 函 数 


HAR+1 


| 


其 中 * 为 整数 ， 则 对 任意 4 全 1 有 
feodx={ Foax+| fodx+t et flx)dx+ 


CY et EE en 

| Ta * | ps 本 名 nl 
et Dl i 

| 


因为 lim| f(x)dx =lim(1- -了 ) = 所以， 无 穷 积分 
人 ”eeax 收 俩 。 但 是 ， 当 x 一 + ce 时 ， 函 数 /(*x) 不 存在 极 


限 。 

国 87/ 如果 天 积分 fo04x 收 级 县 函数 f(x) 在 区 间 
[4a, + co) 上 一 致 连续 ， 则 lim f(x)=0. 

证 明 用 反 证 法 .假设 lim f(x) 夺 0， 根 据 极限 的 否定 投 


述 ， 存 在 某 个 e 汪 0, 对 任意 4 汪 a， 存在 x4 人 4， 有 |.FCx4)| 之 
25,。 特 别 地 ， 对 和 任意 的 x 之 4a, 存在 x,>>#， 有 
| f(x )| 之 2e。 《1) 
已 知 函 数 六 在 区 间 [a, + co) 上 一致 连 峡 ， 即 对 上 述 的 
6o>0， 存 在 6>0, 对 区 间 [ay + ce) 上 任意 二 点 x! 与 x"'， 当 
jx' 一 x < 时 ， 有 |.JAx7) -xD <e 因 此 ， 对 任意 xzEN， 


当 xE (x -号 ， 癌 + 瑟 ) 时 ， 有 -x%| <6， 从 而 有 
| f(x) — f(x,)| <<5 或 J — efx) I,) + ea 
(2) 
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由 (1》 式 ， 当 xD)>0 时 ，|[ fx) | = xn >26l。 
出 《2) 式 左 边 得 ， 
Sflx) (3) 
当 f(x) <ONH, | flx)| = ~ fx) 20 BD fx) < — 268,. 
由 《2》 式 右边 得 ， 
f(x) < (4) 


综合 (3) 式 与 (4) 式 有 ， 当 xE [x, ~ 他 ,x,+ 扫 | 时 ， 


f(x)>6 或 f(x) -a 
了 于是， 根据 积分 不 等 式 ， 有 


x+ 三 "+t 
| fwdx>| ed x = ed 《5) 
了 a~ 


坦 
EE 
"+ 丰 < 
本 bE 

| ， Fozx<| 人 《dx= — ed (6 
”一 “~ 和 


ok | 
(x)dx ed 

”一 也 | 

从 而 ， 对 某 个 e= a6>0， 对 任何 4>e， 存在 x- 号 ， 


名 = + 人 > 有 
) “十 人 | 
| flx)dx 完 2d 
2 一 村 i 


根据 柯 西 收 敛 准 则 的 否定 叙述 @， 无 穷 积 分 | f(x)dx 发 


四 “ 柯 西 收 伍 准 则 的 否定 叙述 。 
无 穷 积 分 ”7(z)az 发 数 拓 -> 存在 某 个 si>>0, 对 任意 的 4>a， 存在 基 两 个 
歼 A,, 有 :之 怠 , 有 
(7 (mas le 
Al 
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艇 ， 这 与 题 设 无 穷 积分 | “7Cx) ax 妆 伍 矛盾 . 

例 6 划 果 无 穷 积 分 收敛 ， 且 菁 数 f(x) 在 区 间 [a, + co) 
上 非 负 且 遵 减 ， 则 lim f(x) = 0， 

证 明 ”因为 无 穷 积 分 | (x)dx 收敛 ， 所 以 ， 根 据 柯 西 收 


敛 准则 ， 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 正 数 3B>0， 当 X ,入 -1>3 
有 时， 有 


‘fx | fx 
1 Fozxz| -fewydx<e (7) 
Ffewdr2 fdr fx) (8) 


由 (7) 式 和 和 (8) 式 ， 有 J/(X)<e。 于 是 ， 对 任意 (之 0, 看 
在 买 >0 (XX>>B+1), 当 xx 人 >X 时 ， 有 

ff(X) < XY) LE 
即 lim f(x)=0 


例 7 设 函 数 A(2Z) 在 开 区 间 (0，1) 内 是 递减 的 ，0 
是 它 的 更 点 。 如 果 环 积分 | Jo)dx 收 化， 则 limxfkx) = 0。 


证 明 因为 函数 六 x) 在 开 区 间 (0，1i) 内 递减 ，0 是 
瑕 点 ， 所 以 必 有 lim f(xX) = +22。 从 而 在 开 区 间 (909,141) 内 


存在 一 点 a， 使 f(x) 在 开 区 间 (0，a) 内 非 负 ， 根 据 柯 西 收敛 
准则 ， 对 任意 2 过 0， 存在 6>0 {6<a)， 当 0 之 %* 之 86,，0< 之 


记 <6 时 ， 有 
| eve < 二 
如 


bs 上 > g 
0< 广 /oe Pa | < 二 (9 ) 
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由 (9) 式 得 
0<xf(x) <e 
于 是 ， 对 任意 e 盖 0, 存在 0>0, 当 0<x<o 时 ， 有 
0<xf(x) <e 
即 
lm x/(x=0 
例 8 设 阔 数 w(x) 在 [a, + co) 上 有 界 ，(1 ) 若 无 穷 积分 
| Foodx 收 伍 ， 问 无 穷 积分 | f(x)p(x)dx 是 否 收 伊 ?( 2 车 


无 穷 积分 三 7(x)4x 绝 对 收敛 ， 问 无 穷 积分 | (xz)g(x)4x 是 
否 收 敛 ? 
解 (1》 不 一 定 收 化 ， 例 如 ， 无穷 积分 | ”xdx 收 


“oinx 
> sinxdx 


伊 ，Pfx) = sinx 在 区 间 [az，+ ce) 上 有 界 ， 但 | 


人 Sx 却 是 发 散 的 ( 见 $20.2 例 9 药 判 别 过 程 ) 。 


《2 ) 一 定 收 敛 。 事实 上 ， 已 知 g.(x) 在 区 间 [Ca，+ co) 上 
有 界 ， 即 存在 以 0 有 jp(x)| 声 刘 , 对 任意 xEL4, + ceo)。 于 
是 ， 对 任意 xEL[4, + coo), 有 

[fg60)| MI fC) 


已 知 无 穷 积分 | “| /201 dx 收 化 根据 比较 判别 法 无 穷 积分 
| yeoecol dx 也 收敛 ， 从 而 无 穷 积分 | FewGx)dx 收 
和合， 此 时 无 穷 积分 | f(x)p(x)dx 是 绝对 收 敏 的 。 


例 9 证 明 | -ax edx =0. 
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1 lnx ;en ' lnx 7 人 inx i 
让 1+ x 0 1+x’ 上 1+ (10) 


对 于 无 穷 积分 [了 dx， 令 = 二 ， dx = 一 二 4 有 


_ 区 
站 全 ws 


1 1nt 
时 -| 玉 a (1) 


将 (11) 代入 (10) 中 得 ， 
全 lnx 二 -| dx -| 1 di=0 


+ +x 1+ x? 


十 吧 
Sins di 了 


例 10 证 明 lim *| 


证 明 令 二 =2 dt= -da 有 


+m 9 二 1 eina 
*| sin? 和 sinzzf )du=* 2 
上 1 x! ng 
x 让 


1 
* SIn’# sins 1 
1 1 
x x 
_ sin’g TAN 
= -只 《积分 中 值 定理 9€ (0, 荆 )) 
于 是 ， 
Bm *| tin: 工 7 lim Sn -1 
?二 D3 " f C= 


例 11 ”如果 w(x)? 是 连续 函数 ， 且 lim p(x)=1, w(x) = 


[xe>0, 则 6%) = 0 )( 当 x+ce 时 ) ， 


60809 


解 $C) = lim ( -dx。 因 为 p(x) 连续 ，-- 寺 一 单 


调 ， 所 以 ， 根 据 积分 第 一 A 有 
| i dx = re i 


i A 


于 是 ， px) = 


= Ff€ (x, A)) 


OX 


P(E) 


从 而 ,lim DO -tim -cx -lim -2 
ehh i Et Ov 
XxX" 


es 《xy 一 十 co 了 时， 5 一 十 co) 
Qc 


即 $x) = 0{ 于 一), 当 x 一 时 ， 


例 12 伏 茵 兰 尼 积分 公式 ， 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [0， 
+ co) 内 连续 ， 且 有 极 跟 太 0) = lim f(x) f+ co) = lim f(x), 
则 
MA th = Lf(0)—f(+ 0) In (a>0, 
b>0) 


证 明 对 任意 0<6<?< + co， 有 
f fax) fbx) 7 -ear - ESx) 1。 
多 3 x é ”~ 


对 等 式 右 端的 酚 个 积分 分 别 作 变量 替换 zx=t 2x= 坊 得 
| A 


x 


ge 
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= 全 dt + A df- [2 dt 


Pn 


a 


or 上 


了 于是， 有 
[ef we- lio] fe As 


g Xx we 


sin" Da -tin (* AD 
才 站 ft i 


本 -人 r+ a# 


因为 f(x) 连续， 一 一 单调 ， 所 以 ， 根 据 积 分 第 一 中 值 定 


理 ， 有 
全 LD -fH =) In 人 (8 介 于 a6 与 56 之 间 ) 


ty FY 
[A224 = /| -和 = ftn) in (zs 介 于 cy 与 下 之 间 ) 


当 6->0 时 ， 必 有 E->0; 当 人 二 oo 时 ， 必 有 有 1> 十 co2， 于 是 
| a lim fe) Ln limf(n) in 


= Fo)L Sf o0)int 
3 2 


CAC0 和 = 并 省 cn 


例 13 伏 茹 兰 尼 积分 公式 的 男 一 种 情形 ， 如 果 函 数 f(x) 
在 区 间 (0, + co) 内 连续 ， 且 有 极限 lim fx) = 了 (0), 对 任意 的 
4>0, 无 穷 积分 [信人 D-4dx 收敛 ， 则 有 

+ flax) ~—f bx) ， sd 
[eA go fons 


[ 


证 明 直销 12 的 证 明 过 程 ， 有 
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全 flax) ~ fbx) pe 
x 


i ey “A 


ee 
由 于 对 任意 4>0， i 收 次 ， 于 是 


lim (A ax -0 
A x 


成 而 ，lim [Aa=0 
r= er ft 
将 比 极限 代入 上 式 ， 得 
| hi lim| fg 
上 


一作 


四 limf (ln2 = f(0) in 人 ( 见 例 12 的 证 明 》 


例 14 计算 无 穷 积 分 | gy 


解 设 f(x) =e-*， 最 然 f(ax)》 =e "f(bx) = !'*， 
了 f(x) 连续 ， (0) = 1，f(+ co) =0， 由 伏 茹 兰 尼 积 分 公式 〈 例 
13) 


de Cf (0) -f+ oo) ns ln 
例 15 ”计算 无 穷 积分 | “32 一 20SCxdx 
解 ” 设 f(x) = cosx。 显 然 对 任意 4>0， 无 穷 积 分 
| gx 收 化 (用 狄 利克 莱 判 别 法 ) ， 又 /(0) = 1， 由 伏 世 
兰 尼 积分 公式 如 另 一 种 情形 ( 例 14) ， 有 
全 se Cosbx 7 本 in 
: 和 人 好 
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例 16 计算 概率 积分 1= | "dx 


解 已 知 概率 积分 | -dx 收敛 《 见 $20.2 例 2》。 现 在 


应 用 无 里 斯 公式 计算 它 的 值 。 
首先 我 们 有 不 等 式 
(+ 人 <1D (对 任意 的 1 半 0) 
这 里 我 们 设 1= 二 x*, 得 
(1— wx)e* <1 和 (+x)e-*:<l 


或 《1 ~ x )<er 和 se 


2 2 
即 1—x:<e < 


在 第 一 个 不 等 式 中 把 x 的 变化 限制 在 开 区 间 (0, 1) 内 ， 
即 1 一 x 六 0; 在 第 二 个 不 等 式 中 的 x>0 看 作 任 意 的 ， 并 对 此 二 
不 等 式 * 次 方 (x 自然 数 ) ， 得 


(1— we (0<x<TD 及 ec2< (0<x) 


(1 + wx) 
从 而 有 


| 《1 一 xyzdx <|. 8 一 wx 二 BT 


在 上 述 三 个 积分 中 ， 分 别 设 x = cost， ,x = ctgb 
并 应 用 公式 
人 设 7 失 =(KI+ta 令 f(t)= -te-!=0， 得 组 定点 t=0.f"(f)= 


人 ti 一 1)e-0 0 = -1<0, 于 是 了 (tt) 在 t=0 点 取 最 大 值 f 0) =I， 失 而 对 长 
音 ts0 ft) = (1+ 和 etcCL= f(0), 
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| -1 a ( 当 ww 为 偶数 ) 


bd 1 
sin”xdx 一 mt, 1 


《Ww 一 11 (6 m 为 奇数 ) 


mI 1 
| ee C2411) 
1 a a 二 ?十 上 ~ “21 
得 ， | x "dx 一 | si tdt = Co 
| a 一 二 edi >> _11 
? VR Vp 


| = (sin 2 
0 


上 工 十 让。 (27* 一 2)1 2 
于 是 ， 
一 (2x)!! 一 《22 一 3)11 x 
《284 二 1)T1 人 《258 一 2)1 1 2 
将 上 述 不 等 式 平方 ， 得 
| 一 2200 | 二 1 I? 
2# 十 1] [a Dx 二 1 hs FE 
(2748 一 3)11 rN: 
[| GD 全) 
根据 瓦 里 斯 公式 有 
| -二 = 互 
lim | T z+1 3 
. Can 3 | 加 
lim 723 0 
a SO 
hn [220 | 1 7 
(2#— 3)11 Sx—1 


从 而 ， 当 soo 时 ， 不 等 式 两 边 有 同一 极限 也， 根据 两 边 来 定 
理 得 
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3 题 
§20.1 
1 半 算 下 列 无 穷 积分 或 判别 它 的 发 敌 性 ， 
《1 je sinbxdx (a>0), (2 | 
机 -sin- ds, J | 


of 
2 证明， 无 穷 积分 | “fo)dx 收 化 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 的 c>a， 
无 穷 积分 | Ha)ax 收 伍 ， 且 
| 7 dx = lg f(x) dx + [We dx 
3 无穷 积分 | “1(z)ds 政敌 的 必要 条 件 是 ， 对 任意 4>0slim[ 


1(x)dx = 0 
820.2 
4 基 别 无 穷 积分 | 和 da 的 敛 散 性 ， 共 中 Pe 与 Pl 双 的 次 数 


分 别 为 加 及 # 的 互 质 多 项 式 ， 且 P,《x) 在 区 间 [0, + co) 内 无 零点 。 
5 证 明年 理 20.2 


6 证 明 无 穷 积分 | ”全 d% 收 敏 ， 且 


本 中 ns -| 3inx sinz gx 
bo 党 


7 判别 下 列 无 穷 积 分 的 误 散 性 
688 


XY , WEA+ 1) (s+ 2) 
(3 ds A 

to yarctgw | 
‘3 ds, | Si 一 


十 591 二 四 
和 a 
ed xin ifiw 


8 判 剂 下 列 无 穷 积 分 的 钨 对 收 诅 性 与 条 件 收 侣 性: 


of gy am 

x Xt1 . 

‘uf es fd, 
9 讨论 下 码 无 穷 积分 的 条 件 收 伍 性 与 绝对 收 误 性 ， 

et) | ds 《2 ) 网 ay, 


16 设 画 数 递减 有 1in f(z) = 0， 如 果 导 函数 ftx) 在 区 向 K@ + co) 


上 上 连续 ， 册 无 穷 积分 站 eeosars cx 收效 。 
11 如 果 对 任意 4>a, 冰 数 1 加 与 8 每 在 闲 久 筷 人 a, 4 三 柯 积 ， 
了 了 吧 3 Se + 
无 二 办 积分 | 请 (dy 5 gz《(z)dx 稍 收 合 ， 无 穷人 分 | 


Cf KY 4 EK) I LAY 5)" 中 (x)8 (区 | dx 千 收 襄 ， 


§20.3 
12 计算 下 列 瑕 咎 分 | 
ed | (2) | inds 

~1Bx 0 本 

1 _arcsin% 7 Ed (a), 
Ey 和 人 本 一 ET 
820 .4 


地 判别 下 列 甫 积分 的 伍 散 性 ， 
687 


1 nx 1 /x 
(1) | es 《2) .ea 


ww 一 和 
1 5] 1 dx 
9 六 og rt (1 — 7) 
CY [En 
re 
14 尘 论 下 列 天 积分 的 剑 散 姓 ， 
到 dx 1 arclgax 
Ee ti et 
(ly | sin Pxcossxy 2) 和 有 


刘 ~ 
(3 ) | id A ea 
外 


15 讨论 F 列 广义 积分 的 绝对 收 伊 性 各 条件 收 伍 性 ， 


+m ]nfg1l 十 4) | 
1) | ee dx, (2) ee dr (922>0), 


os on 
(3) 人 一 全 -ar (4 ) | be (2 sinxdw， 其 中 polx) 与 
0 T 可 pe (x) 


p(X) 为 整 必 项 式 ， 且 当 xza 时 ， 如 ( 雪 拟 0. 


16 判别 届 积分 | "in (cosy dx 的 鱼 散 性 ， 并 求 什 ， 
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第 二 十 一 章 “ 含 参 变量 积分 


设 二 元 函数 f(x,7) = 3x:7- 2 定义 在 矩形 区 域 卫 = 
{Cx 0 志 x 过 2,0 之 7 之 1} 上 ， 对 在 50,2] 上 任意 所 定 
的 x, 在 [0,1) 上 对 ?的 积分 为 


| fx, 7) dy -| 3 x 27)4y= Bx! 1 
这 个 积分 的 特点 是 ， 在 被 积 函 数 中 含有 与 积分 变 量 ;无 关 的 变 
量 x， 通 常 称 x 为 参 变量 ， 如 同 积分 上 限 函 数 ， 收敛 的 函数 
项 级 数 的 和 力 数 等 一 祥 ， 它 是 以 积分 为 工具 所 定义 的 一 类 新 所 
数 ， 本 章 主 要 讨论 这 类 函数 的 定义 及 它 的 分 析 性 质 。 


$ 21.1 含 参 变量 的 定 积分 


一 ”积分 限 为 常数 的 合 参 量 积 分 


设 二 元 函数 f(x, 少 在 矩形 区 域 D= {(x, 2)) | zx 入 只 
cy 人 4} 上 连续 。 因 为 对 任意 国定 的 YE Lec,4d]， 丁 数 f(x,y) 
在 区 间 [4,8 上 亦 连 续 ， 所 以 f(x, 四 在 [ab] 上 可 积 。 对 任 
意 JEf5eyd], 定 积分 


| flx, I) dx 
是 ?的 函数 ， 记 作 
和 
oO)=| Foxyy)dx，?ECey2] (21.1) 


称 (22.1) 式 为 含 参 变 置 ? 的 定 积 分 . 
下 面 我 们 讨论 这 种 下 积分 所 定义 的 玫 数 的 分 析 性 质 〈 连 续 
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性 、 可 微 性 、 可 积 性 》， 
定理 21, 1 如 果 函 数 f(x,》) 在 矩形 区 域 P={(x, 办 | “过 
x<<b，s 芝 yd 上 连续 ， 则 函数 
py) -| Fl ya 


在 区 间 [c, 的 上 连续 ， 
证 明 对 任意 的 7E fe, 4 并 取 y+ AyE Lc,42，g( 加 的 
改变 量 为 
PO+AY) (7)= [efiy + Sy) -fx yd 
从 而 有 
站 
190+LJ) -oO S| Csy+L -Fe ldx 


因为 函数 f(x,») 在 闭 和 矩形 域 D 上 连续 ， 所 以 f(x, 四 在 PDP 上 一 
致 连续 ， 即 对 任意 给 定 的 e> 0 ， 存 在 6> 0 ， 对 了 DD 上 任意 两 点 


(xs,7)》 ，(x， ?+<4 力 ， 当 两 点 的 距离 p= wLxa+L1= TD 
<6 时 ， 有 

[fxs y+ A) ~ fx,)) <e 
于 是 ， 有 


| oC + 47) — $7) I<| [fx I+ Ay) -fx PN dx 
a edx = ela) 


即 函 数 o( ?7) 在 区 间 [c,d1] 上 连续 。 0 
由 定理 21,1 可 得 到 


由 和 
lim| f(x, Ddx= | [lim fix pIdx (24.9) 
JI*IIJ 了 可 J~70 
事实 上 ， 由 于 赣 数 gy) = | fx pd 在 点 六 ECc,d] 连 
续 ， 以 及 有 
lim f(x, 7) =f (x,y,) 
J 
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于 是 ， 
} 
lim| flx WDAdx= limop( =p( %) 


-| pe Pre . Clim f(x Idx 
这 个 结论 说 明 ， 定 义 在 矩形 区 域 上 的 连续 函数 ， 其 极限 运算 与 
积分 运算 可 交换 次 序 . 
定理 21.2 ”如 果 函 数 闪 x, 儿 在 矩形 区 域 P = {(x,2) | 4 安 
x 二 上， cs 二 Y 和 4d} 上 有 定义 ， 对 任 一 yELe, 4), 黄 数 fx,7) 在 
[4,5 上 连续 ， 上 是 编导 数 f,(*, 了 ) 在 D 上 连续 ， 则 函数 p( 在 
[c,dJ 上 可 导 ， 且 有 


， 
gp" y) | fC, WY (21. 3) 


证 明 对 任意 yEfrcd], 由 于 站 数 Ax, 力 在 【ea 的 上 连 
续 ， 故 .fx, 力 在 [a, 5 上 可 积 ， 从 而 在 [cyd] 上 定义 了 项 数 


$ 
pl 7) =| fxs I Ad 


对 任意 的 JELr,d] 及 y+ Ay ELe,4I， 根 据 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 ， 有 


gp + AN -py) =| Cflxs yp +A)) ~f CI) Idx 


点 
| fstxry+0Ay) Aydx (0 <O<1) 
从 而 得 


pt y+ A 一 9( ND :| ; 
， fx ,ytONy dx 


又 因为 f (x, 四) 在 D 上 连续 ， 根 据 定理 23.1， 有 
Jim + A) ~ P(N =lim| fy(x,9 + 047)dx 
I 7 


站) -7? 4 
| "Climf (sy + OA Ids =[ fx) dx 
站 I 


即 函 数 g( 2 在 区 涪 [e, 2 上 可 导 ， 且 
G81 


2 (7 = {fn a 日 
在 定理 2t.2 的 条 件 下 ， 公 式 (22,3》 可 改写 为 " 
-| ee )exz=| [六 flx, y) Jax 
dy : sy > Oy ») 
定理 22,2 说 明 ， 在 一 定 条 件 下 导数 运算 与 积分 运算 可 以 交 
换 次 序 ， 称 此 求 导 运 算 为 积分 号 下 的 微分 法 . 
下 面 我们 讨论 函数 
pl 7) = { fx Fd 


的 积分 ， 
设 函 数 人 x,7) 在 矩形 区 域 D= (C(x, 4 所 x 才 b ey 二 人 ) 
上 连续 ， 根 启 定 理 23.1 知 ， 范 数 


p(y) ={ fx ax 
在 区 间 [e, 422 上 连 绪 ， 因 此 积分 
| ep -上 cf fxs yd xdy 
”存在 。 完 全 类 似 地 ， 由 已 知 条 件 可 以 定义 函数 
Pp (x) -| jx,7) dy 
根据 定理 22,.1， 可 推 得 积分 
| (wdx = | | cf f Cx I) dyId% 
存在 在 上 述 条 件 下 ， 由 二 重 积分 的 计算 可 得 
{f fowardy = [of fx pa = {axl flix, ydy 


这 里 我 们 不 借助 于 二 重 积分 ， 而 直接 证 明 这 个 结论 . 
定理 21.5 ”如果 函 数 /x,?) 在 矩形 区 域 D={(x,7)| a 
< 友 x 委 六 “入 ) 委 四 上 连续 ， 则 


| (. fesspax)ay = | {| for) dy dx (21. 4) 
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证 明 ”我 们 先 证 明 更 一 般 的 形式 


[fsparye = 人 epanes (21. 5) 
其 中 #€ Ce, dz 

# 在 区 间 5r, 4d] 上 变化 时 ， (22.5) 式 的 两 端 都 是 # 的 函 
数 ， 为 此 可 令 


Ti { {{ fe, Pax}dy, L(g) hb fix, yp)d 人 dx 


因为 | /xp)zx 是 的 连续 函数 ， 根 据 积分 上 限 函 数 的 
性 质 ， 有 


5 + 上 
I' Cx) = {| fers)d)ay = | fix dx 


又 因为 区] xy)dy =/(x,4) 是 了 上 的 连续 函数 ， 根 据 


定理 22.2， 有 
I',(#) = Ef pa -| 


地 


{| f(x,I) dd x 


全 


六 
= | 人 


这 就 说 明 ， 对 任意 z€ [c,d2, 有 
1'(w) = I,(x) 
于 是 ， 根 据 
Ti(u) ~ I,(#)=L 
其 中 工 是 常数 令 z=ec， 得 工 = 0， 所 以 (x#) = I,(w)， 区 
(2.55) 式 成 立 。 
特别 地 ， 在 (21.5) 式 中 ， 令 #=4, 得 (22.4) 式 ， D 
定理 22.3 表 明 ， 在 函数 /(x,7》 连续 的 条 件 下 、 积 分 可 以 
换 序 ， 公式 (22.4) 称 为 积分 号 下 的 积分 法 
例 1 求 极限 
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] EE 
lim| Xt Idx 
-0 一 上 


求 这 个 极限 可 先 计 算 积 分 而 捕 取 极限 但 应 用 积分 号 下 取 极 限 方 
法 更 简单 。 本 
解 ” 任 一 取 数 从 > 0 ， 当 13) 和 5 时 ， 二 元 鸳 数 . 矿 x, 7 
= ww?+y? 在 和 矩形 域 D= {Cx,2)| 一 4x 和 1,-8 和 Iy<2} 上 
连续， 当然 0 EC=B8); | 根据 公式 (22,2) ， 有 
lim] vriryax= | lim? + ) dx= | | CR 
二 2 | wdx= 1 
例 2 计算 积分 
I{y) = nCsinix + ycosix)dx 
分 析 ”此 积分 直接 计算 很 复 森 ， 但是， 被 积 菠 数 对 ?的 编 
导数 


a 

Oy 
可 通过 三 角 代 换 变 成 有 理 函 数 的 积分 。 于 是 ， 应 用 积分 号 下 的 
维 分 法 ， 不 难 求 得 [ (y) . 

解 ”对 任意 的 /人 > 0 ， 存 在 正 数 e 与 4， 合 :之 7 和 dz。 这 
时 二 元 函数 x,y) = Ln(sin?x +y2cossx) 及 其 对 ?的 编导 数 


2.3cos2x 让 形 区 域 D- TOx 区 
Sinix + yiCOSIX 在 矩形 区 域 D={(x,| 0 和 < x 


. :CoOs: 
ln (sin?x + ICOSIX) =——; EO 
Slnzx + YCOS 


,x,y) -> 


窑 王 ，“S) 科 4} 上 连续 于是， 根据 定理 22.2， 有 
， 2 a 有 
1’ (C7) 局 ， ln(sin2zx 二 ?20S2x dx = T (Sin’*x 
tty:COS:x) dx 


-| 2 ycoszx 
o SI1DzX + ycCOS:% 


694 


令 tx = 已 当 x= 0 时 ,t= 0 5 当 x = 也 时 ,= too,dx = 


+i?* 
于 是 
I -| a 
¢ 2») o 《42+ 2)f +#) dt 
EE Ce GC. sl 
(+ G+ 1) (和 
因此 
A | | i | | 
1'( >») pr re ge 
2 1 :+ 
= arctgt ee te 4]. 
ee (J 三 1)} 
从 而 


了 (入 = 人 D4y= [Tn y+ 1)+C 


最 后 确定 常数 C。 虽然 上 述 等 式 y= 1， 但 是 根据 定理 
22.1 知 ， 阔 数 1( 7) 在 点 y= 1 连续 ， 且 有 IC1) =0， 当 


J 一 1 时 ， 有 
zln(y+ 1)->xln » 
即 I(i1)y=xln2+C=140 


解 得 C= -~ zln 2 。 于 是 ， 求 得 
iC y)= xlnt 十 1)-rxln9? ~ xlhn 一 


例 3 计算 积分 
= | 守 =< dx (0 一 zz 已 六 


1 linx 


和 解 ” 因 为 被 积 函 数 可 表 为 积分 
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如 
5 一 -| xyCy 


lnx 
所 以 了 = | {| ax 


由 于 二 元 函数 Ax,y) =x“ 在 记 =(fx 六 10<x<1，2 
< 1 过 从 上 连续 ， 根 据 定理 22.3， 积 分 可 换 序 ， 于 是 ， 有 


Ce 中 re 


-| 于 全 | —=ln(2+1} -lnts+1) 
=jn- +l1 
二 
二 ”积分 渭 信 赖 于 参数 的 情形 


现在 我 们 讨论 不 仅 被 积 函 数 中 含有 参数 ， 而 且 积 分 限 也 含 
有 参数 ， 即 积分 是 参 变 量 的 函数 ， 它 的 形式 如 下 


pC DD = fd 
下 而 我 们 讨论 函数 py( 力 的 连续 性 和 可 征 性 . 
定理 21.4 “如果 二 元 函数 /(x,2) 在 区 域 D = {(x,7) la( 力 


<Sx<80D，cs 生 ?和 4) 上 连续 ， 且 一 元 函数 4 . 刀 ， 红 力 在 区 间 
[cd 上 连续 ， 则 函数 


51 了) 
$7) -| XI A {21. 8) 


在 [c,d] 上 连续 。 
分 析 ”通过 换 元 积 方法 “把 积分 (21.6) 变 成 定 限 的 参 变 最 
积分 ， 再 应 用 定理 22.1。 证 得 结果 . 
证 明 对 积分 (22.6》 用 换 元 积分 法 ， 令 
w= a tte 7) — al yy 
当 x=4《 办 时， f= 0 x=6(7) 时 ， i= 1 而 县 x 在 2(7) 
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与 5 ) 之 间 恋 化 时 ，# 在 区 间 50:13 之 间 变 化 。 于 是 


p(y) =| fix d= | me +1C60 7) -a 9))7- 
CEO) ~al dt 
由 于 被 积 函 数 
faCy) +iB( 7) -a yOILEC YY) -al 3) 
在 矩形 域 {Cy,)| ce 过 Yd， 0 之 1 之 1} 上 连续 、 根 据 定理 
22.1， 册 积分 (22.6) 所 确定 的 函数 (7) 在 tz, 上 连续 ， 口 
定理 21.5 如果 函数 f(x,y》 及 f(x, y) 在 矩形 域 P= 
{(xy 7) lI4 才 x 式 b，e 达 yd} 上 连续 ， 函 数 a(》) 和 5(y) 在 区 
间 [Le, 4J] 上 可 微 ， 且 有 
a<ay) Eb, sb(y)Eb, yELc, 4d 
册 函 数 
#7 | 
yn) =| fl pdx 
在 Ce, 42) 上 可 微 ， 且 有 
by) = | fy)as +f[E( y), 78 y) 
~fLal(( ,yay) (21.7) 
证 明 把 多 (六 看 作 复 合 函 数 : 
p(y) = 8 9, 4, 8) -| f(x,y) dx, a=a(y), 0= 6 yy) 
le 有 


-05 98. da O08. db 
fy) = By oa dy Ob Uy 


-| | fd +fCé0) ,78 0y) -fialy), ya'l y) 0 
例 4 证 表 画 数 
= 工 | i 
FO 于 | fosinos x)dx 


是 方程 
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PO) +t wiF() =f() 
的 解 ， 其 中 f(x) 蚌 连续 消 数 ， 
证 明 ”由 于 函数 f(x) .sino(t ~x) 及 其 关于 参 变 量 ! 的 编 
导数 ”wf (x)cosw(t 一 x) 在 tx 平面 上 上 连续， 县 (1) = (a0 
因此 满足 定理 21.5 的 条 件 。 应 用 公式 (21.7)， 有 


F'(t)= 二 | 六 5 7(x)Sinam 人 一 xy)JCx 十 过 onsinat ~ ft 


-3/ 0 sino(tt ~ 0 ).0 让 flx)cosm(t— x)dx 
完全 类 似 可 以 验证 ， 导 通 数 F'(f) 也 满足 定理 21.5 的 条 件 ， 再 
次 应 用 公式 (21,7) 、 有 

F'(i) = -| foosino tt — x)dx tf Coswi(t 一 区 
~—f(0)coswtt~ 0):0 
一 ~ of fo)sino ts — x)dx +f(t) 
将 POD 和 FF '() 代 入 方程 ， 得 


FD +oF0)= ~ of flx)sinolt ~ x)dx 
+f(t) +o (| fosinet ~ dx = 矿区 
例 5 证 明 函 数 
W(X, ty 一 Ef (x at) Hox+aD+ 寺 | Flw)d% 
满足 效 振 动 方程 
Ox ,Og 


Gtr Orr 
其 中 函数 F(tw) 存 在 导数 ， f(x) 存 在 二 阶 导 数 . 
证 明 因为 tz(x,i) 是 由 含 二 个 参 变量 积分 给 出 的 二 元 涪 
数 ， 所 以 应 用 公式 (21.7) 时 ， 将 其 中 的 导数 换 成 编导 数 ， 有 
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IE 


过 = 于 f(x—at)t~ a) +tf'(x+at).a) 


ratF letal)a— Flx— at).( -人 


= wt-f '(x- at) 十 六 Kx + ot)) + 可 
CF(x+z+EFx-ab3 

0s - 

Ox: 


i at) + f '"'(x + al) 


+ CP (x+ a!) — F'(x 一 dt 


同 理 可 求 得 
说 = 可 [Cj "(~ at) tf "(x + at)) 
1 ' , 
和 CF'(x+ail) -PF'(x~— at)) 
显然 ， 有 
a 
Gf? Ox 


$21.2 含 参 变量 的 广义 积分 


一 ， 含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收 化 性 


设 二 元 函数 f(x,y) 在 区 域 D={(x,y) lx<x<+co，ec<y 


十 oo 
上 fx,y) dx (1) 


都 收敛 、 于 是 积分 (1》 在 区 间 Cec;43 上 定义 了 一 个 函数 ， 记 
作 
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DD- 人 fer pdx, yECe,d) (21. 8) 


称 它 为 含 参 变 量 的 广义 积分 .。 

我 们 知道 ， 广 义 积分 与 数 级 数 无 论 在 概念 上 还 是 在 理论 上 
基本 是 平行 的 。 所 以 不 同 的 是 前 者 是 连续 的 ， 后 阁 是 离散 的 . 
由 此 自然 想到 ， 含 参 变量 的 广义 积分 与 函数 级 数 无 论 在 概念 上 
还 是 在 理论 上 也 应 基本 是 平行 的 ， 因 此 ， 我 们 可 以 仿照 函数 级 
数 ， 把 含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收 雍 概念 和 有 关 定 理 写 出 来 . 
这 里 我 们 仅 介 绍 一 致 收敛 概念 和 判别 一 致 收敛 的 克 一 判别 法 . 

定义 ”如果 对 任意 给 定 的 s> 0 ， 存 在 4>>0， 当 如 > 人 
时 ， 对 任意 的 ?Ere,d], 有 


六 fx,y)dx | <e 


则 称 含 参 变 量 广义 积分 (22.8) 在 区 间 [ce,d] 上 一 致 收敛 ， 
定理 21.6 。〈M 一 判别 法 ) 如 果 存 在 某 个 人 > 0 ， 对 任意 
Y 盖 齐 和 任意 ?EreZJ 有 
Se 


且 广义 积分 | “FCx)dx 收 伊 ， 则 含 参 变量 广义 积分 (22,8) 在 
证 明 ”因为 积分 | F(x)dx 收 化 ， 所 以 对 任意 给 定 的 e> 


0 ， 存 在 某 个 4 >0， 当 4>4o 时 ， 有 


| Peas ] <e 


又 已 知 存 在 某 个 放 沁 0 ， 对 任意 x*>M 和 任意 JE [c,d]， 有 
{fx,y) | 长 FGx) 于 是 ， 当 4>maxf4oMW) 有 


人 cea <| /eco ax<| F(x)dxe 


根据 一 致 收 伍 的 定义 , 积分 (22.8) 在 区 间 fc, 4] 上 一 致 收 伍 。 
例 1 用 一 致 收 敏 定义 证 明 积 分 
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十 加 
p(y) -| ye~*sdx, yELe, d] 闻 i 


在 区 间 [r, 4d] 上 一 致 收 僵 (0 二 ed) 。 
证 明 设 4>>0， 计 算 积 分 


fm i 
上 ye x 


作 变 量规 换 ， 令 xy =1， dx= 了 则 有 


| ye dx = | je y=|, ed =0-4s 


对 任意 给 定 的 > 0 ， 解 不 等 式 
[yea ] >| = ee 


得 有 4 二 19 证, 取 4= 上 ln 十。 于 是 ， 当 4> A, 时 ， 对 任意 


JE 5cd] 有 
eax 2 <e 


根据 一 致 收敛 定义 ， 证 明了 所 给 积分 在 区 间 [ec，z43] 上 一 致 收 
襄 ， 
例 2 证明 积分 
| 二 -Ax 
1 x ty 
在 区 间 ~% 之 y 之 +oo 上 一 致 收敛 。 
证 明 因为 对 任意 yyE(-co，+eo) ， 有 


| 
] Xx? ty < 
已 知 广义 积分 
[lax 
} 


收敛 ， 根 据 放 一 判别 法 ， 所 给 积分 在 (- co, +co) 圭一 致 收 


7Z01 


敛 ， 
例 3 证 明 积 分 
全 sinxdx 《并 it ++co) 


在 区 间 Ca，+ co) 上 一 致 收敛 。 
证 明 闲 为 对 任意 xEKE0，+eco), 有 
| SIPX | ee *A<Ae 


再 且 


根据 好 一 一 判别 法 ， 所 给 积分 在 [woy， + co) 上 一 致 收敛 。 


二 侣 和 参 变量 广义 积分 所 定义 的 通 数 的 分 析 性 质 
我 们 在 研究 画 数 级 数 的 和 函数 分 析 性 质 时 知 ， 在 一 至 收敛 
的 条 件 下 ， 可 保证 范 数 级 数 的 和 辑 数 仍然 具有 有 限 和 的 性 质 . 
同样 ， 含 参 变 景 广义 积分 在 一 致 收敛 的 条 件 下 ， 也 具有 有 限 积 
分 的 分 析 性 质 . 
定理 21.7 《连续 性 ) 如 果 二 元 函数 f(x,y) 满足 条 件 : 
(1) 在 区 域 D={(x,)| 4 和 所 x 之 +90、t 全 YA} 上 连续 ， 
(2 ) 舍 参 变量 广义 积分 


十 09 
BD= | feeds 


在 区 间 [e, dg] 上 一 致 收 仿 ， 则 由 含 参 变量 广义 积分 所 定义 的 函 
数 中 ( y) 在 区 间 Cc, ZJ 上 连续 。 
分 析 只 须 证 明 ， 任 取 一 点 jELc,42, 对 任意 给 定 的 2 一 
4 ， 存 在 6> 0 ， 当 1. 一 串 6 时 ， 有 有 
By -Dp) I<e 
对 此 用 不 等 式 


1 +m 十 妈 
{D(C -DL 0 1 | | fxspdx—| fxs yo dx 
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=| fe foes p fersgd Idx+ {Cfoxsy) -Feooaax| 
< | 人 fx -fsad | + 人 fxr,pax | 


+ | 天 f lx, yo) dx | 


上 式 左 端的 第 一 项 由 定理 21,1 能 做 到 任意 小 ， 后 两 项 由 一 致 收 
证 性 都 能 做 到 任意 小 . 
证 明 任 取 一 点 jE [c,d), 太 不 等 式 


{DC 9 ~ DEC) 1= {foxsp)dx -| fr,gddx | 
< :| xy) ~f x, yp) dx | + 【网 flx,y) dx | 


. | {fersgoyax | (1) 


由 条 件 (2 ) ， 对 任意 给 定 的 e 六 1， 存在 A,>>09， 当 4> 4 
时， 对 任意 yE Le, dy), 有 


人 epee | < 
特别 地 ， 对 mwEkc,d]y 有 
人 rm 1< 
又 对 取 定 的 44>> 4,， 由 条 件 (2 ) 及 定理 22.1 知 ， 函 数 
oC = foxpyax 
在 区 闻 [Cr, dj] 上 上 是 连续 的 ， 央 对 上 面 的 e> 0 ， 存 在 6 汪 >0， 当 
1 -为 ]<6 时 ， 有 
roepax- 人 foxsyoax| < 本 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 se> 0， 存 在 6> 0, 当 [7 一 | 之 6 时 ， 
把 上 述 结 果 代 入 不 等 式 (1》， 得 


Ply) -PD 二 
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由 负 含 参 变 量 广 义 积 分 所 确定 的 基数 吧 ( y) 在 点 办 和 连续 ， 册 
yo 的 任意 性 ， 函 数 2@( 力 在 区间 [e,d] 上 还 王 ， OD 
定理 21.8 【可 积 性 ) 在 定理 21.7 的 条 件 下 ， 函 数 作 ( 力 
在 区 闻 fe,d] 上 可 积 ， 且 
fee jo Tf fon) ea 
证 明 由 和 定理 21.7 知 ， 画 数 HL y) 在 Cc,42 上 连续 ， 所 以 
可 积 。 
出 定理 21.7 的 条 件 (2 )， 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存在 4 > 0， 
当 人 4>4 时 ， 对 任意 yE ed] 有 


六 ep 

又 根据 定理 21.3， 有 
Ff teary = ff fen) 

于 是 ， 当 4>> 4 时 ， 有 
I epee ee dx | 
epejor Shs eels 
-| fomn ele 
< Fifewely ff /eerly 
<e-| dy=e 《 一 <) 

w enna stn eol 

a ene the 0 


定理 21.8 说 明 ， 在 所 给 条 件 下 ， 关 于 变量 x 和 》 两 个 积 
分 可 以 交换 次 序 ， 我 们 称 之 为 积分 号 下 的 积分 法 ， 
定理 21.9 (可 微 性 ) 如 果 通 数 《x,y 满足 条 件 ， 
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< 


(1 ) 函数 Jox,7) 酒 了 (xy) 在 了 = 人 xj je<x < 
+ ceo， 上 和 ) 安 4 上 连续 ; 


(2) 对 任意 JE [esd3, 积分 | f/x)dx 收 伊 
(3) 广义 积分 
注 fx dx 
在 区 间 [s, 4I 上 一 致 收银、 则 函数 . 
oD =| feed 
在 区 闻 [ec, 42 上 有 连续 导数 ， 且 
DDB), Sopa = {frpax 21.10) 
证 明 出 条 件 (3) ,我 们 令 
gy) = | fe pdx 


车 等 式 (21.10) 成 立 ， 我 们 只 须 证 明 g( y) = 中 Cy)〉 即 可 . 
根据 定理 21.7 知 ， 再 数 g( 分 在 [cyd] 上 连续 ， 再 由 定理 
21.8， 对 任意 FELe G2, 有 


ne ! 
[awa={\l. flxs Dadx jd 

win 3 ， 1 

a A flxs di jdx 
“| f x,y) -ff {x,c dx= Dy -De) 


将 上 式 两 端 对 ? 术 导 ， 根 据 积分 上 限 函 数 的 术 导 法 ， 其 导数 为 
£9)=D()) 
久 因 为 gC) 在 Cc,d2J 上 连续 ， 所 以 中 'G) 在 Ce,4IJ 上 连续 ， 
定理 21,9 说 明 ， 在 所 给 条 人 忻 下 ， 导 数 运 算 与 积分 运算 可 交 
换 次 序 ， 即 


df + 
La Ny ee 
| fx) dx 3) fx) dx 
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我 们 称 之 为 积分 号 下 的 微分 法 。 


$21.3 含 参 变量 广义 积分 的 
简单 应 用 


食 参 变量 广义 积分 ， 可 以 用 来 计算 一 些 重要 积分 。 这 些 积 
分 有 的 不 信人 参 变 量 ， 有 的 被 积 函 数 的 原 函 数 不 是 初等 浮 数 ， 为 
了 求 出 这 些 积分 的 值 ， 常 把 它 与 某 个 参 变量 积分 联系 起 来 ， 宅 
用 821.2 的 积分 号 下 的 微分 法 或 积分 号 下 的 积分 法 ， 求 出 原来 
的 积分 值 。 这 是 含 参 变量 积分 的 一 个 重要 应 用 ， 本 节 通 过 例子 
介绍 这 一 方法 。 

例 1 计算 广义 积分 

gz( 力 =| cos(2xy)dgx，TE 《一 So +oco) 
解 ”被 积 函数 ”cos(2x?) 及 它 的 编导 数 


0 一 和 2 一 read 
Dr cos(2xy)]= — we "sint 2 x7) 


在 区 域 D= 人 (x,) 10 委 x 必 +co，-oo 所 ?二 +oco} 上 连续 ， 
卫 在 只 上 又 有 

| eT**cos( 2 xy)| 多 人 |— 2xe "sin( 2 x)) [< 2x2 ™ 
我 们 已 知 广 义 积分 


| ry 与 | we "dx 

丝 收 人 语 ， 根 据 放 一 判别 法 ， 浅 头 积 分 
[ecos( 2 xy)dx 与 | - 2 xe- sin( 2 xy) dx) 

在 区 间 〈- ce， + oo) 上 一 致 收 艇 。 根 据 积分 号 下 的 微分 法 ， 
有 

p(y) = | - 2 x Sin( 2 wy) dx 

g 要 

用 分 部 积分 法 ， 得 


1106 


+ 十 旧 
9 (7) =e"? sin( 2 xy) | 一 27| 2 “COs( 2 xy)dx 
0 


+eo 
=— 2y 直 6 ”cos(2x))dx= 一 22207) 


从 而 ， 有 
Ps 2 
|5r 224 人 
即 lIng( y)= 一 ?+5 
解 得 


py)=ce 《其 中 c= 
又 因为 p(0)=| ax= > (概率 积分 》 ， 代入 上 


式 解 得 8 1 -~ 各 于 是 
pl 7) 人 0), VEC(—-0, +o0) 


例 2 计算 广义 积分 


I | SS dx, (gz a>0) 


解 ”因为 
ns nas f a 
ee 
所 以 


人 上 sinbx ~ sinax yp = [es (| Cosxydy) dx 
力 4 


0 ~ 
=[ | 2 COSX7 dy}dx 
由 于 对 任意 七 [Ca,2] ， 有 | eve*cosxy | 所 er 且 广 义 积分 
[dx 收 化 根据 如 一 判别 法 ， 积 分 
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| ecosxydx 
在 【sz, 和 上 一 致 收 伍 。 又 e "scosxy 在 PD={(x,») 10 和 x 
< + coy < 委 ) 委 】 上 连续。 于 是 ， 击 积分 号 下 的 积分 法 ， 有 
本 一 全 放生 coseoazjax 芝 | 站， cosxydxjd7 
-| 5 &TC te 二- arc tg 
例 5 计算 积分 
1=[ dx (0<erh) 


x 


解 ”这 个 积分 我 们 曾 在 第 二 十 章 用 伏 茹 兰 尼 积 分 算 过 ， 下 
画 用 积分 号 下 积分 法 来 计算 ， 
因为 被 积 浮 数 可 表 为 变量 .7 的 积分 


如 一 x 一 6 一 4 


所 以 


由 于 函数 e7*? 在 PD={(x,D)| 0 所 x 之 +o0,， oy 所 人 上 
过 续 ， 且 积分 |”。-"dx 在 区 间 C4，62 上 一 致 收 化 事实 上 
LS 人 [Cd 
而 广义 积分 | “edx 收 全 根据 积分 号 下 的 积分 法 ， 有 


ee 


Be ts 
-| 


例 4 计算 积分 
7(8 


toc] 

11 

| dx 
人 ~ 


解 在 例 2 中 ， 今 5= 0 ， 2= 1， 则 将 
wa) = {re dwarc tai (a>0) (1) 


容易 看 出 ， 只 要 极限 limy (a) 存在 ， 即 得 结果 ,事实 上 ， 我 


们 可 以 证 明 含 参 变量 前 广义 积分 (1) ， 当 & 字 0 时 一 致 收 
化 。 根 据 定 理 ?31 7 知 ， 函 数 m(c) 在 c 关 0 上 是 连续 的 ， 且 


(0 ) -| ng 
于 是 ， 由 (1) 式 右 


(0) = Siu (a} = lim arctg 


a+0t a—0+ 


1 _x 
a 


§ 21.4 欧 拉 积分 
我 们 曾 在 第 二 十 章 中 讨论 过 积 
B( p,g4) = | wl 1 ~— x) dx S17 (a) = | edx 


药 收 伍 域 。 它 们 分 别称 为 第 一 型 、 第 二 型 欧 拉 积分 。 当 声 >>0， 
4 之 0 时 ， 8(p,9) 收 僵 ， 所 以 它 定义 了 关于 参 变量 疡 和 ?9 的 
二 元 函数 ， 称 为 上 县 塔 函数 。 当 a 记 0 时， (2) 收效 ， 所 以 它 
定义 了 关于 参 变 量 ax 的 函数 ， 称 为 伽 玛 函 数 . 

下 面 我 们 讨论 信 函数 、B 函数 的 性 质 以 及 它们 之 闻 的 关 
系 。 


一 并 函数 的 一 些 性 质 


1 轿 数 售 (a) 在 共 定 义 域 (0 , + co) 上 连续 。 
证 明 ”把 积分 {/”(a》 改 写 为 
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二 池 1 
六 (az) =| x lp rd x 一 | 


0 


对 任意 cE(0 ,+ ce) ， 定 存在 随 个 正 数 a,，p,， 使 0 <as<a 
< 于 基 有 
Xx" Wexler", xCLO,1) 


Xe "Xl xEL1, +o00) 


由 于 | werdx 和 | ze-*dx 收 伍 ， 故 广义 积分 


十 中 
Xie “qx 干 | x"le-*dx 
k 


十 治 
| Xle "dx 
pb 


在 区 间 [a。， 训 J 上 一 臻 收敛。 根据 定理 22.7 函 数 |(a) 在 Ca， 
Po] 上 连续 ， 再 由 a 的 任意 性 ， 函 数 让 (a) 在 (0 ,+co) 上 连 
续 . 0 

2 了 (4) 函数 有 递 推 公式 
T(at+ 1)=al (a) (21.11) 


证 明 由 分 部 积分 法 ， 有 


f(a+ 1》 =| eax= 一 和 op + | eax 
= cz (a) 口 
当 # 守 a 所 4+ 1 《(# 为 自然 数 ) 时 ， 应 用 公式 (21.11) 得 
i (lat+ 1)=c (a} =a(ta— 1)T (a- 1) =… 
=a(a— 1)(a— 2)-.…(a—#): (a—#) 
特别 地 ， 当 a 为 自然 数 * 时 ， 由 上 式 得 
7 (2z+ 1)=r(x— 1)(x- 2).… 1.7 (1) 


而 TO)=| edx= 1 
”于 是 ， 有 

a | ex (21.12) 
在 计算 中 ， 有 时 需要 求 六 (去 ) 的 值 。 因 为 
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1 + WR tm po- 
a wTe~"dx | pp 
进行 变量 将 换 ， 令 上 = wx, 则 当 x= 0 时 ,f= 0 当 x= +oo 


时 ， 1= +o0; x= 1 下 = -二 一 dxy 再 由 概率 积分 | “dx 
2 x 9 


人 中 = ?2 | SA 


二 B 函 数 的 一 些 性 质 


1 对 称 性 ， B(p, 9) =B(y, pp», 
证 明 设 x = 1 -i, dx= -di, 则 有 


1 0 
B(p, 7) | 1 -x) dx = -| 《1T 一 的 141 


= | zt 一 (二 -Hdt= Blg, p) 口 
2 了 3 函数 有 递 推 公 子 
Blp, a ed + 如 一 : 
(人 3 Bp 1), 9>1 (119) 


Bp, 9) = TET Blgp-1), p>1 


证 明 当 9> 了 工时 ， 用 分 部 积分 法 ， 有 
B(p, 7) 本 | C1 — x) dx 


nt 2 | 村 -| rds 
四 10 p 9 


Gl E 一 1 ~ 上 下 4—2 
= -全 | cx x NIC 一 02 
站 
= 
[ 
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d=- wi en J 学 
? J :{1 xD) 1dx 
= dpep, g- 1) - .4 +B(p,g) 
3 六 9 $ P39 


即 B(p, 9) - Bp We ee 1 pe p, g). 


移 项 整理 ， 得 


B {pb,0) =— 7... 
S99 p+4g— 1 


很 据 了 函数 的 对 称 性 和 .上 式 ， 有 


Blg,p) =- boi Bo,p-1) (p>1) 0D 
gb) = TD p 


三 了 3 函数 与 广 通 数 的 关系 
B 藤 数 与 六 函数 从 形式 上 站 有 很 大 的 差别 ， 但 是 它们 却 有 
涛 内 在 的 联系 .下面 我 们 讨论 它们 之 闻 的 关系 ， 
对 8 函数 的 递 推 公式 (21.13), 令 p=m,g=# (MX 为 自然 
数 )》 ， 则 有 


SO ee 
Blm, #) = pp B (m, x#— 1) 


反复 应 用 8 苹 数 的 递 推 公式 ， 有 
Bmn) = 一 3 一 工 Bom,s—1) 
骨干 关 一 


# 1 
三 一 一 #1 _ p22 B (mm, #— 2) 
这 十 其 一 二 了 到 十 2 一 2 
#—1 及 一 2 一 3 


昌 帅 是 办 四 


又 因为 
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所 以 
ih ,be Ed 
B (m,s) m+# 1 二 十 多 一 2 mi 1 访 
,mm— 1)! _ (xo 1)! Cm— 17)1 
(mm— 1)! {m+n— 1)1 
于 是 
Ll Cm) 


_T(p)-T (9) 
B (p, 9) TO (21. 15) 
下 面 我 们 给 出 它 的 证 明 ， 


证 明 先 把 了 函数 与 三 函数 表示 成 另 一 种 形式 ， 
对 积分 六 (oa) 作 恋 量 蔡 换 ， 令 x= 纪 ,有 
Tlay = { wdx= 2 tet? dt (1) 
2) = Xp x 二 ， 
令 %*= cos't, 有 
B (pz,79) = | 1 一 xy = 2 Jcos-usineg 
(2) 
应 用 公式 (1》， 有 


1 (p)*1 (g) = 2 | ee de2 I ETIer7ady 
8 0 


十 起 十 只 
-4 epee 


对 此 广义 二 重 积分 作 极 坐标 变 搞 
x=rCcOs0, y=rsing 
此 时 ，0 < 9< 了 本，0 <r<+co。 而 dx 和 =rdrdb, 注 意 到 公 
式 (2) ， 有 
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TT(g = 2 eos Sin:*“igd0, 2 | no 
1 6 


=B(p, qi (p+ 9) 
于 是 


_ 了 (六 7 (9) 
B (p,7) = Ra 口 


四 欧 拉 积分 在 计算 积分 上 的 应 用 


欧 拉 积分 在 计算 一 些 较 复杂 的 定 积分 、 广 义 分 上 有 应 用 。 
其 主要 思想 方法 是 ， 先 作 一 定 的 变换 替换 ， 把 所 要 算 的 积分 变 
为 欧 拉 积分 的 形式 ， 而 后 用 欧 拉 积分 的 性 质 及 了 函数 与 函数 
的 关系 ， 算 出 其 结果 。 下 面 仅 举 几 个 例子 加 以 说 明 ， 

例 1 计算 广义 积分 


+ 只 
了 = | Xe “dx 
站 


其 中 * 为 自然 数 。 

解 ”容易 看 出 作 变 量 替 换 上 = x* 可 变 为 六 函数 的 形式 ， 事 
实 上 

令 i=x*, 抽 x=w tt, dx = -于 一 ， 有 


1 人 
再 应 用 公式 (21.11)， 有 有 
1 
(7(- 扩 
人 


有 (2 
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例 2 求 积 分 


J -= | sin'xcosrxdx 
T 


| 


的 存在 域 ， 并 计算 L;、. 
解 ” 我 们 注意 到 3B 函数 的 另 一 种 形式 时 ， 易 想到 作 变 量 棕 


换 ， 邻 1 = sin:x*，di= 2 sinxcosxdx, 有 有 


_1 (1 x 二 1 六 + 工 
I 


再 根据 了 函数 与 六 函数 的 关系 ， 有 
人 
TD 


这 十 上 


根据 欧 拉 积 分 存在 条 件 ， 当 -2 一 > 0，- 一 >>0 时 ， 到 


#% 盖 三， 罚 盖 一 工作 在 .。 
特别 地 ， 当 *= 4， 加 = 5 时 ， 有 
bY: 
1 7 (ZF)3) 


Ls ee 本 i 


Ls 本 9 7 


5 3 
YR 
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例 5 证 明 欧 拉 竺 式 
1 dx 1 x? _ 
人 
证 明 为 了 把 左 端的 两 个 积分 变 为 3 函数 的 形式 ， 
把 变量 替换 ， 令 1= x', 有 
1 


| ,二 上 有 ee = 十 | 全 i -073d0= 工 8B( 二， 去) 
人 > | 1 -= 二 3 (全 ， 却 ) 


于 是 ， 和 根据 卫 函数 与 函数 的 关系 ， 丰 


| zi fa *= 吉 3( 二 去 ) 


1 重点 及 要 求 

本 章 的 重点 是 含 参 变量 积分 所 定义 的 函数 的 分 析 性 质 ， 连 
续 性 、 可 积 性 及 可 微 性 。 关 于 含 参 变量 定 积分 ， 要 求 明 确 几 个 
定理 的 条 件 及 其 证 明 方 法 ， 并 人 掌握 应 用 积分 号 下 积分 法 及 积分 
号 下 微分 法 计算 定 积分 的 思想 方法 。 对 于 会 参 变量 广义 积分 ， 
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注意 掌握 一 致 收敛 概念 及 它 在 证 明 分 析 性 质 中 所 处 的 地 位 。 这 
部 分 与 和 函数 的 分 析 性 质 的 证 明 其 思想 方法 基本 一 致 ， 要 求 对 
络 起 来 学 习 ， 对 于 欧 拉 积 分 ， 襄 求 掌 握 它 们 的 人 性质 、 递 推 公式 
和 8B 消 数 与 函数 之 闻 关 系 ， 并 且 掌 握 应 用 欧 拉 积 分 计算 积分 
的 思想 方法 ， 

2 内 容 概要 

食 参 变量 积分 分 为 两 大 类 : 依 参 变量 定 积分 和 含 参 变量 广 
义 积分 。 

会 参 变 量 定 积分 是 由 被 积 通 数 含有 与 积分 变量 不 同 的 参 变 
量 的 定 积 分 引入 的 ， 它 分 为 积分 限 为 常数 的 情形 和 积分 限 依赖 
于 参 变 量 的 情形 两 类 、 它 们 都 是 由 定 积分 定义 的 一 类 新 函数 . 
对 它们 分 别 讨论 了 分 术 性 质 ， 连 续 性 《积分 续 下 下 极限 ) 、 
可 积 性 (积分 号 下 的 积分 法 ) ”和 和 可 微 性 ”( 积 分 号 下 的 微分 
法 ) 。 

含 参 变量 广义 积分 是 山 被 积 函 数 合 有 参 变 量 的 广义 积分 引 
八 的 ， 它 是 由 广义 积分 定义 的 一 类 新 函数 。 为 了 讨论 这 类 邹 数 
的 分 析 性 质 ， 先 给 出 了 含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收敛 概念 和 一 
致 收敛 判别 法 、W 一 判别 法 。 一 致 收敛 性 在 证 明 出 含 参 变量 
广义 积分 所 定义 的 函数 的 连续 性 、 可 积 性 、 可 微 性 中 起 重要 
的 作用 ， 尼 与 证 明 函 数 级 数 和 函数 的 分 析 性 质 起 着 同样 的 作 
用 。 

我 们 知道 ， 函 数 的 连续 、 导 数 及 积分 都 是 用 极限 定义 的 ， 
所 以 由 含 参 变量 积分 所 定义 的 和 遂 数 的 分 析 性 质 ， 其 实质 就 是 
极限 运算 交换 浇 序 间 题 . 

欧 拉 积分 一 函数 和 了 通 数 是 两 个 特殊 的 食 参 变量 广义 积 
分 ,是 两 个 非常 有 用 的 小 数 ， 应 用 它 计 算 某 些 积分 是 很 简便 
的 。 

本 章 的 主要 内 容 及 结构 关系 如 下 。 
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人 | 
~:p(y) -人 jr Yd 四 >| 可 和 斑 性 - 
: ; 
含 参 变 有 区 -| at] 
证 有 分 | 
舍 
儿 
变 
| 
风 | 
分 | 连 二 性 
| 售 参 变量 wcg a 可 微 性 | 
| 广义 积分 | | ! | 
可 性 | 
{| 


a (1 — TI-1de 


br Pa MC 
| 光 拉 积分 一 | Bp, a = TIW+9) 

| RE 
TA) = 人 | 


te— 
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二 几 点 说 明 


1 定理 21.5 的 另 一 种 证 明 ， 
对 任意 给 定 的 _ mc [esd3, 有 


$7} a {0) 

yn = | Fever [fordx 
dt 0) gt) 
+ | fxs radx 十 最 f(x, ydx 
对 上 式 右 端 的 三 个 积分 分 别 记 作 

s{70) herey 
FC y) 三 | f(xsy) dx, Fl(y) = 人 ,f(x dx, 

diy) tio 


FpD= [foesp)dx 
由 于 为 是 轩 定 的 ， 因 此 对 函数 F:( y) 应 用 定理 21.2， 得 
pn Po fen 
特别 是 
Fogo= f fsx dx 
对 函数 Fi( 力 和 F,( ») 分 别 应 用 积分 中 值 定理 ， 有 
Ft y) = ee fCxsy)dx =f (L,Y) Cay) — aly)) 


| 
FD=f fxs pdx =f ny LE) — By0)) 
ry 
其 中 8 介 于 a( 人 与 (0 ?90 之 间 ， 9 介 于 2( 7) 与 5( y0) 之 间 ， 上 由 
此 得 


FG) = lm -Ts) -linf (&,)). 09) < 
了 = pd bd 


= 一 了 Catyo), yo 


F',0) = im PD 1C0%) =lim f my) A 加 1) 


= CE yo) Yb ( yo) 


从 而 
$C JJ) -= 了 yo) +F',( 0) +P',( 0) 
je y) 
六 | , f yx dx tf CC), yb'(y) 


-ff Lal(y), yDa'( y) 口 

2 一 致 牧 伊 判 别 法 的 补充 

合 参 变量 广义 积分 的 一 致 收银 淹 划 法， 我 们 只 介绍 了 于 一 
判别 法 、 但 衣 一 判别 法 有 很 大 的 局 限 性 ， 对 淹 别 那些 一 致 收敛 
但 非 绝对 一 致 收敛 的 含 参 变 量 广义 积分 ， 半 一 判别 法 失效 。 下 
画 我 们 介绍 比 闻 一 判别 法 更 进一步 的 一 致 收敛 羯 别 法 ， 为 此 我 
们 先 给 出 柯 西 -~ 致 收敛 准则 。 

定理 ( 柯 西 一 致 收复 准则 ) 。 含 参 变量 广义 积分 


| foupds 在 Ce,42 上 一 致 收 敏 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 任 


意 给 定 的 e>> 0 ， 存 在 4 0， 当 4 >>.4> 4 时 ， 对 任 交 
?CC[cy dy, 有 | 


| Ad | 
1, fx pdx | <e (1) 


证 明 必要 性 如 果 积分 |”f(x,y)4dx 在 rc,2] 上 一 致 收 


化 ， 则 根据 一 致 收 敏 的 定义 ， 对 任意 给 定 的 e> 0 ,存在 4 
0， 当 A4'> 4>> A, 时 ,任意 yEreyd3, 都 有 


十 oo 到 十 四 | SE 
| 广 f xy) dx [本 | | fx I Ux | 
于 十， 有 
| 2 .4 | 十 om 由 b9 
由 f(x, dx | f (x,y) dx -人 fx,y) 
4 和 | i | | Ce | 


充分 性 ”由 定理 条 件 ， 根 据 广 义 积 分 的 柯 西 收敛 准则 ， 对 
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-一 一 一 一 


Ce 人 上 每 一 个 确定 的 )， 含 参 变 莉 广 义 积分 f(x) dx 
lim 上】 fx dx = 下 fx ydx 
又 对 任意 yE Lc, 2] 不 等 式 《1) 都 成 立 ， 且 
' A A. : 六 
| foepadx -由 JoxDdxi= | 广 fx) dx 
<e 
于 是 ， 泊 妥 "> +00 和 时 ， 有 


三 fOr, ydx -foe a | 二 f fx)ax | 
即 含 参 变量 广义 积分 六” f(xy)4dx 在 Cc,4] 上 一 致 收 伍 。 口 


下 面 我 们 应 用 柯 西 一 致 收 和 伍 准 则 和 积分 第 二 中 值 定理 ， 给 
昔 被 积 光 数 为 二 个 函数 乘积 形式 
Fy Gp Bx dx (2) 
合 参 变量 广义 积分 的 一 致 收敛 判别 法 。 其 中 我 们 设 f(x,7)， 
8(x,]) 在 区 域 D={(x,y) lz 所 x 之 +o0，i 攻 y 世 4d} 上 连续 ， 
定理 〈 迪 里 未 列 判别 法 ) 如果 
(1) 当 4+oo 时 ，| f(x)dx 对 yECc,d] 一 致 有 
界 ， 即 存在 常数 放 二 0 ， 对 任意 拉 之 a 和 任意 yE Ee,dJ, 有 
if fx, dx I<M 


(2) B(x,y) 关于 变量 x- 单调 递减 ， 且 对 yE [ec, 4 一 致 
收敛 于 办， 即 对 任意 给 定 的 e 守 0， 存在 4, 汪 0 , 当 x 疙 A 时， 
对 任意 yE Cr, dd), 有 

| gCx, vy) <e 
则 会 参 变 量 广义 积分 (23》 在 fc, dj 上 一 致 收 化。 
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证 明 根据 积分 第 二 中 值 定理 ， 对 任意 有 4' 污 4 之 a 有 
.4 上 
三 fry) gx dx= (A,Y) f fis pdx + gC) 


广 F(x, 7) dx 
其 中 A4 志 5 志 A'。 由 笨 件 (1) ， 对 任意 yELe,49, 有 
| fn)dx | = 六 oopax- f fr, dx | 


<| ffopars + fos < 2M 
同 理 


| ffl pd | 3MM 


由 条 件 (2 ) ， 当 4 全 4>4 时 ， 对 任意 JECesd]。 有 
| gt ,y)] es | 8¢:4',y)| ~E 


于 是 ， 当 4 汪汪 >A4, 时 ， 有 


本 


当 
而 名 fxs Bl Ddx | 志 " £2,y) | ff aa 
十 | £(A', y) | 三 fp) dx | <e- Mt+te. 2M= 4Me 
根据 榈 西 一 致 收敛 准则 ， 舍 和 参 变 量 广义 积分 〈2 ) 在 [c,41 上 


一 致 收敛。 U 
例 证 明 含 参 变量 广义 积分 


了 (cxy) = 三 和 二 
二 


x 


在 [0 ,+ co) 上 一 致 收 伊 ， 
证 明 为 了 应 用 迪 里 赫 列 判别 法 ， 设 


fx, 04) =e-"* sinwx, E(x, 0) = 过 


对 尾 意 4 之 0 和 <ECc0,+ce) ,有 
?22 


"4 _ 1『 -ee"(asinx+ cosx) 网 
J fn a | | 1+to: | 


|—e "(asinA+cosA)y+1 
eu 1 +C: 


+o 
& (x9) = 十 单调 递 泪 ， 且 当 x 一 + co 时 ， 对 a 一 致 趋 于 堆 ， 
根据 迪 里 赫 列 判别 法 I(Q) 在 C0 ,+ ce) 上 一 致 收敛 。 


三 ”例题 选 讲 


基本 思路 ”根据 画 数 极限 与 数列 极 跟 的 关系 ， 如 果 函 数 极 
隐 
! dx 
s+ thx) i 
存在 ， 则 上 述 数列 极限 也 存在 相等 。 验 证 定理 21.1 的 条 件 ， 
用 积分 号 下 下 极限 法 便 得 结果 ， 


解 设 -= 为 则 有 


lim f 


jr 


(1 + 和 ) a 

从 
如 果 把 # 奢 作 连续 变量 ， 则 有 

lim 《下 + hx) lim [ 1 = 
此 时 ， 设 


pe 人 1+h) Tm he 0 
x = 
一 


四 当 =0 
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则 沙 数 f(x, 四 是 x, 上 的 二 元 连续 函数 ， 于 是 ， 积 分 号 下 的 取 
极限 法 ， 有 


im 一 一 一 一 = 广 | 和 -一 二 一 一 jz 
上 0 二 《1 十 站 KK i | 4 C1 thx) 


= ,了 学 - 


从 而 ， 根据 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 ， 有 


， ?上 dx 本 1 dx 
i 


仿 e* 二 时 ， edx = dt, 当 x= 人 0,i= 1;x= 二 时 ,上 = 9?。 于 是 


Ee _ od 
jf ve i jnC1i +2 |=1n 


1+5# 
即 
limf A 
Wm 全 SY 1+e 
1+(1+ 立 ) 
例 2 证明， 如 果 范 数 AKCx) 在 闭 区 间 [e,2 上 上 连续， 则 函 
数 
让 一 人 
F (x) = (x— i) fat 


是 微分 方程 F(x) =,F(x) 满 足 条 件 F(a) = F'(4)=…=F'" "(a) 
= 0 的 解 ， 

基本 思路 ”重复 应 用 定理 24.5， 求 出 了 (x),F''(x),…， 
FG 并 对 F(x)，P"(x),…，F'” (x) 验证 满足 条 件 ， 

证 明 ”因为 被 积 函 数 (x 一 站 "-! (1) 及 其 关于 参 变 量 x 的 偏 
导数 (x 一 1)(x 一 站 /f(x) 在 区 域 D={(x)l si1 委 外 上 连 
续 ;， 函数 gtx) = as，2(x) = x 可 微 ， 且 有 

d=4, 4XEL 


所 以 根据 定理 21.5， 疹 
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F'(x) = Ca~ 1) (x0) fd 


(x 1)l 
_ wy 一 | 人 
We Lr 人 t#— 工 )f Ws, 
， ‘ff {aa 2 2 / (x -i)" ?fdt 
同 理 ， 有 


po a 
Fr'Cx) "a, Df dx 
重复 应 用 定理 24.5， 可 求 得 


Fen (wy ={ fea 


最 后 ， 因 为 函数 fx) 在 ta, 5 上 连续 ， 所 以 上 面积 分 上 限 

通 数 可 导 ， 且 有 
F'” (x) =f(x) 

即 泡 数 F(x) 潢 足 方程 F(x) =f(x)。 

由 前 面 推 导 知 ， 当 x= a 时 ， 有 

F(a) =F'(a) = .=F (z)= 0 

例 5 证 明 ， 如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 C0 ,a】 上 连续 ， 且 

对 0 所 Ea， 有 (x 一 人 :+y:+%: 半 0 , 则 通 数 


| 
# (X,Y = Ze ir (1) 


满足 拉 兽 拉 斯 方程 
Dg Ox On 


Oxi yr Orr 
基本 思路 ”这 是 售 三 个 参 变 量 的 定 积分 ， 不 难看 出 被 积 秀 


数 


F(x, 6) = 一 
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ee 
义 城 上 连续 ， 故 应 用 定理 21.2 求 避 ， 全 和 ， 久 代入 拉 区 方 
印 可 。 

证 明 设 *=w (x-6) +y+rr， 由 于 + 六 0, 所 以 应 用 
定理 21.2 (积分 号 下 的 微 积 分 ， 有 


On a 1 (x— Se = 4 ep 


Ox +? 


DS -ecr sf (x — -0 /0 age 


Ue 


ey ge 3 全 dE 
t fF 和 六 


将 这 三 个 二 阶 偏 导 柑 加 ， 得 
OH 抽 Og Og 3f Ee 


卫 一 -= 


Ox a 
三 = 人 二 JE) de 
@ fr 
a ey Wa 
- 3 /LDar sf A se 0 
于 是 ， 函 数 #(x,y, x) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
例 4 证 明 完 全 椭圆 积分 
E 人 ~ k'sin’: gp dg, 
F 和 gE k 
() ey dp (0 <k<1) 
满足 公式 
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f EC tak E CC 1 + EY ECE) - EIF Ck)) 


其 中 = 1 

基本 思路 ”不 难 验证 ， 等 式 的 右 端 关于 怀 的 导数 ， 除 常 系 
数 外 与 左 端 积分 的 被 积 陆 数 相等 。 另 外 ， 又 不 难看 到 完全 椭 图 
积分 的 被 积 函 数 及 被 积 函 数 关 于 参 变 量 的 偏 叶 数 在 其 定义 域 
上 连续 ， 故 可 应 用 定理 21. 2 的 积分 号 下 的 微分 法 。 

证 明 我 们 首先 求 等 式 右 端的 导数 

C(1 +h)ECE) — BF (CE)Y =2EC(R}+ (1 +k)E'(k) 

— RF'(R) + 2 P(E) 


其 中 
| . ksin?g _14f 乱 此 :SInzD 一 1, 
E'(E)=—| 7 EE 
0 fz 一 上 zsin2z 0 i — kisin’g ee 
站 二 ow — ksin’a Pdp 一 实 CR ES 


1 ~ :sin: 0 


= [E(k) -FA 


' ”到 ksin’:g 1 号 。 一 和 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 = -一 一 此: E 2 
F (Ey | ,TC pioint 3 do E a Risin pp) dp 


一 上 (1 -- krsin'p) do | 


而 
fa -sinzp) dg = tf (1 - krsin:g) dg = 车 
a Tz 
这 是 因为 
Ad Csingcosp( 1 ~ krsinig) ?) 
dp 


Re RR 《TI 一 ksin:g) 


《1 一 ksin?g) 3 
两 边 从 0 到 所 取 积分 ， 有 


27 


k:Cisingcosm{t 1 ~ &? 


/3 1 


本 


ro Chi 1) 


-dp+ [ie 1 ~ ksin'p) dg 0 
?Ss1n? po)Y 
将 E'() 和 F'( 丰 ) 代 入 上 式 ， 得 


CC1 + RY)ECE) — EF OE)Y 


= 9 EECE) + CECk) 
— FPF(E)) 
sf ECR) _ FOE 
7 


2 |+ 2 £P(k) 
en 


+ EE (8) — EF CEY 
-EA + 一 AF(E) + 2 EF (CE) 
= 9kE(k) 

由 吃香 


J Ed Tf CO +h) BE) MPC) YAE 
= HEADER) -POI | 

= TC 1 +h) EL) -BF(E)) 
例 5 证 明 ， 含 参 变 量 广义 积分 


Ts 
4 和牛 
上 wp "dx 


在 区 间 Ca,827 上 一 至 收敛 


证 明 当 x 之 1 时 ， 对 aE Ca,5J, 有 
XR 
又 对 任意 实数 r， 有 
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故 存在 旭 六 0 ， 当 x>> 间 时， 有 


XE < 
六 


而 广义 积分 “点 zx 收 伍 。 于 是 由 对 一 判别 法 


十 凶 
f ee"dx 


在 C#,8j 上 一 致 收复 ， 从 而 知 
全 ”xserrdx = 三 seerrex 二 f evax 


收 化 。 根 据 六 一 判别 法 ， 所 给 含 参 变量 广义 积分 在 Ca 2 上 一 
致 收 往 ， 
例 6 ”利用 定理 21.8 证 明 概 率 积 分 
三 ax = 
o 2 
并 计算 积分 
站 ebxdx (a> 0) 


基本 思路 ”利用 1 = “zx 构造 出 等 式 
了 = dx fe rgdy 


应 用 定理 21.8 交 换 积分 次 序 ， 利 用 概率 积分 计算 
矿 echbxdx ‘(4a>0).，、 


证 明 在 积分 
= oe? dx 
中 作 变 换 #=xy， 得 


ww 十 


7 = “esd = /weg (x>>0) 
0 0 
出 此 有 
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i? = {ewigx fgy 
0 


又 因为 


| we ?er | we 
而 广义 积分 xe"dx 收 化 ， 数 积分 
:二 ee 
站 Xe 2 
ba 
在 区 间 (0 ，+ oo) 上 一 至 收 化 . 根据 定理 21.8 可 以 交换 积分 
次 序 
十 加 1 十 避 
2? 一 — x? 2 
1 = J we (1 +y)dx 


i 中 0 了 zt 让 2) 2 
三 ee 一 部。 2 
2 (1 +y) ed 
1 和 _X 
Ey 


于 是 
一 — x? 2 VT 
I J er dx i 
由 于 
矿 2 ** chbxdx = ey EE a ld 
又 根据 概率 积分 ， 有 


a 
+ 多 +m fv 2 
了 6 一 “dx 一 f tl zw ea ) + 
oa 一 Se A 


> /2 
xi = | i “+ 人 “| 
se ZKY az a 


= 
a 
例 7 利用 已 知 公式 
fr Ex 人 和 一 1 x {x > 0 ) 
ZN 


计算 积分 
FS tx 是 自然 数 》 


解 ” 可 以 应 用 积分 号 下 的 微分 法 ， 对 已 知 公 式 两 端 求 时 


数 。 
事实 上 ， 对 任意 一 个 4 0 ， 存 在 如 站 0 ， 使 5 之 xp 有 


CI é 一 40 < 


且 对 任意 的 ?>> 1， 有 
limxre "x:= 0 


用 一 十 友 


于 是 广义 积分 “sidx 收敛 。 根 据 汶 一 判别 法 ， 广 义 积 


分 “xsdx 在 [zy + co) 上 一 致 收 全 


出 公式 (21.10), 有 
Re 
I 
一 Eo 一 机 区 2 42 es Se Me 
即 a Xdx TF ee 
逐次 求 导 数 ， 总 可 应 用 积分 号 下 微分 法 。 于是， 有 
a 二 一 工 。 w 1*3 
D = 人 ， ee ee 
Re ee —sx2.u2. a AT (2x— 1)11 
a Xi*d x es 一 
例 8 证 明 二 画 数 


7 (x) = f trend 
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在 区 间 (0 ，+ co) 内 有 各 阶 连续 导 函 数 ， 
证 明 ”我们 首先 证 明 当 x>0 时 ， 函 数 [ 《x》 是 可 导 的 ， 
且 有 
了 (xy = i*!e "lnidt 
这 只 须 证 明 积 分 上 本 laidt 在 0 二 % 志 Xx 守 村 之 +oo 上 是 
一 致 收敛 的 。 由 于 


下 相 
limt: lnit = 人 0 
+ 十 


故 当 0 < 4 和 1 时 ，+ :lnt 有 界 ， 且 设 
[ln |<T 
因此 有 
[te nt [S| t* nt |=1 a | iz ENP 


it :1 QI! 


因为 广 幸 14i 收 合 ， 故 当 1= 0 时 可 把 过 当 作 #1- lnt 
的 优 函 数 . 

又 因为 当 tf 之 1 时 ，0 志 lIni<t， 上 且 对 于 0 < 之 % 志 x 志 开 之 
+ co 时， 有 


| inail Se iMe™! 


由 于 站 xs- dt 收 仇 ， 故 当 六 > + co 时 ， 可 取 je-' 当 作 


个 
1 


-eInt 的 优 函 数 . 
这 样 就 证 明了 积分 1" lnidt 在 0 <xo<x<M < 


+co 上 是 一 致 收 化 的 ， 

根据 定理 21.9 上 述 分 号 下 的 微分 法 是 可 行 的 。 再 应 用 定理 
21. 7， 知 个 '(x) 是 连续 的 。 

同 理 可 得 
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Tewy = fe In ‘dt 
名 


且 各 阶 导数 连续 ， 
例 9 试 将 积分 


sin*— 
fe ec Cl a SS 


用 欧 拉 积 分 表示 ， 并 指出 它 的 存在 域 ， 
基本 思路 对 8 函数 B (p,9) = 41 -人 二 04 进行 


Xl 


变量 普 换 得 B (p,9) = ”一 dx。 然后 再 对 积分 


了 进行 两 次 变量 替换 ， 
解 对 B (p,qg) 函数 进行 变量 替换 ， 


0 < 


+ co， 于 是 


xA! 


| + 
ne ee 


Ey EA ,eS NS 
(1 +x)’ i nx 《 工 FT 


对 了 先 设 tg 乞 =# 则 


2 
sinx =—— 2%,, cosx = +” > 20 
1 十 划 十 多 < 


代入 积分 | ， 得 


ER 
TI=4 (1+& a + 
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vv | 一 只 z 
a 则 
Tt 
人 2 一 1— 上 上 
ey eg 
C1 +e)" q Cl1+i) 
二 
CT |， et 
与 公式 (1) 比较 ， 得 
帮 愉 
P= d= 
于 是 ， 有 
多” 一 ! 氏 有 Ee 
i C1 -3 B (F， 3) -CI 


当 z>> 0 时 (或 可 盖 0 ) 时 ， 积 分 存在 。 


习 题 
和 21 


1， 求 下 列 极 限 : 
(1) um|, Xicostrdxs (2) ii， T+x tb 


2., 设 
F(x = 


其 中 f (x) 为 可 微分 函数 ， 求 F" (x)， 
5。 应 用 积分 号 下 的 微分 法 求 下 列 积分 


[ x+y) fy)ay 
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TD) 


Ts) 


1) | in(1 一 26cosxz+a2jdx (2) J tg {atgx) 
tx 
#， 计算 积分 
二 汪 一 S 
| TS dy (0 <acd) 


5， 证 明 ， 如 果 栈 数 4(x,》) 连续 ， 风 函数 
二 了 上 二 革 十 9 ， 
W(x, Y) = |， cf 本 1(€, Wagdé 


满足 方程 
中 -如 -es 
6。 利 用 公式 
a i 
计算 积分 


! ArB tg 1 
和 E99 Va IT —w? 


§ 21.2 


7、 研 究 下 列 含 参 变 量 广义 积分 容 指 定 区 间 失 的 一 致 收 雍 性 、 
(1) | sinxdx {0 <Aau 和 +} 


+ 
(2) | cosdx dz 《一 co<a<+co) 3 
一 名 了 十 和 


(3) |. dx (0CHCHoo) 3 


9 wl -x 
(4) 全 | dr (0<a<+o) 4 
0 {x+0)*+1 全 


(By | ex*iit risjinvdx 【一 co<X< 十 copy 。 
对 


8 证明， 沙 数 
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当 P> 0 时 连续 ， 
9. 和 有利 拥 分 :| x ldx - 位 交 0》 计算 积分 
|。 xX! In'xax, 
10， 利用 积分 导 下 微分 法 计算 下 列 积 分 


+ 四 一 开业 2e— 


1) , dx ‘> 0, BB>0)1 
tm 人 一 zw . 

(2) 上 sinmdx (a>0, BP>0})1 
十 co 

《3》 | eT "xcosbrxdx (a> 0) 


十 加 
{4) |， ev"*trsinoxdx (a> 0) 3 
+eo -Co 一 


311， 利用 概率 积分 计算 下 列 积 分 
{1) | elsxitairtodxr (o>0, cc-b:>0)i 


CD npr 
{2) 上 人 《CD0 >0 5 


< 
【3》 上 s(x2ta dx (>0), 


(4) | 以 "ge~*tcos 2 bdx  (# 是 自然 数 )， 
人 


8 21.4 


12. 应 用 欧 拉 积分 计算 下 列 积 分 
《11) | dxs (2) | ad (a > 0 ,， 
站 


+ dx 8 
《3) |， 《47) sintxwcos xdx, 


13. 将 下 列 积分 用 欧 拉 积分 开 示 ， 并 指出 它 的 存在 城 


Ci) 人 ”Ye 
) | ， T+ 双 | 机 
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a 


1 1 p + 4t 一 ! 
(3) | (n=) dx (4) | Pe lnxdx, 


ena je X60™* "dx= Br 
习题 答案 及 提示 
第 十 一 章 
§ 11.1 
1。 (1) 收敛 ， -全 (2) 发 散 | 《3) 收 货 ，3 +2w 3 
《4 发散 。 
2。 (1) 收 化 ， 子 : 《2 》 收 伍 ， 5, (3) 收 佑 ， 了 3 


《4 收敛 ， 1s {5) 收 敏 ， IT 一 v 2。 


§ 11.2 


3。 《1) 收敛 〈2) 发散 (3) 收 仑 ， 《4》 收 化 ， 
(5) 发 散 ， (6) 收 倒 ! (7 》 发 散 ， (8) 发 散 ) 
《9) 发 散 f 《10) 发散, 

4 《1)》 收 敏 : 《2》 收 人 第， (3) 发散 《4 》 收 伍 ， 

5， 提 示 : 不 妨 设 e> 0 ， 册 题 设 存 在 N 当 1>N 时 ，a。> 


(a— 0) 《4-9> 0) 成 立 。 取 f=”, 考虑 


1 1 -9 
le + tortat..: + Gzsl > (一 外 ( - 1 a t+) > 


£0, 
6， 提示 ， 刊 用 柯 西 收敛 准则 。 
7， 提示 ， 证 明 limsinzx: 寺 0 。 用 反 证 法 ， 假设 limsinn? = 0 , 必 有 


jimsin (4 十 上)z = 0 进而 推出 limasinf27 十 1)=0,limsin (21— 1) 
生 十 [ 攻 页 一 om 有 一 0 
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=0, lim cos (28- 1》 =0。 抽 此 jim [ain2 (2%-1) + 


cos: (23984-- 1) =0, 这 与 事实 limtsin2 (91%- 1) +cos*(21- 1) 


= 1 荐 后 。 


8。 (1) 发 散 ; 
《5) 发 散 ; 
《9)》 收效 
《13) 收敛 ， 


§ 11.3 
(2 ) 收 僵 ，(3) 发 航 
6) 收 颌 (7) 发 若 ; 
《10》 收 化 《11) 收 钱 3 
(14) 收 伍 : (15) 收 敏 ; 


(4) 发 散 ， 
《8) 收 傅 : 
《12) 收 钱 ， 
(16) 妆 伍 ; 


9。 提 水。 用 比较 判 曾 法 推论 ， 考 虑 一 般 项 与 垃 之 比 的 极限 ， 


(1) 由 收敛 的 必要 性 ， 推 出 不 等 式 a7 ,之 4。(n 充 分 大 
《2 ) 用 反 证 法 ， 根 据 比 较 判别 法 推论 ， 证 


10。 提 示 ， 
诗 ) 。 然 后 用 比较 判别 法 。 


得 》o, 收 伊 矛 盾 . 
rs 二 }] 


11。 C1) 当 x 之 1 时 ， 发散; 当 
《2) 当 0 < 之 % 才 1 了 时， 发 散 ， 当 x 1 了 时， 收 侣 ; 
(3) 当 人 站 志 x 之 1 时 ， 收敛; 当 xzz1 时， 发 散 。 

12。 提 示 。 注意 (as+8)2=av2z+5s2+23csos， 权 据 定理 11.2， 

由 例题 选 讲 的 例 6 及 题 设立 即 推 出 结论 成 立 。 对 后 一 个 级 数 的 证 明 ， 只 


须 将 9s 换 为 一， 再 由 例 6 立刻 得 出 结论 。 


x 1 时 ， 站 化 


§ 11.4 

13。 《1 》 绝对 收敛 ; 《2 》 绝 对 收 敏 ， 

《3) 条 件 收 人 襄 ， (4) 绝对 收 钱 3 

《5) 条 人 御 收 人 证; (6 》 条 和 件 收 笋 # 

《7 了 7) 绝对 收敛、 
14，《1) 与 2) 的 伍 散 性 结论 相同 ， 当 P< 0 时 ， 发 获 ， 当 

0 之 P 志 1 时， 条 件 收敛 ， 当 2> 1 时 ， 绝 对 收敛 ， 
15。 提示 : 因为 Dx (as -0s-t) 收 黎 ， 所 以 S= lim hos -a4-2 
上 二 1 


sg 二} 
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3 一 be | 


= 2 ax+ war 因此 得 2 d= na — 5 


明志 8 


16. 提示 ， 多 In2 一 一 


1 1 1 ee 
a i A rr 
以 于 得 去 Im2 = 0+ 寺 + 0 一 + 0 +0- 
数 逐 项 相 加 ， 即 可 得 到 所 求 数 之 和 为 31n3 。 


17。 提亲 ， 用 定义 证 明 , 存在 充分 大 的 使 得 | 3，- 3|- DD Ar 


二 二 上 
Op a—S <( > 4 一 小 | 十 Bi + ee， i 
大 一 让 

oo 

t+1as) <e。 其 中 S=》 4 
上, ss 

18。 扣 未: 正史 > ~ oe ey > bs = c。 中 的 Ce 
PP 四 二 自 二 0 二 


=0， co=1., 


19。 (六 (Ze 2 ， 5，， 其 中 5。 


= ab +ai5a-i+…+a5=( 一 1) [了 二 -+ 一 一 二 一 


| tl mn (1) 
es 着 利 用 v1 "Ea V2 1 


证明 bs 0 (rco)。 
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第 十 二 重 
§ 12.1 
1 8 
1, (1) (去 ， e ), 
(2) 《一 co -1) U (一 TI,1)U(IL ,+ocoo) ， 
{3) 《ceov+col 。 (4) (-2,2),， 
《5)》 (0 +co) ， (6 [0 +ocoo) 。 
2。 (1) 绝对 收 和 误 域 (- coo, 一 1}Ut1,+ eco, 条件 收 笋 域 1{-1?》， 


(2 ) 绝对 收 伍 域 (0，2) ， 
《3) 绝对 收敛 域 (0， + co) ， 和 条件 收 伍 域 1 0 


(4 ) 绝对 收 敏 域 [Kr -区 ,大 + 下 | 天 = 0 土 1 土 2 
8 12.2 


3。 (1) {a) 一 致 收 化 《9 非 … 致 收 襄 ， 
【2 ) 一 致 政 黎 。 (3) 一 致 收 人 争 ， 
(4) 一 致 收敛 ， (5) 一致 收 就 
《6) 非 一 求 收 效 。 (7?) 非 一 致 收 敦 。 


§ 12.3 


4。 (4) 提示 ， 取 Ps =m, x = 上 E (0,+%)， 
4 1¢ 
5。 (1) 一 臻 收敛 于 $ {x) = 一 sinw。 
(2 ) 一 致 收 化 于 S (2 = 二。 


6。 (5) 提示 ， 优 级 数 ET 是 二 收 全 级 数 4+ 》 -< 
四 本 二 并 


5 4 之 和 。 
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《8) 提示 i | y3g 一 zw2 | max ze 用 微分 法 求 和 BC 一 上 zy? 
的 最 大 值 。 

7。 提 示 ， 用 型 一 一 判别 法 。 

8， (1) (a) 提示 ， 用 犹 利克 莱 判 别 法 .一 臻 收 你 。 (8&8) 用 柯 
町 一 致 收 人 敏 准则 的 否定 名 述 ， 非 一 致 收 艇 。 (2) 一 致 收 仇 ( 狐 利 克 
莱 ， 或 一 致 收 伍 等 价 叙 述 ) 。 {3) 一 臻 收敛， (4) 一 致 收敛 。 
《5) 一致 收敛 ，(6 ) 一 致 收 僵 (用 阿 页 尔 判 别 法 } 。 

9。 提示; 必要 性 利用 习题 选 讲 例 9 ; 充分 性 采用 反 和 证 法 ， 根 据 一 
致 收 敏 的 否定 手 述 ， 得 到 一 数列 {x.,}E (a,5) ， 使 得 | Sz) -3 
(X10) 0 (K->+co) 矛盾 ， 

11， 提 示 利用 柯 西 一 致 收敛 准则 。、 

14。 提示 ， 先 求 出 级 数 的 收 敏 域 ， 在 收敛 域内 利用 定理 12.7， 求 出 
人 (z) 再 积分 即 可 求 出 3S(z) 。 

15，《1 ) 一 致 收 伍 于 f(x?) 三 0。 (2 》 一 致 收敛 于 f(x) = 

(3) 非 一 致 收 伍 于 j(*) 三 9。 (4) 非 一 致 收 全 于 f(x} 三 0. 

16. (1) ta) 非 一 致 收 训 ，( 名》 一 致 收 僵 。 《2 ) 非 一 致 履 
敛 ， 

17。 《1) 一 致 收 人 第 于 1() 三 0。 (2》 非 一 致 收 和 化。 


时 w [i 
18。 提示: 上 ftx) [= | J pwa < (及 are 
Mdi = Mzx<<Mea (0 rsa) ,| fox) | -| 《有 如 < 万 【区 | 如 


前 2 2 
<|[ Midt= M. 3-<M: {<x<<a) 。 由 此 得 到 :|f ,02) | 所 并 ， 


(0 <<x<a) 。 
#| 
19。 提示 利 由 例题 选 讲 之 例 9 证 明 sup| 0 一 g,(%) [= max| x*f (a) 


=a"|j(a) >0 (>oo) 。 车 对 任意 nEN, a <8<1，,， 则 a" 
fan) OM 0 (col (df IM (0<x<1y) 。 基 a>1 
(n>o0) ， 好 fxs) >>0， 从 而 Ge 11C) DTOG >>0 (n> 


a) » 
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1 1 

le (1) -oe 。 《2) -1 i6] (3) (4 4) 。 
(45-1，1) 。(5) (=-co+ecol) 。(60)《〈-1，1)。 
(7) [ -了 -了 |. {8) 《一 myY) ， ?= max {0:5} 。 


(9) (- 志 去) 


2. 收 敏 半 乱 7= 1 ;收银 区 间 《(- 1，1)》。 在 左 端点 %= 一 1, 当 
P>> 1 时 ， 给 定 级 数 绝对 收 倒 ， 当 .0 之 P< 时， 条 件 收复。 在 右 问 点 
X= 11, 当 P> 1 时 ， 绝 对 收敛 ; 当 P< 和 1 时， 发散。 


§ 13.2 


3, (1) -ln (1-*) (- 1&x<1). 


(2) 二 1 < 1)， 
1 一 区 


(3) arc tgX (一 xz 1 。 
《4) 2 xarc tgx—intl X(t- 1<x<1l) 。 


(5) linli+% 4+ ar tgs (- 1 <x<1)., 
4 了 一 区 2 


1 
人 (1) PE ( 1 <x 之 1) 让 


(2 ) 提示 连续 逐 项 积分 二 次 ,人 《~ 1<x<1)， 


(3) 提示 ; 23(2 = 》n(n+ 2)x*t， 对 短 级 数 》 (r+ 
a 二 ， 血 二 上 . 
2 ) sr+l 逐 项 积分 ， 然 后 提取 公 因 于 sz， 再 逐 项 积分 。 -<3 一 和 2 


(一 芒 3 
6。 提示 ; 用 定理 13.8 和 定理 12.6。 


了 42 


§ 13.4 


8, 1) 提示 ，} 仿 4* 一 ?， lny = Xing, y= 人 


]n2c 


Q*= ]】 十 jnz + 


Ins ln"a 
nn 


和 (一 co<x<+eo)。 


(2) c= i (~- co<Yc +o0) 。 
首 一 昌 


《3) 提示 ， 利 用 公式 sin 3x = 3 sinx— 4sin3z， 


, _ 3 2 ,2 Sn 
Binix% = -~ a 2 个 上 = 
(4) (- 1<sxs<1) 。 
(5) BE (m+ti)r (-1<x<1). 


a Di a 1 
i +> 二 % ( < < 


(7) EE = Cln(l + in ~)]= 2 a 


2n— 1 
‘1<x<1),，, 
1 1 —% - | 
(8) rp i et ks 
a 
六 sgn [sin 3 ] {- 1 <x<1) 


ie 


(9) chx= 》 7% (- 
(27) 1 CS 


_ L342 Te #1 i Eb 
9. (1) 2 DT nr ("VIS D), 


人 
| [ > CE Far 1 <x<1) 。 
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ow 
10. (1) 1+) 人 (os +co) 。 
二 过 


(2) w+ 2 tt {1 和 YO1) 


CT 


Ne 
(4) 2 (~ 1) Tar jm (~ 1<r<1). 


(5) ES 1 (1 + 二 + 二 js (-1T<x<1l) 。 


四 一 上 
tl (ceo<xc+co) 。 
《6) 2 1)1 (2nt Ty CS 
es 12* 2#+l1 (1 <xX1 
(7) Ds ant? i 《一 1<xr<1) 。 
三 1 1 = 一 1 1+ (w+ 
11. f(%) = ln = jn 一 一 一 一 一 一 一 一 一 nt 


iota 1 +%w*:+2Xx+ 1 


1)7) = 》 人 (-2<x< 和 0) 。 
二 (0 


12. f=- rr xl>1), 


二 i 
\ eR |- | 
1 
或 x> 一 广 ) . 
§ 13.5 
. ym2 [1 + 二 -一 -| 2.0799.。 | rs < 
| 24 (24)7 We 人 


0.0002。 
16。 (1》cosl ~0.999848s 当 项 数 m= 1 时 ， 有 
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Dd 


ZX 十 和 


(~ 1)1+! (5 


吕 本 下 一 外 

ln! XI 2) cos(0 a )| <10 ， 
1 1 1 Tn 
A a RR 

(2) a 2 ， Yar 2 41 元 ) 5 


(~ 去) + 了 ( -下 ) ~0.60653， ri 和 TT 


> 1 二 和 _. | 
《3 ) 提示 。 令 工 -< = 1.2 得 x= iT 利用 展开 式 


1 +w 1.4 .1 41- 
CS + +t) (1<e<1), 


In1.2 = 2 [十 + 襄 ( 坪 ) ) ]~=2 C0.090909 + 0.000250 


m0 .18223, 
[rs 1<2[(E) + (十 ) + 人 


300x 11! 103“ 


Ed 
17。 当 项 数 w= 4 时 ， | 7 < 与 <0.002， 


| sanw 人 2. 1.605。 
和 9 革 31 1 7 


第 十 四 童 
§ 14.3 


3。 《1) 二 cos 2 入 十 co 和 区 。 


8 
5 13 3 1 
一 一 一 一 一 +—C 人 到 -一 
《2) T6 TH 16 Da 了 0 s6xX。 


4 1 
(3) a GED 


《4) 由 (arro: Kx+ Pr inzJ 。 
记过 站 


7 了 45 


2sinAa 一 1 ) tlipsinn 
是 ee 
充 J —a 


a 二 


(2) Td cos(2K- Ix 
Ci 


《3) 1 一 站 eosx+ 2 > - 2 osna， 


0 
2 一 们 11 一 (一 7。 
5. (1) 7 COSHX 


2 了 十 
Ee RA ah ld (-Xx, 0)U (0,72) 。 


nT 
277* +37T-6 S 1 1 
(2) SE {nt 1)(- 1)"— 1)cosn 


直 二 | 


1 2 年 
+ Ft) Dt 1) + 1)° -1)) 


Binnx} wxE{-A, 0)U(0 ,NX) 。 


加 本 有 
6，(1) 》 {EC 1 1) vinn, 


= #7 
四 E+! 2 8 _ + 1 
(2 之 ( 12)° [Ss 1 jin 2K 1 7% 2 下 sin 
2Kx], 


1 . 25 1 rr-1)，cir- 
7. (1) 工 chr- 1) tl 1)* chr— 1) 


COSHY. 
1‘2K —1) 


ty 
了 4 K+1 
0 Cos 
8 (1) z 2 oi 1 2K, 


(2) i sin 人 zz4KR (K=0, +1, 
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9。 (1) A+ 245 1 sin 人 CE Ds 
站 K= 


2 2K -1 i 
(2) -zz+》 14[(- 1)*— 1ycoms 
"It™ 
月 一 上 


i 


所 上 = 
(3) z+ 2 sin TE cE (5, 0)U (0,5), 


§ 14.4 


; 2 
10, zi = + 4 (1y" Oy 


其 


on ow 
x! = 27r? >» {— 1)"+t gy 0 
pa 7 a Li 


四 4 0 
+= + BT » (-1)。 和 +48) Ct 


其 二 上 下 


第 十 五 章 
§ 15.1 


1。 (1) 开 区 域 ， 〈2) 闲 区 域 ，(3) 开 区 域 ，(4) 闭 区 域 。 
3.。 五 没有 内 点 ; 点 集 E 的 所 有 的 点 普 为 它 的 界 点 ! < 轴 上 的 点 ， 


0 )? 轴 上 的 点 ( 0 ， 革 ) 及 原点 (0,0) 都 是 已 的 聚 点 ， 也 是 它 的 


界 点 。 
4， 提示， 和 任 取 一 点 P' EU(P,7) ,去 证 明 PIE€ (UV (PiyR), 即 


PPssP') <R, 
§ 15.2 


5。 《1) 是 二 元 函数 ， (2 ) 是 二 元 函数 。 
6。 不 能 肯定 是 常数 ， 
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,C1 {Cr,9) 1 多 +ee，91}，(2) fy) |0 YE2, 
一 了 MA (3) yt, (4 {xy 2M! + YA 
(C27 十 1 }x, n=0,1,2,.), 


§ 15.3 


10。 (C1) ln2，(2) 0, (83) 0, 提 示 ; 用 2|xy| xz2+?2。 


§ 15.4 


12， (1) 全 数 平面 上 连续 ，《2 ) 全 数 平面 上 连续 ，〔3) 在 数 
平面 上 徐 * 关 0 ，? = 0 外 均 连续 ， 
15。 提示 在 x 个 函数 值 中 ， 设 景 小 的 为 m， 最 大 的 为 M， 则 有 


m < F110) fed) uD AC ZTE A 


再 用 介 值 定理 . 

16。 握 示 : 任 取 一 点 (x0;34) ED。 作 不 等 式 

[ftx,Y) — fro ye) {If x,y) — fx ya) | 二 | f xs) — x0 ys) | 
右 端的 第 一 项 用 李 普 希 区 条件 ， 第 二 项 用 关于 4 连续 ， 可 以 做 到 任意 
小 。 ( 参 寻 例题 8) 。 


第 十 六 章 
§ 16.1 
3z J 8 xy 
l. (1) 3 CT? By ry (2) 


ee 2xsinz”， 8z cos (3) az-_ 1 32_ 1 


y ay ?3 Br 1+7:” 3y 1 + 


3z _ et az _ ? _Y, Du 
这 = 了 人 + inCx + >) ha = ]” (5) 3 


2 


2, fC00) = 和 ff0，0)=0， ja0，1)= 1, fiyt1, 0) 


6 提示: | fg+ x y+ ID ~ x, >) {ifx+ Ax, y 
Tey) fir, YT | + fx YF) ~ fx, Y) 4, 


§ 16.2 
7. (1) dz= {cos(x+y) — Ysin(xy)Idx+ Leos (r+y) 
。 xdxri+yady ol 1 
— Xain(ry) Jdy, C2) ee rr (3) dw = ty 


(2GY +t ydy + zd2y ys (C4) dau=Yy (yrIlzr + xI2rlna3)y dxt2* (Zylx7 
t+ yr?lnx) dy +x? (x42*Tiys +2*Yy*lny) dz, 


Sy pa -V2 
8. (1) dz | =dr+ sdy; (2) du (0.4) = dx。 
J=9 


9 提示， 关于 不 可 微 的 证 明 ， 用 反 证 法 假定 可 微 ， 取 x = 24>， 
得 和 矛盾。 
il1。 提 示 ， 在 只 上任 取 两 点 ， 应 用 拉 格 般 也 中 值 定理 导 岂 这 两 点 的 
淆 数值 相等 . 
12。 《1) 0.502, (2) 108.972, 


§ 16.3 


a 一 
1 本 me = 
al | e=4;4 v2. 


14. B= oos (GO-a), (1) a=0; (2) a=n+6 (3) a= 
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1 
1?7. (C1) r=e: {2) Cro ey ‘x 3+ 1} 


《3) r= 1, 
§ 16.4 
18. (1) B= + +2h C2) dat, (x, Y, s) +H, Cs, 


YY, zcosf — si, YY, 2)sing, 


dz 


21. 《1) et 5 = 上 dsin3S+cosz9) 


一 2fssinScosS (einS+cosd) $ (2) 区 = fi + yf 2, 学 = 四 十 和 2 


玫 时 鞭子 A FE 此 8z ey bb 
(3) 下 = 2xjr， + ye » 2yp", + xe "3 (4) 三 ps re 


六 (we + YE) ， = 3 -人 Ca+ ) 3 {5} 2 (x? 


十 3 十 2》 ， 2u 2yp Cer tyr ta 5; 区 = 2 二 和 + 3 
sd Wh 3 《六 


十 了) +2yf',, 9 2y Cf", 一 六 十 2x 六 


23.。 握 未; 设 和 = rcosi， y=rsing. 证 明江 = 0 。 


§ 16.5 
32z i 
一 1 2 A TE 一 -一 一 一 ?一 
25 1 22 837 ， 207 16xy, dy? 123 ~ 8x°s 
全 :=2c0s (Z+Y) 一 xsim {w+y) .9 3 = cosg 《XT3?) = 
2 2 xD? 
Vsin (x +y),， 2 (x%+Yy)s {3) 9 esl(l1 十 9X: 
Oy: Oxdy dz 
十 和 yz 3 = Ft (Et +t + (5) 
kd =2 (xz 十 ?2 十 Z2)》 +dxif’ (xX? + +22) ， Ou = 44yj Cx” 
Ox '” Ordy | 
-750 


为 2 
二 32 二 22》 BE ty tye ss 于 237j ia + 233f sg + 


27 ”zf za。 


§ 16.6 
30。 了 了 (x, Y) =5+2(Z 一 172 一 (一 1)(37+2) 一 (+2)2。 


31。 (1) 1+x + + 0 23 (2) wi+y:+ 0 (0p°) 


1 . 
(3) 1- (Xty) +0(0) 。 


§ 16.7 


33。 {1》 存 点 (1.0) 到 航 值 ~ 了 1， (2) 当 4< 之 5 时。 在 点 (0,0) 
取 极 小 值 0， 在 点 〈 {0,1) 和 (0, 一 1) 琅 极 六 值 5e-!; 当 a 半 5 时 ， 在 点 
(0) 取 极 小 值 0 ， 在 点 10) 和 -1;:0) 取 极 大 人 殿 ae~!; 当 a=8 时 ， 


We 1 1 
在 点 《0,0) 到 极 小 值 0。 《3) 在 点 ( 二 也 + Es) 取 极 小 值 
1 1 — 1 1 
-这 ,在 点 ( + 了， 了 二 元 ) 取 航 大 值 35。 
34。 最 小 值 为 4， 最 大 值 为 1 
35。 当 边 长 为 -2 和 -的 立方 体 时 体积 最 大 ， 


36， 提示: 在 y=%: 上任 取 -- 点 ， 再 用 一 点 到 直线 的 距离 公式 ， 


4w2 

第 十 七 银 

§ 17 .2 
1= -二 1 = _casy y=7 (1 lns) 
2。 (1} 2 x 2 y 2siny 《30)Y zl Iny)’ 

Pt 18 __ 
ed 《和 十 2 * 

?51 


972_  ? 2 _ 1+% 92_ 7 
A az 2-coms’ dy deco $2 Bx wyi? 
97 - | 《3 02 _zlnz (nz—2) 
9y x 一 Ox* XIlnz 一 1]3 


5 。 提示 ， 设 F(x， y, 2) = (%—1m2) 一 外 十 中 3 = 下 求 出 -9 


区 
和 也 代入 所 证 的 方程。 
§ 17.3 
7. J = 8. J=r, 9, 1 =7, 
§ 17.4 


11. (1) dy _ 12—nx dz _ mx— lz 


dx nN- dx 1 一 说 2 


day, Jy fg st fag 
dx 1 -fi,- glst/f/iygle ~ fg!ls” 


dz _ Bia+ fivg/y— fyR’y ; 
dzx 1 一 有 ~ Blast flygls — fisg!y 


《3) Ou 人 Ov 时 On _ 1 dv _ 1 


dx vu dr Hy dy Do) dy do0L0) ! 
i On _ sind Cn cosU— pe” 
12. 提示 ， 讨论 方程 组 F， (X,Y, tg, VU) = (ts YU) 过 0 ,Fy ts Y, VY) 


ey —y (0) 0 二 
13。 提示， 对 方程 P(x, 7, 2) = 一 gf (2) -yp(2) = 0 对 % 和 ? 求 偏 导 


数 ， 得 1(D+ 守 = 0， 又 对 它 分 别 对 zx，? 求 偏 导数 ， 消 去 f (2) 和 


f1(2) 可 得 结果 。 
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: dF 
Be H+), $y Ht) ,SA 


14. 3 


f+ aVR YY +r fitx te yg 》。 


§ 17.6 
tl y—-1 -3 也 大 
15. 切线 : 人 4 法 平面! A 1) 


+ (~1)+w3 (2-2 23)=0. 
a 
16. 点 ;和 -1 一 1) 。 


17。 切 线 ， 于 = Y= -2 3 ， 法 平面 3z+3?-z= 3， 


所 


, 4— oto 
18。 切 平面 ， avsinvg = Oycosve + ios = 0 法 线 ， 二 -一 ?一 一 下 


asinyv, 


my — tsinyo ~ 3 一 4V0 
—acosy, wo 


19。 提示， 只 须 证 两 个 曲面 在 点 (1,1,2) 的 法 线 措 直 。 
21. 提示 ， 任 到 一 点 (Kor 638》 » 求 出 通过 该 点 的 切 平面 方程 ， 
导出 它 通过 点 03 区 c) 由 


23 。 (] 0 07， (0y 了 0 一 1 0 0D)， (0, — 1,0)., 
25, 设 BC=a, CA=b，4B=c， 且 在 d4BC 内 的 任意 点 P 至 过 
BC，CA，4B 的 垂 线 长 为 2 加 为 则 有 ax+by+cz=2S， 其 中 3 为 


4 2as 2b3 

三 角形 的 面积 。 由 此 得 当 w= 全 oi I pz 
2¢5 

Tbr or 时 ， 取 最小 全 Bar 


26。 提 示 ， 求 函数 := (x"+y*) 在 条 个 sfy=c (ce>0) 下 
的 最 小 值 。 
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第 十 八 章 
§ 18.1 


1, (C1) 367X:< [i (xz + dy +9) do<l00z (2) 2 <|| 
Dp 


(x+y+ 1) dg, 


§ 18.2 


2, y 一 一 一 2 =0 
《1》0 《2) 3 区 a {4) 了 (1 -et)y } 


1068 9 1 
《5 )》 一 一 .二 ])ha 一 上, 
)》 315 3 6) 8 03 一 ln2 Py 


1 加 1 上 
3. (1) ‘ ie f (4, % dy (2) | ,2 ea 


‘3 | "| 人 《zy) Aas dy | _ f(x, YY) axi 

一 2 十 vits 
(4) ed Cx, Y) ax。 

~ v7 
§ 18.3 
4 ， (1) 340 s (2) -Ex 
1 a3 4 
(3) x (1 -2h (4) $( -4) 


Er 
a ‘6) 7 (2lin2-1),， 


2 cabs (2) ab, 


5, (I) 3 pn 


7 


6 (1) ( 守 - 2102) a (2) ra (3) 


{PpP- Qa) (bo) 20 
7. 1 ri nr (2) 


本 i 
8,. (1) ln2 sewaus (2) 提示 令 vw a? tb?*w=ax+by， 
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一 一 一 一 】 i ee 
sz 十 2 了 二 BY 一 Gy 2 | 4 1 一 2 fl(uv a+t+b +c du, 


9, (1) dz (2) 2; (3) 4 


10. (1) rt (1-e-*); (2) Ee(2 a 


区 59 克 六 ”， {7 pL 
1]]. 《1) 6 {2) a0 《3) Te (2* Tb 二》 


12. (1) fe | Ye dz=| as 
0 一 时 2 人 


， 人 , a 
| ‘| ty (rx, y, 2) dy (2) | ,= {| 2 
正二 | = 0 由 


一 光一 Xe 
f (Cx, y, 2) dy :| al 1 Ge， Y, D6)= [0 


1 一 了 1 1] 一 3 1 
| f(y dz+ | 四 
§ 18.5 ， 
13 。 (1) TT (2) 可 {3) Bars (4) 
dT - 你 AT wo 
(5) 全 (4 -ao ; 《8) zlin2- 2+ 洒 ) (3 
(8) 0。 
1 
3 dv 2 2 
Tave 


§ 18.8 


1 ji a 了 
15, 1) ob toe tc:a: , (2) 一 (3) w2 Xi 
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《和 二) fi6az 


17. 《1) Ts- Eretps (2) 1 = 《az 十 52》， 


第 十 九 章 
8 19.1 


1. (1) 2 a (2) 2rz (1+2z2 ai (3) 提示 令 


xi= rcos1g，y = rsinsb， 代 入 到 方程 好 + y= 时 中 得 +=a， 从 而 得 内 
摆 线 参数 方程 为 <=acos’0, y=asin0 (0 妇 B<2r) 。 saT; (4) 


提示 。 以 极 角 0 为 参数 ， 求 出 双 纽 线 的 参数 方程 。 xz= ceos320.cos0， 
y= acos320.sinb， -TA0 <E, TAO SR, 201(2-VE) ， 


《5 ) 2a:, 


2, (1) 2ro%y (2) 1C (4467) -2 了 


§ 19.2 
-14 37T 可 
9, 《1) 18! 2》 了 (3) IE G3s {4) -2x; {58) 
1 2 2 
4. (131) 35! {2) -Xa 《3) 有 


§ 19.3 


6， (1) 


全 | 二 


# (2) —27xab; (3) 0。 
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rh 


10. 


11, 


12。 


18. 


T5 。 


16. 


EF4 
(1) $$! (2) at， 
§ 19.4 
(1) -2 (2) 62 (3) -3 (4) 9, 
x Le Ws pt ee 
{1 w= +%: 3 — 2》 人 (2) 4 
3 多 一 多 33 一 区 
TY 1 -cAIC te 2 3 Cre 
§ 19.5 
(1) zas (2) + (v 可 -1)in21 (3) 2rcz。 
§ 19.6 
(1) 0 (2) 演 (atb+c) R?, 
§ 19.7 
(1)》3e (2) -本 一 。 
§ 19 ,8 
{1) 0: (2》 -2NXa (at+h) } (3) -~ 20, 
w +# 
(1) -5837 ;1 (2) ba (3) | A 
12 rit Fl+al 
‘1) 可 (x 43i+T337 一 2Xyz+t0 (2) zx 二 + 和 十 
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1, (1) -过 ，(3) 13 《4》 发 散 ， (5》 


xz? Ed 
™ 0! "ab ToD 
2， 提示 对 任意 的 4>>c>a， 有 
从 c A | 
[mar:| {dr+ | fC dx, 


3。 提示， 由 2 是 得 |” fC0d5= | ,1000 fx)dx， 他 
C=>+oo， 对 上 式 取 氢 浴 。 


§ 20.2 
划一 tt “SP, (2) 
4。 提示 ， 由 2 题 知 ， | By | ,和 2 dx 有 相同 的 效 
P(X) 
获 性 〈 疡 (无 堆 点 ) ， jim Ps 和 = 常数 。 
pr 


6。 担 示 ， 利 用 无 穷 积 分 的 分 部 积分 公式 
(1 收银 ， (2)》 收 化，《(3) 收敛 
《4) 发 散 ，《5) 妆 化 《6) 收效 ) 
7》 下 伍 : (8) 发 般 !， (9》 发 散 ， 

8. (1)》 绝对 收 敏 : (2 ) 条 御 收 化: 《3) 条 件 收敛 

《4) 共 件 妆 伍 。 

9。 《1》 当 1 < 时， 绝对 收敛 当 0 < 入 1 时 条 人 忻 收 租 。 (2) 
当 1 <P 时 ， 绝 对 收 敏 ! 当 0 < 了 P< 1 时 条 人 忻 收 伍 . 

19。 握 示 ， 先 用 分 部 积分 公式 ， 再 曙 狐 利克 药 淹 别 法 ， 


11。 提 示 ， 由 不 等 式 |f (wg (9) | < 全-9， 并 根据 比较 判别 


人 了 
a 


法 知 ， 无 穷 积分 | lee ax 收效 。[jKz) + 8 (0))7 =f7 C2) + 8 (x) 
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+ 2 f(x)8 (CX), 
§ 20.3 


12, (1) 3 


2 
3 (2) -1 (3) 瑟 (4) 宁 (x+ 有 ) ， 


§ 20.4 


13。 (1) 政策 (2) 收 合 《3) 收 衣 ; 《4) 收 化 
《5) 收敛 。 

14。《1) 当 P< 1 昌 ?< 了 时 收 敏 f 当 P2> 1 而 4 为 任意 数 或 当 ?六 
1 币 P 任意 时 发 散 。 (2) 当 nm 之 2 时， 收敛; 当 3Y2P 2 时 ， 发 散 、 
《3) 当 &> 0 县 B>0 时 ， 收 分; 当 x 和 0，P 任 意 和 8<0，wa 任 意 皆 
发 散 。 (4) 当 #4 之 3 时 ， 收 僵 ! 当 12> 3 时， 发 散 . 

15。 (1) 当 1 之 g 必 2 时， 广义 积分 绝对 收 贫 ， 当 & 所 1 和 a 之 2 
时 ， 每 发散 。 (2) 当 P 六 一 2 且 P 之 9<P+ 1 时 ,积分 条 件 执 敛 ， 当 ?> 
一 2 且 9 半 P+ 1 时， 积分 绝对 收 黎 ; 其 他 情形 发 散 。 (3 条 件 收 语 、 
4》 当 n>m+ 2 时 ， 绝 对 收敛 ， 当 # = 中 + 1 时， 条 忻 收 化 当 nm 
时 ， 发 散 ， 


TB ln2 s 


第 二 十 一 章 
§ 21.1 
和 Er 
1, 《1) 3 {2) 1 


2， 提示， 验证 定理 21.5 的 条 件 。 
3， (1》 当 |a| 志 1 时 ， 等 于 零 ， | a1> 1 时， 等 于 Xlna?s 


Tt , | 
《2)》 当 o 闻 0 时， 等 于 Bl to ’ 当 6 之 0 有 时， 等 于 
ee | 
2{1 -40° 
d. jn 
好 


5。 提示， 参看 例题 选 讲 的 例 3 。 
7 了 759 


“ dx arcig d% oif! 
6， 提示 ， 首先 建立 | "一 和 | ‘| 


dy 
1 


§ 21.2 


7，《T) 一 致 收 敦 ! (2) 一 致 政 敏 ， (3) 一 致 收效 # 
(4) 一 致 收效 (5) 非 一 致 收 合 (用 定义 证 渭 ) 4 


nd 
a "NM jm 
取 = 言 ， 原 积分 可 变 成 e- 夏 一 2 ee 
了 


Bin -一 要 
MM, 取 e~ 收 ML 于 是 有 | 。 ce 一 w3Ci+yasinxdy>> 1. 人 a> 
1 2 4 2 jw 
好 


8 。 提示 ， 验证 定理 21 .7 的 条 件 . 
9。 提 示 ， 参 看 例题 移 讲 的 例 7 。 


了 有 Ww (A= 2) Pp 人 
10, (C1) Dn 《2 ) arc t8 记 mg C3}. . 


bn ,oe 30 
4 dv 人 ee (a + PY ret) 


dias 


ll (1 ve ”1 (2) va (VE-va) 
0 


元 1 一 中 和 二 年 We d?" 一 
(3) Te (4) (~1) i 


§ 21.4 


你 xa! 27 3 元 
12。 {1》 a3! (2) 16 区 (3) "3! (4 Sl2 


= 和 _ 1 mri 
lB CY TS (nm sm 0 7=L TL) 
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Ti Cosp 
n>0; (9) = TL (P+1), PP>- 1 (4 J ni 


<p< 1., 
14， 提示 ， 变量 替 效 % = 1 


?61 


后 记 


本 书 是 在 总 结 我 系 本 科 和 消 授 本 科 数 学 分 析 教 学 经 验 的 地 
础 上 ， 参 腿 施 育 部 所 制定 的 高 师 《数学 分 析 莪 学 大 岗 》 编 
的 。 

本 书 系统 地 介绍 了 级 数理 论 、 多 元 函数 微分 学 、 隐 苗 数 理 
论 、 多 元 函数 积分 学 。 编 写 的 指导 尽 想 、 原 旭 及 畦 点 均 与 上 册 
相同 ， 这 里 不 再 重 述 。 

和 狼 加 本 书 编 写 的 还 有 张 村 元、 沈星 民 ， 际 广义 绘制 了 全 部 
插图 。 

本 书 由 刘 玉 于 副教授 审定 ， 辽 宁 大 学 数学 系 的 部 分 同志 密 
阅 了 原稿 ， 提 出 一 些 很 好 的 意见 ， 在 此 一 并 致谢 。 

由 于 水 平 所 限 书 中 一 定 存 在 缺点 和 错误 欢迎 谋 者 批评 指 
正 。 


编 者 
1983 年 12 月 于 长春 
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